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CAPITOIL.O 1.
COMPOSIZIONE DELLLE FORZE.

§ 1. Oggetto della Statica. — Noi dob-
biamo csercitare uno sforzo, una pressione, per
mettere in moto un corpo, che & in riposo, ©
per variare od impedire un movimento; ed ab-
biamo infatti la sensazione del peso di un corpo
cui impediamo di cadere; della spinta da impri-
mergli per farlo discendere su di -un piano in-
clinato ; della tensione esercitata per mezzo di
una sottile fune tesa; ece. Noi possiamo soltanto
valutare gli effetti di questi sforzi, di queste
pressioni, che chiamiamo, gencricamente, forze.
Generalizzando guesto concetto, assai relativo e
in origine limitato soltanto alla nozione di peso
o di sforzo muscolare, si chiamano forze tutte le
cause che producono, modificario, distruggono il
movimento di un corpo.

L’oggetto della Meccanica & quello di stabilire
tra le cause e i movimenti, sperimentalmente e
col calcolo, delle leggi che permettono la esatta
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194 Capitolo 1

descrizione del moto, cognite le cause; oppure
di risalire, se ‘¢ possibile, a queste, cognito il
motao,

/  La Statica si occupa di un problema molto

[ pin particolare del precedente ; investiga ciod le
leggi a cui obbedisce un sistema di uno o pid
corpi, soggetti a forze, perche il sistema restiin
ripeso o non risulti disturbato il suo movimento:

| cio¢ perché resti in eguzlibyio,

 Questa parte della Meccanica, la prima che in
ordine cronologico sia stata considerata, & f_:ercib
detta scienze dell'equilibrio. (%)

Per limportanza dei problemi che tratta, per
la varietd delle applicazioni pratiche, ed mﬁne
perché, per varie ragioni, non pare conve-
niente dedurre da considerazioni di movimento
(dinamiche) cid che & relativo all’equilibrio, noi
cominceremo dalla trattazione di questa ]-')arte
della Meccanica. (%)

(*) Oltre al trattato dell’Arrerr, T, confrontare -

E. J. Routrn, 4 Treatise on Analj-rzmi Statics with
sumerous examples, v, I, Cambridee, 18965 G. M. Min-
cur, A Treatise on Statics with Applications fo Physics,
v. [ (5% ed.), Oxford, 1896; v. 2 (4" ed.) 1889 ; TioMsoN
A, Tarr, Tfmtm on Nutural f’bflos Part. 1, Cambridge,
1895, Ch VIL :

(**) PonceLur nel 1822 [Introd. d la Meéc. industriclle
physigue on expérimentale ; 1" ed. 1829 1 2% ed, 18391 3" ed.
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$ 2. Forza e sua rappresentazione. —
Una pressione, uno sforzo, una tensione possono
esercitarsi in varie direzioni ed essere impressi
in un determinato punto di un corpo: diciamo
quindi che una forza agisce secondo una dire-
zione (divezionc della forza) e in un punto ( punlo
di applicazione).
Due forze aventi lo stesso punto d’ applica-
zione diconsi eguali allorché applicate in senso
contrario l'una all’altra si- fanno equilibrio (po-

stulato dell eguaglianza).

l.a definizione di forza somma di pit altre si
basa su di un altro postulato. Due forze aventi
lo stesso punto d’applicazione e la stessa dire-|
zione possono essere equilibrate da una forza
unica avente lo stesso punto d’applicazione e di-
rezione opposta. La forza eguale e contraria a
questa dicesi somma delle due prime.

Dal concetti di eguaglianza ¢ di somma side-
duce quello di rapporto. Scelta dunque una certa
unitd di misura per le forze e che per ora la-
sceremo completamente arbitraria, il numero che

1870]; poi Cowtouts [Traité de la Méc. des corps solides,
17 ed. 1829 2" ed. 1844] ¢ BELANGER [Cours de Méc., 1847]
e moltissimi dei moderni seguono invece il metodo in-
verso, di premettere ciod la Dinamica alla Statica, per
now considerare le forze in modo troppo astratlo e indipen-
dentemente dalla lovo esistenza ¢ dai levo effetti.
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misura una forza & positivo, razionale o irrazio-
nale. Se f & un vettore avente direzione e senso
di-una forza applicata in un punto 2, ed il cui
modulo sia’ eguale al numero che misura la forza,
diremo che in 2 agisce una forza il cui vettore
e f. -

§ 3. Postulati della Statica. — Oltre
quelli gia detti ci fonderemo sui segﬁenti postu-
lati, desunti, per via di generalizzazione, da ovvii
fatti sperimentali, i

1Y Llequilibrio di un qualungue insicme di
corpr, rigidi o wo, non ¢ alierate vendendo [issi
aleunt punti; introducendo altyi legami (vincoli)
in modo da limitare la wmobilita del sistema: o
anche, infine, supponendo irrigidito tulto il sistema
(Principio di solidificazione). (¥).

Di qui si deduce che le condizioni necessarve
¢ suffictenti per Vequilibrio di un sistema rigido,
sono solamente necessarie per l'equilibrio di.un
sistema qualunque non rigido.

2, L'equilibrio di un sistema di forze non
¢ alteralo aggiungendo un allro sistema di' forze
purche questo, agendo da solo sul sistema di corpi,
Sta in equilibrio (principio di sovrapposizione).

Invece non & sempre permessa la soppressione

(%) Pomsor, Y‘héqria gendrale de Ubquilibre et du wmonves
ment [Jour, de 1" Lcole Polytechnique, 13, pp. 206-241
{1806]] -

- — e =~ —-l""
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di un tale sistema; e possiamo convincercene col
seguente csempio. Agli estremi di un filo flessi-
bile ma inestendibile siano applicate due forze
A ed A" eguali e contrarie e che tendano il
filo; agli stessi punti slano applicate altre due
forze 5 e B3’ eguali ed agenti in senso rispetti-
vamente contrario ad 4 e A",

Se £ & minore di .4, e quindi B' di A, il
sistema delle quattro forze tiene in equilibrio il
filo; ma il sistema 4, 4’, che pur agendo da
solo ha lo stesso ufficio, non pud esser tolto
senza turbar l'equilibrio.

30 Ad un sistema di jorze. in eguilibrio o
no, si possono sempre aggiungere o logliere forze
apposte, cioe eguali, conlraric ¢ qrentt lo  stesso
punto di applicazione, senza che wenga turbale
leffetto del sistema. )

Si deducono di qui alcune notevoli conse-
guenze.

Due sistemi le cui forze sono opposte diconsi.
opposti; si indicheranno con S e 5. Se & ¢
in equilibrio (compatibilmente colla mobilita del
sistema cui & applicato) non lo &, in generale,
—.S. Cosi, nell'csempio precedente, il sistema
opposto ad 4 ¢ .4' non tiene in equilibrio il
filo. Se perd S & applicato ad un sistema rigido
ed & in equilibrio, anche —.S & in equilibrio.
F cid si scorge pure nel detto esempio se si so-
stituisce il filo con un’asta rigida,
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TeoreMa IV — Da wun sistema di forze n

equitiorio si pué sopprimere un allro sistema di
Jorze, purché il sistema opposito, a,gmda da solo,
sia in equilibrio. (¥)
. Un sistema .S in equilibric contenga un altro
szbte'ma S, ; ed il sistema — .S, agendo da solo,
sia in equilibrio. Ad .S aggiungo — S| (post. 2°);
ma le forze di — 8, eliminano quelle «di &
{post. 3), onde § ¢ eliminato.

Nel solito esempio il sistema 4, 47 non pud
esser tolto, pur essendo da solo in equilibrio,
[J‘erché. non lo ¢ il sistema opposto; mentre il
sistema 7, ', che pur agendo da solo non ¢
in equilibrio, pud esser tolto perché il suo op-
~posto & in equilibrio.

4.° Se un sislema di forze applicato ad un
corpo wigido & in equilibrio, ¢ puve in equilibrio
il sistema opposto.
Quindi
TrorEMA II°. — Da wun sistema di forze, che
1 tiene in equilibrio wun covpo rigido, si pud sop-
:5 primere una parie, pun‘fac questa agendo da sola
| wa in equilibrio.

Infatti in tal caso ¢ in equilibrio (post, 4") il
sistema opposto.

; TeorEMA III°. — 77 punto cz’z applicazione o
una forza pué trasportarsi in wun allre punto

1

(*) Morus, Lebrbuch d, Serﬂa
pag. 5

1837. Ges. Werke, 3

‘in equilibrio (post. 27%);

y‘a_-.;__
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della sua linca d'azione, purche rigidamente con-
nesso al primo. b

In A4 sia applicata la forza # e sia B un
punto utv!damcnte connesso con A sulla dire-
zione di #; in B (post. 3°) aggiungo due forze
7 ed F" apposte; inoltre 7' sia eguale ad =
Ma il sistema # ed /7" & in equilibrio e (teor.
prec.) pud essere tolto; restera la /77 applicata
in B.

Prendiamo ora piu specialmente a considerare
i sistemi di forze che sollecitano corpi rigidi; e
stabiliamo, rispetto a questi,
cetto di sistemi equivalenti di forze.

Due sistemi .S, ed .S, di forze somno eguiva-
Jenti se esiste un terzo sistema .S che sia sepa-
ratamente in equilibric con .5, ed 5.
ogni altro sistema S* in equilibrio con S, & pure
in equilibrio con .S,.

Infatti il sistema formato da S,, S, .5,, § &
ma anche .S5;, S & in
equilibrio e pud quindi S0PPY imersi (tem_ 29) 2
dunque il sistema .5;, S’ & in equilibrio.

Se poi riflettiamo che S, & in equilibrio con
— .S, . concludiamo che : .

. Dm’ sistemi di forze sono. equivalenti se une
dei due & in equilibrio collopposto dellaltro.

0 Le forze le cui lince d’azione mwm‘mﬂw\,‘
punti ed assi fissi possono sopprimersi, senza lnr- |

bare Leffetto del sistema cui appariengono.

Allora .

I" importante con- -

P
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[} o k7 . ST
6. Se in un punto di un corpo rigide avenle

| un punto (asse) fisso, & applicate una forza la
. ol linca d'azione non incontra il pzm:& (asse)

| JEss0, 4L sistema non & in equilibrio,

5 4. Il postulato della risultante. — Sup-
poniamo che pin forze siano applicate ad uno

stesso punto (). Se sono in equilibrio, anche il

sistema opposto ¢ in equilibrio ; in caso contra-
rio sl ammette il seguente postulato :

i - T * Lt
|’ Pt forze concorrenti e non in equilibrio pos-
\ doteq"ignszre equilibrate da una- sola forza.

Questa forza R’ ¢ pure , concorrente in () ;
infatti, s¢ cosl non fosse, rendendo fisso il punto
O (post. 1) I’ equilibrio non sarcbbe turbato :
ma, cid non & perché (post. 6% la A" non passa
per (.

I sistema .S delle forze concorrenti in @ ¢
quindi equivalente alla forza & opposta alla &'
tale forzz_t dicesl wisultante del sistema S,

Si pud anche dire che guando pite forze con-
correnti st janno equilibrio, wuna qualungre di
esse ¢ opposta alla risullande delle altve.

La wisultante R di due forze P ¢ O concor-
renii & conlenwta «mel lovo piamo ; basta infatti

:

- tracciare una retta che si appogei a P ¢ o,

supposta fissa, cd imitare la  dimostrazione pre-
cedente.

Quindi ;

e forse concorrenti in egudz&; 10 gilacciono in
une stesse piane.
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Sarebbe importante, dal punto di vista logico,
determinare con considerazioni puramente statiche

in base ai soli postulati ammessi, tale risul-
tante. Ma cid non pare possibile. Quindi tale de-
terminazione o deve essere dircttamente richicsta
all’esperienza, oppure occorre aumentarc il nu-
mero dei postulati, ai guali non sembra dover
sluggire nessuna «determinazione congenere.

Bisogna infatti ammettere anzitutto :

Lo risultante di pite forze concorvenli non
varia sostituendo a due o a pite forze la lovo ri-
sullante ¢ gqualungue sia lordine delle compost-
zioni parziali'; deve cioe godere del principio as-
sociative € commulalizo.

Cén cid si riconduce la determinazione di tale
risultante a quella di due sole forze. .

Sieno 2, Q due forze applicate in O; e sia
R, un'altra forza pure applicata in O ed esterna
al piano delle due prime. Diciamo A la risul-
tante di 2, Q; P, quella di O, R, e ¢, quella
di £ ed R . La risultante .S di 2, O, R, si ot-
terra (principio precedente) componendo A& con
R, ; oppure P con P, od infine Q con (@, ; e
poich¢ essa giace nei piani R, A, ecc., sl con-
clude che i tre piani £ e B3 Pe P ; Qe O,
passano per una stessa retta.

Centro in O e con raggio arbitrario tracciamo
una sfera ed accenniamo ancora con 2, P, .. ..5,
ecc., i punti di incontro colle rispettive forze
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£, Py, .... Abbiamo dunque un triangolo sfe-
rico P O R calle trasversali PP, ... concor-
renti in un punto \S. Il teorema di Ceva (%)
¢t da

sen O A senl O sen R L
senPR " senR 0O senQP, U

Supponiamo A, normale al piano P @ e scelta
come unitd di misura delle forze; il rapporto
sen P O, : sen A, O, non dipende che dalla in-
tensith della'forza P, se ammettiamo ancora un
altro postulato ; cioé che :

La risultante di due forze concorventi non

varia comungue €sse vengano spostate nello spazio.
s :

2 (P)

il rapporto analogo sen QP : sen R, P, sarh

Se rappresentiamo questo rapporto con

“espresso da i quindi

1
P(Q)’
sen O K :isen A P —

g (Pyroto)

Questa g'interpreta subito: la direzione della
risultante’ £ ¢ quella della diagonale © ¢ del
parallelogrammo costruito su O 4 e O/ rispet-
tivamente eguali a @ (£) e ¢ (@) e situati sulle

(%) Vedi: Bavrzer, Elementi di matematica (traduz. di
L. Cremona) (1868). Parte 6, Trigonometria, § 7; pag. 131,
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forze P e O o in direzione contraria, secondo
che g (P) e ¢ () sono positivi o negativi. Quanto
poi alla. grandezza della risultante, osserviamo

che la R, eguale ¢ confraria ad A, & m cqur

librio con P e O : e quindi P ¢ pure opposta
alla risultante di O ed &' ; il parallelogrammo

costruito su 0B ed O C' =z (R") ha dunque
per diagonale 0 A'; e perd O C'= O C; onde
O C=g(R). :

13i qui possiamo subito passare alla composi-
zione di pit forze concorrenti in () e di. vettorl
p, 4, ecc. Se accenniamo . con WGk e s lef
grandezze di queste forze, basterd comporre 1
vettori aventi la stessa direzione e senso dei vel-
tori delle forze e rispettivamente per moduli
= (P), p(Q),....; il vettore risultante avra senso
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e direzione della risultante /2 - ;
ditr snvs o (), ’: ed il suo mo-

Futto adunque si riduce alla ricerca della fun-

zione ¢ ; per cib supponiamo che due o pin
forze a_l_abllano. lo stesso senso ¢ direzione ; mf]]a
cor?pomzwne esse DOSSoNo  essere sostituite da
P.’—,--Qﬁ--..-.;_ e quindi, nella composizione dei cd1f-
rispondenti vettori, dobbiamo avere lo stesso ri
sultato operando con ¢ (P} + 9 (O) Y 0 :
pure con @ (P4 O 4 ....). e

Si ha dunque l'equazione funzionale
@) 2@+ 24+ ..0=9B)+9(D)+...;

la le « i abili
quale non ci abilita a conoscere la funzione g
senza fare un’altra ipotesi, '

{nfal;tl si ld.educe subito, 7 ed 2 essendo in-
terl e positivi .

o mPl=mg(P); 9nP)=noP);

se quindi i ! i d
quindi facciamo P:—}; si deduce subito

_(m M,
¥ (n o ();

cioé per ogni valore razional

4 razionale ¢ positiv ]
- o ‘I A
abbiama [ e

-G

(2 ¢ (r)=ax
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o essendo una costante. E questa relazione, nelia
ipotesi che p sit conlinua, varra ancora per qua-
lunque valore di . (%) :

Abbiamo adunque aggiunta la nuova ipotesi
della continuita della risultante.

Possiamo invece supporre @ sempre positivo ;
ossia aggiungere il nuovo postulato che Zz risul-
lante sia compresa nell angolo delle due Jorze.

i vede subito che g & sempre crescente; S€
quindi & € un numero irrazionale positivo per
modo che (m, n essendo positivi)

o

SIE

T - X
:q:<-—_!_—

7
sari pure
m\ () 2+ 1‘
7 imr iy X -'.'_/‘ =
T k i ‘P ; ‘:F k A !
cioe
”m : m -1
a— L o(x)<Lae—_—>
7 i 7

dunque la (2) vale anche per x irrazionale.

Ma essendo ancora arbitraria 1 unith di mi-
sura, noi possiamo scegliere @ in modo che ri-
sulti @ = 1. Dunque:

Il vetlore della risultante di pue forze con-

(*) Caveny, Conrs d’ Analyse de I'Feole R. Palyte.:.‘miqu.—:
(Aualyse algébrique) (1821). Qeuvres compléres. (2); 3, P- 99-
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o e & L
orrenll ¢ la somma dei vettori delle singole forze
components. () - R b

£n
no:(s;:l:uz;;a ;Eﬁg:n?;]hPafﬁl.lelo_grammo ‘dcllc forze, forse sca-
i s hi, sembra, dalle ricerche di Caverxs
Storia del metodo sperimentale in Italia, 4, Cap. 1, §§ ‘
(1895), ¢ di DUREM, Les origines de la ,Sﬁaifg.ue, :13\).-13;-,;‘1
(1905), essersi claborata nel Medio evo: cnnos;iuta ;’
JTJ_.)EL};JAI}]I)O FA }-’mcx, fu enunciata_chiaramente dﬁ STER’LL\jl
e Beghinselen der Weaeglo, : : Py
De 1o Smfgu; fiﬁe’fwié 558 ?’ 'Ozums e
L R, .3., ¢ dedotta da NewTow
Qniseguenza delle leggi del moto: Philosophias
:f-azz.zmlw principie muthematica (1687): Lib. I: cor IP'”.
Tnﬁncv, colla inesatta considerazione dei m.oti: sim.ultzr:n:i]
L.i:i VarioNow, Profet ' une nonvelle mdécanique, 168 ,
J-N?zc-r,iclla Me’m::igw ou "Stattgue, L, 172%; chc.ne? fec ?"i
P-Tl_r}cw.sio fondamentale della Statica e .n'umi:rﬂse a t:1'1
cazioni al poligono delle forze, ecc, ecc. 2, p zquLI)_
Rﬁgxour.l.l, Examen principiornim mechanicae {’(301:“1111’51 9.:\ ;
cald. Imp. Petropolitanae. 1, pp. .126-142 (1726)] éc'-l
primgo che abbia tentato di dare una dimostrafziox)le sral—
;1:;1(; t:l tf—a.ttu vcderc. che tutto si. riduce alla composizione
uc forze uguali. Da allora in poi sono state date in-
numerevoli altre dimostrazioni, per le quali.vfi
pre le osservazioni fatte, e L eh
La prima dimostrazione in cui venga odoperata una
equazione funzionale & quella di D, b FONCENEX [Mé
langes de Iphilosophic et de mathém., 2, '.l'u-ri;: T‘;Tﬁi‘};"-T-
P 399] seguirono quelle di p’Aremperr, }\«Ie"mo-ire sty ii’ﬂ;
prineipes de lo Micanigue [Mém. de I’Acad. de Paris, 176 )
p.. 278] in cul si vale dell'equazione funzionale : e

PO Fel —m=z(. 7 (1);
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Se quindi diciamo R, E, F,,.... i vettor
della risultante ¢ delle componenti di pil forze

4i LaMBERT, ecc. Una raccolta completa di queste dimo-
strazioni pud vedersi in A H. Wesreuar, Ueber dic Be-
speise fir dus, Purallelogramms der Krifte. Inaung. Diss.,
f_}a‘.tingc}l? 1867 : E. GEORGES, Die Zusammenseizung ier
[Krifte. Inaug. Diss., Halle, 1g09.

I a dimostrazione da noi esposta & di Darroux, Sur la
composition des forces on Statique [Bull. des scicnces ma-
thém., 2., pp. 281-288 (1875)]; una analoga & stata
esposta da CEBICEFT, Sur I résultante de deux ferces ap-
pliquées & un senl point, [Socitté mathém. de Mouscou, 1875
pp. 188-1g3]. Vedi pure dello stesso una memoria nel
Bull, de la Société mathem. de France, 6, p. 188 (1877-78),
che riguarda la non necessa ria condizione. di continuita di ¢.

Condizioni melto generali per la risoluzione della (2)
sono state date da Danrsoux, Mathem. Annal, 17, p. 53
(1880); VoLry, Giornale di mat, 35, p. 104 (1897, ¢
Hauee, Mathem, Annal, 60, p. 549 (1905).

{argomento della composizione delle forze & stato di
nuov¥( recentemente considerato acutamente da Siacct,
Sulla composizione delle forze nella Slatica e siei  suoi po-
stulati [Rendiconto Acc. Scienze fis. e mat.di Napoli (3)

5, pp. 34, 69, 147 (1899)] ¢ da De STEFANQ, Sopra un
priucipio fondamentale di Meccanica [Riv. dartig.-e genio,
3, (19o08)].

Un approfon

Diwsoux e Stacci.t stato fatto da ScHmMMack, Axioma-

iivche Untersuchungen itber die FPelktoraddition. Inaug. Diss.
Ew) t )

dito esame’ critico delle dimostrazioni di

Gottingen, 1903 Nova Acta, 1, 0, I.
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concorrenti, si ha

(3) R=F +FE 4 .. ..
Quindi
RE < B R e s B

§ 5. Momento di una forza rispetto a
un punto o ad un asse. Coordinate di un
sistema di forze. — Sia F il vettore di una
fU.l”ZEl.- applicata in P dicesi momenio della forza
vispetto ad un punte O, il vettore m definito da

Caliisey m=(P— O) A F.

Questo momento ¢ nullo se il punto O ¢&
scelto sulla linea d'aziome della forza; non varia

se il punto P si sposta pure sulla stessa linea

25 i : . !
d’azione ; perche essendo P’ =P+ F, risulta |

subito
P—)NF=@P — 0/ F.

-:.Con._sideri_amo un asse parallelo ad un vettore

unitario 1 ; su tale asse scegliamo ad arbitro un
punto @ ; dico che la prolezione sull’asse del
momento della {orza rispetto ad O ¢ indipen-
dente dal punto O. Infatti per un altro punto
Q' dell'asse si ha O = ) 4 m u; quindi

(B Mmxu=P—FxXu=P— 0 Fxu;

i
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il numero espresso da questo prodotto scalare dicesi
momento della forza vispetlo all’ asse. Dico che:
J1 momento di una forza rispetlo ad un asse
& eguale al numero (con Segno ) che miswra il
sestuplo volume di un letraedro avente per spigoli
opposti la forza ed un segmento wnitario sull'asse.
Dalla (5) risulta infatti che tale momento &
eguale al volume del parallelepipedo i cui tre
spigoli sono P — O, PFE, Ou; il quale 2asua
volta il sestuplo del volume del tetraedro detto.
Quanto al segno sara positivo 0 negativo se-
condo. che la terna dei vettori citata & destro-
gira o no (Parte 1, Cap. 1, & 1). Possiamo quindi
enunciare la regola seguente:

71 momento di una jorza rispetto ad un asse
¢ positive o negativo secondo che # wmote di un
piano passante per Passe e pel punto dapplica-
sione della forza e che St sposta su di essa,
apparisce di senso orario ‘o antiorario vispetlo al
solito osservatore sifuato sullasse. I

Risulta pure che # momento & nullo se lasse
e la forza giacciono tn uno SLesso plano.

Se () ¢ origine della solita terna ortogonale,
e diciamo x, ¥, z le coordinate de] punto 2 di
applicazione ; X, ¥, Z le componenti della forza,
pel solito sviluppo del prodotto misto, si deduce
che i momenti della {orza secondo gli assi sono:

0

(o) wiE=—a ¥y g X —g i # Tl X

14 — MARCOLONGO.
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Consideriamo un. sistema di forze coi punti di
applicazione P, #.on e di vettorl Fiy Fow
Dicesi forza e momento visultante del sistema
rispetto ad un punto O, la somma dei veltori
delle singole forze, supposta diversa da zero, e la
somma dei momenti delle forze rispetto O ciol:

{\;Rw—F -F, ..
D Mm (P, — OV AF, + (Py— O) A Fy 4o

4

csse diconsi brevemente le coordinate del sistema
di forze rispetto al punlo 0 (ceﬁfro di mz’zzs’zom)
“Ta risultante R & indipendente dal punto O
gquanto al momento, se diciamo M, il momento

rispetto ad un altro punto O,, si ha:

che si deduce subito dalle (7) e di cui si noteri

la perfetta analogia colla formula fondamentale
. di cinematica. 5i ricava quindi, come in cinema-

tica, che
11 momento del sistema non varia se il punto
O ST sposia /)czmllelammfe alla forsa visuliante ;
esiste una vetfa unica pavallele alla forza
risullante pei punti della quale (scelti come centri
a7 riduzionc) i1 momento visultante ha la stessa
divezione della forza wisultante (asse centrale) ;
i prodoito

(9) . P—MxR
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non dipende del punto O e dicesl invariante del

; usifma

;‘ale z?wa?'mm‘f’ & epuale alla sonumna dei sestupli
volwmi dei lelraedri (con segne) avenii per spi-
goli opposte le forze due a due (Part. I, Cap. 4,
LEserc. 1).

Sono pure evidenti le proprieta seguenti:

Le coordinate di un sistema, che sia composto
di pin allri, sono le somme delle coordimate dei
sislemi singoli, rispeflo a qualungue centro ;

le coordinate di due sistemi eppostt sono
egnali ¢ di segno contvario ;

le coordinate di un sistema di due forze
aventi la stessa linea d’azione, eguali e contrarie
sono nulle e reciprocamente.

Infatti & nulla la loro risultante; & poi nullo
il momento rispetto ad un punto qualunque
della loro linea d'azione e quindi, per la (8), &
nullo il momento rispetto ad wun altro punto
qualsiasi. Reciprocamente, se & nulla la risul-
tante e il momento risultante, sard anzitutto
F,= —F,; e poscia :
Pl—‘ O)f\Fl"_(Pg_ O)/\Fi
=P —E) I I:1=0
ciot F, & parallelo a P, —
Le componenti di R ¢ di M seconde la so-

lita terna coll'origine in @, e che accenneremo
costantemente con R, R, R, ; M., M A6 M, si
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dicono le coordinate del sistema di forze rispetto
alla terna O (i, j, k).

-Se accenniamo con X, V, Z le .componenti
di una delle forze del sistema, con P{a, y, 2)
il suo punto d’applicazione, s1 ha:

1(17{::3)(, M\"’;E(’J!Z—g_}f}’
(10) « By=2Y , M=3F (X —aZ),
R,=27Z, ﬂfC:E(T}"—J’X).

e quindi linvariante I ¢ espresso, (9), da
(r1) V=R M + R M + R, M,.

§ 6. Condizioni per l'equivalenza di due
) 51stem1 di forze; per l'equilibrio di un
sisterna. — Vogliamo ora porre in relazione il
concetto di equivalenza di sistemi di forze, § 3,
con quello di coordinate ; e cominciamo col di-
mostrare che :

Si possono  in infondti modi aggruppare e
comporre le forze di wn sistema in mode da 1i-
durle ad wun sistema (equivalente) di due oppure
di una sola forza; le coordinate del sistema pri-
wtive ¢ di quello vidotto seno le stesse.

Siano O, 0,, O, tre punti qualunque di un
piano che non contenga nessuno dei punti di
applicazione delle forze ; ognuna delle quali potra
decomporsi, sempre, in altre tre applicate in O,
0,, O,, Diclamo &, R, R, rispettivamente

Elaadzi
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le risultanti di quelle concorrenti in ciascuno di
questi tre punti, Per O, tracciamo una retta che
si appoggi ad R, ed A, e su questa assumiamo
un altro punto O ad arbitrio. Decompumamo /ﬂ
in altre due secondo 0, 0, e 0,0 ; e la R,

R

Fig. 21.

altre due secondo O, O, e 0, Q. componendo
infine le tre forze in O, e le due concorrenti in
0, avremo ridotto il sistema a due forze sole;
¢ se queste a loro volta s'incontrano il sistema
¢ riducibile ad una forza sola. Nel caso contra-
rio invece non ¢ ulteriormente riducibile.
Infatti dimostreremo che:

Due forze le cui linee d'azione non s’ incon-
lrano non ammettono risultante ; cioé non pos-
sono essere equilibrate da un'altra forza, né pos-

sono farsi equiltbrio.
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Se infatti potessero farsi equilibrio, fissando
un punto delle due forze (post. 1°), laltra non
puo equilibrare il corpo rigido (post. 6%); se
poi potessero essere equilibrate da una forza
unica, basterebbe fissare un asse che ne incontri
due e ragionare come al solito.

Discende subito ancora :

Affinché due forze si facciano equilibrio ¢
necessario, ¢ basta, che abbiano lo stessa Fnea di
azione € siane ugnali e contrarie.
~ Infine notiamo che in tutte le trasformazioni
impiegate per ridurre un sistema a due forze
sole, le coordinate del sistema non variano; ¢
cosi il teorema propostc & completamente di-
mostrato. :

Civ premesso possiamo dimostrare :

v La condizione necessaria e suffictente perché
L un sistema di forze, applicato ad un corpo rigido

| libero, sia in equilibrio & che siano nulle le coor-

| dinate del sistema, rispetto ad un qualungue centro
d7 riduzione.

~ Infatti riduciamo il sistema ad uno equivalente
di due sole forze: se il primitivo ¢ in equili-
« brio, lo ¢ anche il secondo e quindi le due forze
debbono avere la stessa linea d'azione ed essere
eguali e contrarie; e perd, § 5, saranno nulle
le loro coordinate. Reciprocamente, se sono nulle
le coordinate le due forze debbono avere la stessa
linea d'azione ed essere cguzili e contrarie, cipt
‘debbono equilibrarsi. '
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Dunque le condizioni di equilibrio di un s?—
stema di forze applicato ad un corpo rigido li-
bero sono:

(12) R—o , M=o

rispetto ad un qualunque centro di riduzione O;
oppure rispettd alla solita terna di origine 0,
sono le sef seguenti :

(13) R,—R, =R, = M,= M, =M, —0.(%)

Due sistemi di forze sono equivalenti se hanno
le siesse coordinate ¢ veciprocamente.

Siano .S ed .5, i due sistemi aventi le stesse
coordinate; il sistema (S, — S) avra le coordinate
nulle, S & quindi in equilibrio con —.S5;, cioé
equivalente ad S, ; e reciprocamente.

Finalmente :

La condizione necessaria e sufficiente perche
un sistema di forze, la cui risultanle é diversa
da zere, sia riducibile ad una forza sola é che
st nullo linvarianic.

Infatti se Pinvariante & nullo, le due forze a
cui riduciamo il sistema debbono incontrarsi; e
reciprocamente. :

(¥) Le sci equazioni di equilibrio di un sistema di forze
i trovano, in forma complicata, in D’ALEMBERT, Recher-
ches sur la préces,, ecc. Ch. 2, art. 124 (1749). La loro
interpretazione merce Iidea di coppia ¢ dovuta a PowNsor,
Eléments de Statige (1804}
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§ 7. Coppia. Riduzioni varie di un si-

stema di forze. — Un sistema di forze la eui

risultante ¢ nulla e che non sia in equilibrio di-

cesi coppia, :

Essendo R ==0, la (8) ci da M,=M; cioe:

Il momento di una coppic non dipende dol
centre di widuzione. ’

- Data una coppia .S essa potra sempre ridursi
in infiniti modi a due forze eguali e contrarie,
tali che se F & il vettore di unadeclle due forze,
A il suo punto d’applicazione, # il punto di
~applicazione dell’altra, sard:

M=(4d—-B8)AF;

poiché basta scegliere per centro di riduzione il
punto A. '

Il piano parallelo alle due forze, cioé normale
ad M, dicesi piano della coppia.

I.a risultante di due o piu coppie & una nuova
coppia il cui momento ¢ la somma dei momenti
delle singole coppie ; ece.

Due coppic sono equivalenti se hanno lo stesso

momento. -

Con quesfo concetto siamo al caso di dare una
nuova interpretazione dei risultati del § prece-
dente,

Ad un sistema di jorse si puo, tn infinifi
modi, sostituive i sistemae costituito da wuna forzo
di veltore R applicata in un punto O, ed wuna

(&1

i
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I coppia il cui momento > il momento M del sistema

vispetio ad 0. oy : o
Infatti & subito visto che il sistema della forza

e della coppia ha le stesse coordinate R, M del
sistema dato. s Ll
Rispetto poi agli assi 01, J k) si puo dire:
Ad un sistema di forze st poSSono mstzf'uzrc
tre forze K, Ry, 1y, appk’m‘z‘e m O .ehd:r;ffe
seconde gli assi; lre coppie r?’z m_ame-?zlo M i
M, contenute net piani coordinali. : -
E poi interessante notare che le M, M., M,
' " tano :
l{kpplf,seer;izme algebriche det momem_z' delle sin-
gole forze del sistema secondo gl z}zs:;zl ; le conm-
ponc}afi del momento M vispetto a{é origine 7L
menti delle coppie contenute net {)m?{z f'ow‘dz?zaiz
Pevche un sistema sia in equilibrio ¢ neces-
savio ¢ basta che siano nulle la forza e la coppra
yisultante ; €cc.” ; ;
I.’asse centrale pud essere caratterizzato cosi:
£ PFasse per ogni punto del qua!e_ la forza ¢
la fﬁjﬁ;ﬁia risultante sono ‘;berfbe:‘zdfko!an. s
[l sistema di una forza e di una coppid sif-
fatta chiamasi diname ; quindi qualzc?zgz?f sistema
di forze & sempre eqm’z’a&:m’e ac{ una a’ma‘me.
¢ 8. Composizione di un‘51stem.a di f.orze
p'a‘i‘allele. — Le forze, applicate nei puntt ,—’Iij
A,,...., siano parallele ad un vettore umfarlo K;
¢ siano LKk LK i vettori delle forze, es-
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sendo /], f? ‘numeri positivi o negativi. 1."in-
variante di un tal sistema ¢ nullo; e se suppo-
niamo la somma / dei numeri /, /,.... diversa
da zero, sara diversa da zero la risultante R ;
quindi 4 sistema ammette wna visultante unica,
di vettore

Rk

Sia G un punto di questa risultante ; ed espri-
miamo che essa & equivalente al sistema dato;
ciot, essendo O un punto arbitrario :

(G—O)AR=A,—O)AK
+A A, — DAk

e questa sarda identicamente soddisfatta scegliendo
il punto ¢ in modo che

(X4) f(G — O)=f, (4, — O) -+ fo (4, — O) +...

del tutto analoga alla {20) del Cap. a4 della
Part. I. Dunque:

L.a visultante di pit forze parallele ¢ una forza
eguale alla loro somma e applicata nel punto G
definito dalla (14).

Tale punto G & indipendente dalla scelta del
punto O, dalla direzione del vettore k: e di-
pende solamente dai rapporti delle gfandezze

delle forze ; esso dicesi centre delle forze paral-
lele. '

. Da (14) si deduce ancora:

(15) 21,?’1 (A, — Gi—=1
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Ge f—=o0, il sistema & riducibile ad una cop-

pia; cid che risulta anche sempl‘icemente .cos'i._
Nel sistema avremo un gruppo fil forze di un
senso (:positive), e un gruppo di senso op_posto
(negative) ; si delle une che de:ile a'ltre esistera
il centro delle forze parallele, in cui avremo ap-
plicate due forze costituenti una coppia. Potremo
perd sempre far ruotare le forze in m'.odo da fm:
loro assumere la direzione della congiungente 1
due centri suddetti, ciot in modo cjm? 11- sistema
sia in equilibrio in due diverse posizionl.

Se poi in particolare i d_uel centri coincides=
rero, il sistema & in equilibrio per qualunque

ne.

po%ﬁi delle pilt notevoli applicazioni della (14)
¢ la seguente. ; ; G

Supponiamo che le forze siano applicate in
modo continuo a tutti i punti di un corpo, per
es,, a tre dimensioni e le la‘ro .grandezze. siano
proporzionali ai vari elementi di Volu.me' in cui
si pud decomporre il corpo. I} c?ntm di queste
forze parallele dicesi, per ragioni che vsedremo
in dinamica, centro di gravita o centro di massa
del corpo omogeneo. Avremo quindi

@6 ol — 10— (1t Oy dx: iz
avendo, come al solito, accennato con d= lele-

mento di volume. T
Potremmo allo stesso modo definire il centro
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di massa di un’area piana o curva, di una lineca.
Se ci riferiamo alla solita terna e diciamo E,

1, § le coordinate di ¢, le (14) e (16) ci danno:

g =7 T e

(17)
(18)

§ 9. Il principio della leva. — Nel caso
‘di due sole forze parallele applicate agli estremi
di una verga rigidy, i risultati del § precedente

U1

r...j_rc{'c:jd'c; ot

ci dicono subito che la risultante si pud pensare

applicata in un punto che divide la verga in due
parti inversamente proporzionali alle forze:; in-
ternamente od esternamente secondo che sono
dello stesso senso o di senso opposto.

Dette £ e © le intensita delle forze applicate
in 4 e B (estremi della verga) ed & quella
della risultante applicata in €, si ha

Poils B OB AT AB,

Se quindi la verga & fissa in C (fulero) ab-
biamo una fleva efta in equilibrio e la A& dicesi
pressione csercitata sul fulcro. Questo & il famoso
principio della leva, base di tutta la Statica degli
antichi greci.

Ammesso, come postulato o risultato speri-
mentale, che una leva a braccia eguali ¢ in equi-
librio quando. le forze applicate agli estremi sono
eguali e che in tal caso il fulcro risentc una

-0 &
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pressione parallela ed eguale al doppio de‘lle
forze; o in altre parole che due forz'e egual: =
parallele fanno equilibrio ad una doppl‘a, di senso
contrario ¢ agente a metd distanza; s pud  de-
durre divettamente il principio della leva ¢ far
poscia dipendere da questo 1a‘lcgge della com-
posizione: delle forze. Cosi se il rapporto tra 7e
commensurabile, per es., Frifle—2 :13 :
dico che l'equilibrio ha luogo se il fulcro ( &
tale che A C: CB=3:2 ¢ che la pressione

@ eguale a P -+ 0.

TQ

Dividasi 4 8 in 5 parti eguali; A C e cB
ne conterranno rispettivamente 3 e 23 'prolun-
ghiamo 4 B in A’ e B esscn(.io Azﬁf — C:E'
e BB —AC; € sarad quindi il punto medio
“di A' A ; consideriamo i punti di mezzo delle
pafti‘ eguali di 4 C, ecc. Alla forza /7 potremo

; 1 ;
sastituire quattro forze % 7 parallele, e alla ©

= B!
A’ NG . ETRRe e A
e —Cr = 5 ° € ; 6§ s 132 wr
P
Fig. 22.
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2 L Vol e !
sel forze 5 ¢ e quindi eguali alle precedenti e

applicate nei punti di mezzo suddetti, situati
simmetricamente rispetto 4 e A Componendo
poscia due a due le, forze cosi ottenute simme-
triche rispetto € otterremo la risultante appli-
cata in C ed eguale alla somma di -2 o 0.

Col metodo di riduzione all’assurdo si passa
agevolmente al caso del rapporto irrazionale:

Dal principio della leva & poi facile dedurre
quello della composizione delle forze ; sebbene
non sembra sia stato conosciuto dagli antichi.
Tale principio fu invece applicato alla ricerca
delle condizioni di equilibrio di molte delle mac.
chine semplici. :

L.e condizioni relative al piano inclinato fu-
rono dimostrate, in modo assai originale, da
STEVIN.

5i consideri un triangolo con un lato A4 &
orizzontale € posto in un piano verticale e in-
torno ai suoi lati avvolta una ecatena nmogenca
pesante : essa si mantiene in equilibrio, perche
se cominciasse a muoversi « guesto movimento
non avrebbe fine, cio che ¢ assurdo. » Ma la parte
di catena che sta sotto .4 72 ¢ di per sé¢ in equi-
librio e pud esser tolta; sono dunque in equi-
librio le parti 4 C e C R immaginandole riu-
nite in due pesi si deduce che, per I’ equilibrio,
questi due pesi stanno fra loro come le lun-
ghezze A C e 85, '
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Se poi il lato C/ ¢ verticale si deducel 1;’.:];5-1
su di un piano inclinato, la potenza (]?ard, ele
al medesimo) sta al peso che essa sostml:u_ ;.nl
equilibrio, come Paltezza sta alla lunghezza de

i stesso, :
pmﬁgze::a regola, com’e facil_e a vedersi, r‘fm_c-
chiude in sé gia un caso particolare della legge

del parallelogrammo. (%)

(*y 11 principio della leva, conosciuto ma non es{.’;ltt{-
mente dimostrato da ARISTOTELE ]Opc::a ()mma,d a::,j
1977, 4, Mechanica, Cap- 2%, & sts}_to dunos.tram,I a L\;}l
cnmmEpE: De Aequiponderantibus, Lib. 1, Prop. ¥ eP :
|Oeuvres d’Archimide, traduites littéralcme‘n-t par [‘ Hei‘
rard, Paris, 1807, pp. 280-283 ; oppure edizione di Hel-

: e G 3
Bm;(i},ézt’estatg llimuoverc il posmlato. su cui si fonda la
dimostrazione da Huycens, Fourier [Ocuvres, 2, P 5:0];
LaGRANGE |Mécan. analytique, Oeu_\frles, i, p. 5] ;:iu :“:L
Pargomento poi vedi i classici: Elimenis de an qui s
Pmi‘so’r, Paris, 1804, Cap. Il; e per una CS:prh’fl?nt n:r:r
tica: MacH, I principi della weccanica zs‘pf}sh cv'mca;;_u;;;.z
e sloricamente mel lore sviluppo (trad. di D._Gam_bac‘) !)
Roma, 1909 ¢ finalmente: G. V:HL:\TI,. La da.fz;tl:shg-‘{u;:i.’f
del principio della leva dale da Archimede [Bo .{ I.O ,
.b]iogr. e di storia delle scienze matcr:j.; A‘nno_ 7 (1904 -

La teoria dell’equilibrio su di un piano ‘1nclm:§to, ‘ctfn
tenuta in una compilazione latina di un 11ll)ro di {)rlg.:-ﬂtf
greca: De Ponderibus di NEMORARIUS [V?dl DUHEM,_ .rc‘.s
ﬁrigim;_r de la Statigue, 1, Cal.). 6], pubblicata da j\lw]'\::z
(1533) € poi tradotta e pubblicata dopo la morte :
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Esercizi.

1. Un punte 2 ¢ soggetto a forze dirette a
punti fissi, proporzionali alle distanze: trovare
la risultante e la posizione di equilibrio.

Il vetrore della forza diretta al punto generiéo TN

fo(Pr— Py

Se diciamo (7 il centro di un sistema di forze parallele
applicate in Py ,... e di rispettive intensitd f,, f,..., si ha,
rispetto al punto P

fIG — Py=2 [ (Pn— P);

quindi

=20
quindi
. R=/(6—P);
cioé la risultante passa per G ed ha per grandesza
fmod (G—P).

8¢ P coincide con G, il sistema & un equilibrio,

TAGLIA (1565), servi a STeviy (vedi nota al § 4) per de-
durre la condizione di equilibrio di tre forze concor-
renti di cul due sono ortogonali. GariLeo pure assal sem-
plicemente ha ridotto Pequilibrio su di un piano inclinato
a quello della leva: Le Mecaniche (1593): Lidiz. naz, 2,
p. 181 5i veda ancora: G, Vamwar, Il principio dei la-
vori vivtuali, eco. [Atti Acc, Torino, 32 (1896-97)]

Anche del principio della leva sono state date dimo-
strazioni fondate sulluso di equazioni funzionali: vedi la
memoria di D. nr FonceNix citata a pag. 206 ¢ quella
di Fourikr, Oeuvres, 2, p. 511,

i

& |

Composizione delle forze 22§

2. Un punto & soggetto a forze dirette a
punti fissi e inversamente proporzionali alle di-
stanze. Trovare la risultante,

Si ha:
R=Zf,(P— P gt

dove g,= mod {7 - ). Posto

® =log (5,1 ¢5....)
risulta subito
R = grad ®.

3. Se pin forze in un piano ammettono una
risultante e si fanno ruotare tutte di uno stesso
angolo intorno ai loro punti di applicazione, la
risultante passerd sempre per un punto fisso.

Basterd dimostrare il teorema per due sole forze che
ruotano intorno ai loro punti d’applicazione 4 e B; il
punto d’incontro C delle due forze si sposterd su di un
cerchio e la risultante dovendo formare lo stesso angolo
con A C passerd per un punto fisso del cerchio.

4. Al quattro vertici A4, A4,, A,, 4, di un
tetraedro applicare quattro forze normali alle
facce opposte in modo che si facciano equilibrio.

Rappresentiamo le quattro forze con

;"1 (Aa g ‘4:;) A t‘qg e A?,}: k\z (A3 — ) /\\ (Al e AI}.-

ky(dy — AYN(dy— 4), Ry(Ay — A) A\ (4 — 4y)
ed csprimiamo che & nulla la loro risultante, Moltipli-
cando scalarmente per 4, — A,, ¢ poi per 4, — 4., ecc,,

I5 =— MARCOLONGO.



226 Capitolo I

si trova che
.ﬂ’lz;{’gzk‘,}:ké:k.

Si conclude che le grandezze delle forze sono proporzio-
nali alle arce delle facce opposte e sono tutte e quattro
dirette nell’interno o nell'esternn del tetraedro. F facile
poi verificare che la somma delle forze & eflctiivamente
nulla. Per vedere che ¢ anche nullo il momento, basta
verificare che & nulle rispetto ad un solo punto; per cs.
A,. Moltiplicando infatti Ia 2%, 3%, 4" forza vettorialmente
perd, — 4, A, — .4, A4, — 4y applicando il teorema
sul duplice prndmto vettoriale e poi sommando si trova,
a meno del fattore (4, — A,) = (4, — A,), che &:

Jldy— A+ (d, — 4+ (4, — 4) +H(d, — ) {=o.

5. Si pud trovare un sistema di sei forze,
equivalenti ad un sistema dato, agenti secondo
sei rette scelte ad arbitrio, purché non apparte-
nenti ad un complesso lineare.

Stano /% .. 42 sei punti scelti ad arbitrio sulle rette pa-
rallele ai vettori unitari w;....; R cd M le coordinate del
sistema dato di forze rispetto ad un punto Oy ..
intensitd delle forze ¢ che appunto si tratta di trovare,
5i ha

) § f 8 F Stk fo =R
il — ) Ayt = M,

Riferendoci ad un sistema fondamentale e moltiplicando
queste equazioni scalarmente per 1, §, Kk, 81 otterranno sei
efquazioni lineari, che, supposto diverso da zero il deter-
minante dei coefficienti, determineranno fj,....

Possiamo anche ricavare:

j;l+,ﬁ£“1x“2+""+fﬁ“] xuu: qup
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e cosi altre cinque analoghe; ma rtal sistema non deter=
mina le f. (vedi esercizio seguente),

Moltipl. la prima delle () scalarmente per u, S0P — OJ‘
la seconda per u, e sotrraendo si ha

f:& []: 2] —1“ “i'_r(is [Iz 6]: u, < i R fr\ (U— P1)+ M£
e cosl di seguito; avendo posto
(Pp— 7)< u, A, =1, 2]: ecc,

che rappresenta il sestuplo volume del tetraedro avente
per spigoli opposti due segmenti unitari posti sulle due
rette. La quantitd in parentesi, nel secondo membro,
esprime la somma del momento M del sistema ¢ di quelle
di una forza di vettore R applicata in P, rispetto al punto
(1, ciod per la (8), il momento, rispetto 7, del sistema:
quindi V'ecquazione ottenuta dice che la somma dei mo-
menti delle sei forze ¢ eguale al momento del sistema
rispetto lo stesso asse Pom,.

Se, in particolare, le sei rette date sono gli spigoli di
un tetraedro, e accenniamo con 1, 2, 3 glispigoli uscenti
da uno stesso vertice, con 4, 5, 6 gli spigoli rispertiva-
mente opposti, Pultima equazione ¢i determinerd subito

[, percht il primo membro si riduce a f, [1, 4]

6, Trovare le condizioni perché = forze
agenti su » rette date si facciano equilibrio.

Colle notazioni precedenti dovremo avere anzitutto
Aty XUt e+ oty XUy =0

ed altre # — 1 equazioni analoghe. Il determinante di
questo sistema & nullo per z > 3.
Infatti tale determinante ¢ il quadrato della matrice
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rettangolare che ha per linee u, > 1, u, > §, u, > k; ecc;
quindi & nullo per » > 35 e sard possibile soddisfare al
sistema con valori non tutti nulli per le f.. Abbiamo an-
cora

* +f2[152]+f3.[1! 3]+‘;"+fn[1" TI“"]'20
fillzl4 = Ll 34 ntSalz, 1]l =0 ecc

Il determinante 12 di questo sistema & il prodotto di
due matrici rettangoelari ad # colonne; le colonne della
prima sono

u, i, wyxj uyxk (P—O)Au ><1i..
ece. ; le colonne della seconda sono
(R — Oy A agsedy, (Po— O Au %, woti 31, .

Dunque D ==o0 per u 63 perche dunque per n=6 si
abbia Pequilibrio senza che tutte le f; siano nulle, deve
essere ) =o0, ciot le rette debbono soddisfare ad una
condizione.

Considerando poi il determinante O (simmetrico) e 1
suoi minori e avremo

Trift ettt ey v Deg s o Dyt i,
=T v Dssraet Duua Do
onde :
Ds;-g = Dyy Des
ciod !
e e Ll e
la quale determina i rapporti tra le forze.
Prescindendo dal caso # =2, la condizione D=0 per
=23 si riduce a -
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le trc forze debbone concorrere in uno stesso punto, cs-
sere complanari, ecc,

Per =4 le quaturo rette debbono appartenerc allo
stesso sistema di generatrici di un iperboloide, perche il
momento del sistema delle forzc rispetto ad una retta
qualunque essendo nulla, una retta che incontri le prime
tre deve incontrare anche la quarta, La condizione ana-
litica che esprime cio (ciot 2 =o0) &

VI2 21 41+ Vs 12 41+ VI 2] 5, 4=o.
Inoltre
frifaifsifu=v12, 3l[2, 4][3, 4]:..e.

Per n— ¢ le rette.debbono avere le stesse trasversali,
e per # =06 appartenere allo stesso complesso lineare.
Queste condizioni pei sono anche sufficienti.

[Mosts, Lebrbuch der Statik, (1837). Gesamm, Werke, 3,
& 102, Somory, Einleif. in dic Statik n. Dynanik, Leipzig,
1879. Kap. IV, p. 294. ScHeLL, Theorie d. Beweg., . d,
Krifte, 2, p. 32, Leipzig, 1880).

2. Dimostrare che il centro delle forze pa-

rallele ottenute prendendo le componenti delle
forze di un sistema sccondo una certa direzione,

descrive un piano col variare della direzione
(piano centrale).

Rispetto ad un sistema d’assi ortogonali porremo

Ay = ZTX o Ag=ZEF  , My =2

A X o e Na ¥ o A — XA e,
esse diconsi le coordinate astatiche del sistema, Dette &, 9, §
le coordinate del centro delle forze parallele alla dire-



230 Cupitole I

zione &, B, v, dalle (17), colle posizioni precedenti, si
trova

a(d, s — Ay ) (4,3
e due analoghe. Ponendo a zero il determinante dei cocl
ficienti si ha appunto I'equazione di un piano (pinaeo cen-
trale).

‘Le coordinate astatiche si possono dedurre tutte dalla
omogralla

Ay) (8 —4d) =0,

e =2U{P—0, 1
essendo £ il vettore della forza applicata in ¥ ed O To-
rigine ; tale omografia & funzione del punw O (olire che
delle forze, cec.). Sinoterd infatti che
dy=ibeody A= Ixel, A=K glyect

Inoltre osserviamo che [pag. 25 e 29, form. (41) ¢ {a47)]

- T i
Lo=3(P=0)xi; Vo= _ Z(P—0) ,"-\i:-;m
essendo M il momento del sistena rispetto al punto O,

Il centro G delle forze parallele che sone le compo-
nenti delle forze date secondo la risultante R del sistema
dicesi pumio ventrale. Le sue coordinate sono

M}i ?_4.'..3 + A:.’_%_'}f feel™
A12+A22+A32 ,- E

o anche, sotto forma assoluta,

T

” 1 -
6— 0=z KaR.

8. Un sistema di forze ¢ in equilibrio ; tro-
vare le condizioni affinché Pequilibrio non venga
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alterato quando, spostando il corpo, si lasciano
inalterati i punti di applicazione, e i vettori delle
forze.

Basterd considerare le rotazioni del corpo intorno ad
un punto fisso . In tal caso la condizione di equilibrio
si riduce alla sola M = o0; quindi Vo —=o0 e l'omograha
¢ ¢ una dilatazione. Diciamo i, i, k la terna ortogonale
delle sue diresioni principali; dico che se eseguiamo una
rotazione del corpo intorno all’asse (i di ampiezza =
(simmetria) otterremo una nuova posizione di equilibrio
del corpo. Sia infatti P, il simmetrico di P rispetto al-
Passe (7i; poniamo

p=H@A )—HG D—Hk k)

e sard facile vedere che
P, — 0 =B8(P— O).

Lomografia 3 ¢ una dilatazione che ha le stesse dirc~
zioni principali di ¢ (¢ anche una isomeria vettoriale).
Poscia osserviamo che alla nuova posizione del corpo cor-
risponde 'omografia '

d=2HI|g(P—O), =06

Basta osservare che
H(a, b).f=H(K[a, b); K&—p

Ma essendo ¢ ¢ R due dilatazioni aventi le stessc dire-
zioni principali, il loro prodetto & pure una dilatazione ;
quindi Vo' =o0 ¢ il corpo ¢ in equilibrio nella nuova
posixione.

Lo stesso pubd dirsi per le altre duc simmetrie intorno
04§, Ok; dungue si hanno tre rette ortogonali uscenti
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da (7, intorno a cui il corpo ruotando di = passa da una
posizione di equilibrio in altre tre.

[BagpeLry, Sugli wssi diequilibrio. In memor. D. Crirrin,
Collec. mathematica, Milano, 1881]. Questi assi diconsi
di equilibrio. Se tutte le Ay sono nulle, ogni asse & di
equilibrio e il corpo dicesi in equilibrio aslatico,

51 pud stabilire un risultato pill generale, osservando
che al sistema delle forze che sollecita il corpo si pud
sostituire una forza di vettore R applicata in (), e tre
coppie i cui bracci sono situati sugli assi 0i, 0§, Ok
ed hanno lunghezza unitaria e i vettori delle forze che
agiscono agli estremi di questi (Porigine @ essendo in
comune) sono o i, o§, o k; basta infatti osservare che le
componenti del momento risultante di queste coppie sono
le stesse di quelle del momento M. Cio posto ricordiamo
che Pomografia Ko .6 ¢ una dilatazione le cui diresioni
principali i, i, k sono tali che, posto od==1i,, ¢ i=1,,
ok =1F;, la terna 1,, i,, k, ¢ pure ortogonale. Sc quindi
con una opportuna rotazione dalla O (1, §, k) si passa alla
O, I, k), nella nuova posizione 1 vettori delle coppie
dette avranno la stessa direzione dei bracci; cioé nella
nuova posizione il sistema delle forze sollecitanti il corpo
si riduce ad una forza sola passante per O. Lo stesso di-
casi se prima si fa ruotare il sistema intorno O di n e
poi dalla terna i, —j, — k si passa alla i, §;, k,:
quindi esistono quattro posizioni del corpo in cui le forze
ammetiono una risultante wnica passante per un punto fisso,
Sferme naluralmente le ipotesi enunciate.

[Darvoux, Mém. sur Viquilibre astatique, ete. Mém, de
la Société des Sciences phys. et natur, de Bordeaux, 2
(1877). D. Da Siwva, Memoria sobre a rolagao das forcas
eme forno dos pontos d applicacio. Mem, Acad. de Lisboas

v
i
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3 (2), (1851). RouTh, dnalytical Statics, 2 (1892); Aslalics,
pag. 165; per una trattazione sistematica di tutta questa
teoria col sussidio delle omografic vettoriali, si veda :
BoTTasso, Analyse weclorielle générule, 4; Astatigus, Pavia,
Mattei, 1915).

9. Si pud sempre spostare il sistema rigido
in modo che risulti 4, = A4,=o0 e tutte le A,
pure nulle, eccetto A, e =

Scegliamo per piano x v il piano ccntmle (esercizio 7
¢ spostiamo il corpo in modo che la nsultfmte (asse )
sia normale al piano detto e scegliamo finalmente per
origine il punto centrale G. Risultera subito 4, =4, =0
¢ poscia, tencndo presenti le coordinate del punto cen-
trale, 4, = Agy = 4y = 03¢ inoltre ancora A, = A5 ==0;
con cib elfettivamente Pequazione del piano centrale si
riduce a [ =o. ln altre parole il sistema di forze si
ridotto ad una forza 4, normale al piano centrale e ad
un sistema di forze parallele allo stesso piano riducibili
ad una coppia di momento 4, — A, ; possiamo spostare
le forze in modo che anche questo momento sia nullo
e quindi' 4,, = 4, . Finalmente giriamo givi assi xy di
un angolo « nel lore piano per modo che il nuovo 4,
sia nullo ; basterd determinare « in modo che

' Y (xcos - ysene)(— Xsena+ Yeosaw)=o0

ossia
Ay L

tang 2 &= A
2 Ay — Agg

In sostanza si pud determinare una terna tale che

si=d,i, si=4dgxl sl =0F RZA:,_k
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“dove ¢ & Pomografia nota ma riferita al punto G. Vale
a dire che &

o ==, H(1, i)~ Ay, HJ, i
Noi supporremo o, = 4., ¢ 4, + o,
10. Trovare l'espressione del momento sca-
lare di un sistema di forze rispetto a un dato piano.

Sia P il punto di applicazione della forza di vettore £
per un punto arbitrario 4 conduciame un piano normale
al vettore unitario w. 1l vettore

I=2pt

dove p & la lunghezza (con segno) della normale con-
dotta da /72 sul piano, dicesi momento del sistema rispettp
al pigio. Risulta subito ;

p={—4d) =< u
Nl=ou

essendo o Vomografia definita nell’eserc. 7 ¢ relativa al
punto’ 4,

Il modulo di questo vettore dicesi il momento scalure
del sistema rispetto al pianc.

Se ¢i riferiamo al punto centrale G si ha

M=oun+4(G—4)>xu.R.
5S¢ Pequazione del piano ¢ data sotto forma vmogenea
it v 4wl —i—oq,

si deduce che le componenti del vettore w sono

g quindi

i
——— -y £CCiy

W ;”—|—~ ’U; - au*
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mentre :

G—d)xt=— ——— =
( ] T e

e quindi (eserc. precedente)
VTR + . M =wd e di—tdk:
e da questa, elevando a quadrato, _
(4 ) M= ud 4,2 P 4,0+ A8

| piani pei quali il momento scalare ha un valore co-
stante p inviluppano la quadrica
5 : 4 b Pt Bt T fh |
B (e — A0 (6 — )+t g =2
(#y o, wy §50N0 appunto le coordinate omogenee del
piano), e in coordinate di punti
2 2 =
X ¥ 7
___+—‘ ....!_._2:_.&..
ph— Ayt et — Ayt e Ay
Col wariare di g, otteniamo un sistema di quadriche
omofocali.

v
-

11. Si pud spostare il corpo in modo che
nella nuova posizione il sistema di forze ammetta
una risultante unica ?

Sia £ il modulo della risultante, a, b, ¢ 1 coseni di di-
rezione; x, ¥, 7 le coordinate di un punto della sua linea
d’azione. Lermi restando i punti di applicazione, anzicht
far ruotare il corpo, facciamo ruotare le forze, sicché ri-
spetto ad una nuova terna dassi ortogonali, sara

Xy=a,X+b Y4¢ 4, ecc

essendo a,, bys 6,5 1 coseni direttori della nuova terna.
Supposto che la terna primitiva sia la G (i, §, k) prece-
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df:nlcmcme considerata, le coordinate del nuovo sistema
di forze sono

s‘. R L = Ly i A B ar
S Xy=epdys eccin;  AlrZ, — V) =b, 45, e,

e queste debbono essere eguali alle coordinate della ri-
sultante : quindi

Ba=c dy , Bb=cd, , Reowumg, 4,
Ri=ldgy , Bmvoe —a, 4, , Ru=u, 4,, — b, A

I X 23
avendo posto:

be=ey—bz s m=—ag7—ex , w=bx— an
Lsprimendo che Pinvar. & nullo, ossia ald-bm-| cn—o
si- trova i

ay Ay — b A, =0,

Da questa e dalla sesta delle precedenti si trac

dy=RAy (4 —dy?) , by =R Ay {dy — A7)

e di seguito L

@y=—Rmrd, , by=RIlid,;

mentre le prime tre <i daranno ¢, o, ¢,.

Ad ogni forza corrisponde una determinata posizione
del corpo. Vediamo come pud scegliersi la R. Riflet-
tendo che

4 Ak ” et o e :
' gt =b o W P =0 b
abbiamo
] :
L RS
e 3§ - R ——
iy Ay g B g8
e #n* o
_4*733 A = 4 g fj_z =0

g -2
2. il s b1
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ognuna di gueste cquazioni rappresenta un complesso
quadratico; quindi la linea di azione della risultante deve
appartenere alla congruenza individuata da questi due
complessi. 11 punto (y, 7) in cui una retta di tale con-
oruenza taglia il piano yz, essendo

m=—azg , #=—1a
giace sulla conica

e URBPTSE HISEY SN

Auz g AH“ Ang -‘132

che & la conica focale, nel piano yz. del sistema di qua-
driche omofocali dell’esercizio 10.

Parimenti il punto in cui la stessa retta taglia il piano
x7 giace sullaltra conica focale dello stesso sistema;
quindi P'assc della forza risultante deve appoggiarsi a
queste due coniche focali (teorema di Minping). Si de-
duce di qui in particolare il risultato dell’esercizio 8; ba-
sta pel punto fisso condurre le rette che si appoggiano
alle due coniche focali.

[Mipixg, Journal firr. und ang. Mathem., 15, pp. 27-38
(1836); Bull. des sciences mathém., 12 (1868); si veda
per tutta la bibliografia e la completa discussione, il li-
bro wia citato di Borrasso, Cap. 1I].

12. Trovare i momenti del sistema di forze,
quando il corpo ba subito una rotazione.
Le componenti dei primitivi momenti sono
[.=edgy— Ags, €cC.

¢ quelli nella nuova posizione del corpo:

Ly==b Ayt byAgs+ byedns—(G Ay t6y Ayt 5 Age)-
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3

.Va-liamoci ora dei parametri razionali di Ronpricurs
{Part. T, Cap. 3% form. (16)]; posto

e Ay vt A u A, e,
P J.E Py ‘{‘" M 15 "I— N + A - o AI'I - _4‘.22 ~| A

I 487

risulta
E 41
2,6_2( _1"“11):&‘-'—*[&1’-‘—‘}[?1—155 €cc,
Queste formule permettono di assegnare i parameiri
della rotazione per cui il sistema dato, col momento di

componenti L, M, N, acquista un momento dato di compo-
nenti Fy, M Ny

Elimintamo infatti dalle equazioni precedenti B e y
rge - . - Y
__moltiplicandole rispettivamente per 1 -4-2%, 2 - v, Ay —
¢ sommando ; avremo :

2 (o — A 8)=(1 2% (L, — L) (R pt-v)(M, — M)
0y —p) (N, — N)

e due analoghe. Sostituendo ad «, B, T i loro walori e
posto

vy ; Ly L) (M, — My - (N, =N

otterremo, tenendo conto del valore di 2,
i 1
[ Lop— (T, — }.}-] R o
; ; .
(dy — &) A4 [Aw_i_?(‘\‘rl = N)] e
1
o [/1,_3_- (M — M)]v ") %(Ll—- Ly=o

¢ due altre analoghe. La condizione di coesistenza di
queste quattro equazioni lincari in %, 4, v conduce ad
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una equazione di 4° grado in e; risoluta la quale tre

delle equazioni date dctermineranno le &, p, v.
Consideriamo alcuni casi particolari. Se il sistema deve

restare equivalenfe a se stesso, I, = L, ecc., quindi

LratMptNvfpd—e=o
(A — ) v Aypt Ay =0; ecc.

Dalle tre ultime risulta che la € ¢ radice di una equa-
ziome cubica, la quale, essendo in generale Ay + dui,
non ha necessariamente reali tutte le radici. Avremo don-
que al piti tre assi di equivalenza.

Supponendo nulla la risultante, i pud determinare una
posizione in cui il sistema sia in equilibrio ¢ Sappiamo
gia che esistono quattro di queste posizioni di equilibrio
{eserc. 8). Essendo L, =M, =N, =0, Pequazione di 47
grado in ¢ ha effettivamente tuttc e quattro le radici
reali, perche, come si vede subito, essa coincide colla nota
equazione secolare. Determinato s, troveremo i parametri
reali delle quattro rotazioni colle quali il corpo si porta
nelle quattro posizioni di equilibrio.

[Somorr, Mém. de PAcadémie de - St.-Pétersbourg, 22
(7), (1876); Theor. Mechanik, 2, p. 390; S1accy, Mem.
Soc. italiana dei XL, 4 (3) (1882)]

13, Comporre due dinami.

Siano R,, R, le grandezze delle due forze; &y, kg i pa-
rametri delle dinami, ciot i rapporti delle grandezze dei
momenti delle coppie (giacenti in piani normali alle forze)
alle grandesze delle forze ; Vasse { sia la minima distanza
tra le due forze; Passe della diname risultante incontra
7 ad angolo rettu, Siano 6, ¢ 0, gli angoli che le due
forze formano con lasse x3 7,, 7, le ordinate dei punti
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d’incontro delle forze con l'asse z; sicché posto
=0 —0 , t=1—1

saranno ¢ e 3 Uangolo e la minima distanza delle due
dinami. Le loro sei coordinate saranno adunque

Rycosty, Rysenby, o, R, cos® (k, —z,tz6,),
Ryseng, (b, 4-3,,c0tg b}, 0
e sei espressioni analoghe per la seconda. Scegliamo
quindi Torigine ¢ Passe x in modo che
by — 2y tang 6, =k, — 1, tang §, =«
kg cotg by = by b 7y cotg 0, = 1.
Da queste equazioni sard facile dedurre z,, 7., ¥

i
! 1r Uge
Infatti si ha agevolmente

tang (i, |- 0)) =

£k
o
pascia
L= {f—a)send cosh, , 7o=(p— a)sen 8, cos b,
e quindi eliminando B —
by
tang ¢

A

i1 | Ry =
Cio posto, le coordinate della diname risultante saranno
del pari espresse da :
Rcost, Rsent, o, wRcosh, BRsenn, o
se poniamo:
n ]
Reosh=R, cos §, - Rycosty; Rsent==R,send, + Rysenfy ;

e queste esprimono che R ¢ la grandezza della risultante
di due forze uscenti dall’origine, sul piano x v, formanti
con Vasse v gli angoli 6,, 8, ¢ le cui grandesze sono R,
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e R,. Se poi 7 & Pordinata del punto @incontro delPasse

della diname coll’asse 7, B il suo parametro, abbiamo,
analogamente ai valori trovati per 7; € 7y,

7=(f—a)senlcosi;

dicendo finalmente x, ¥ le coordinate di un punto qua-
lunque della stessa si ha
cos b == %/ 1% senO==y:\/x"+ 9%
quindi
(B =0—a)xy;
'asse della diname appartiene ad un cilindroide (Part, I,
Cap. 4°, eserc. 2); al quale appartengono anche gli assi
delle due dinami componenti. La diname risultante ¢ dun-
que Pintersezione del cilindroide con un piano condotio
per z parallelamente al vettore risultante delle due forze
R,, Ry Quindi il cilindroide & per la composizione delle
dinami (o dei moti elicoidali) cid che il parallelogrammo
delle forze ¢ per le forze concorrenti.
Risulta ancora

=
b= & cos* G-} Bsen’ i = ———c0os 2 0.

«tB_B
2

Si giunge quindi alla se- z
guente costruzionej in un
piano per z consideriamo o)
un cerchio di diametro S

AB—f—u Py

essendo 0O 20
Od=5, OB=F A C
1l piano del cerchio ruota

uniformemente  intorno 3,
mentre un punto ) si muo- l Fig. 23.

16~ MARCOLONGO.
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ve sul cerchio pure con moto uniforme, ma con velocita
doppia ; dopo un certo tempo il plano avrd descritto un
angolo 6, ed il punto O Parco 2 G; orbene la (OS de-
scrive il cilindroide e inoltre (05 =% : come si vede su-
bito con facile calcola,

L’asse 2 & una retta doppia; § descrive su 7 un seg-
mento eguale al diametro del cerchio ;. ece,

(Ra S, Bacr, The Theory of Serews : a geomelrical Shudy
of the Kinematics, Equilibrinm and small Cseillations of a
Rigid Body, Trans. of R, Irish Academy, 25, Dublin (1871)
Ivi & pure un bel modello del cilindroide].

14. Se G & il centro di un sistema di forze
parallele di intensith 2, applicate nei punti 2,
ed O una origine qualunque, si ha

Lo (P, — O —=m (G — O)*
Ly 9
-} s s (P.— P)Y.

Quadriamo la (14) del § 8, ponendo fr=1np e m= X3

ed aggiungiamo a primo e secondo membro
Z g e {(Pr— O — (P, — (@3,
risulta subito la precedente. Se O coincide con G, il primo
termine del secondo membro svanisce. Il primo membro
esprime il momento quadratico di un sistema di punti di
masse w rispetto ad un punto’ (), Posto, nella ipotesi di
ogni my >0,
=y (P — OF = m §*

si ha

W= 6~ %2 2oy (P — P
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quindi k raggiunge il suo valore mini.nw per 0= G. Se
k, corrisponde ad un altro pole Oy, si ha
B—hE=(G— 0y —(G— 0},
clob G trovasi nella intersezione di due sfere di centri O
; [EaiRilwii?inIcitf fr::além. de I"Acad. Royale de Berlin
(1783): Ocuvres compl., 5, pag. 535]
15. 1 punti di due solidi si corrispondono

in modo che
x=—a-+ta,x, + by + € =, ecc.}
trovare la relazione tra i loro centri di massa.

H [
Poiche i Dt

essendo D il valore assoluto del determinante funzionale
delle x (che ¢ costante), risulta subito dalla (18)

E=a+ta &+ bt e
In forma assoluta, se¢ poniamo
P, — O, = (P—0)
s essendo una omogr. vettoriale, risulta pure
Gy — O =al(G— ).
16. Trovare il centro di massa di un ot
tante di sfera ¢ di ellissoide.

Per la simmetria si ha £ =% =1{; detto a il raggio
della sfera
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L’ integrale doppio esprime P'area della 4" parte d un
B 1 e ; 2 AT y

cerchio di raggio v a? — ' e vale quindi ;1—-1:((;9 — x?);

poscia Vintegrale rispetto x (tra 0 ed a) ha per valore

I
i w!y onde
3

OO|\-\J

Ponendo poscia

K=ty y:bj'i " 3y
il punto x, 1, 7 descrive un ellissoide, se il corrispondente
descrive una sfera di raggio uno, quindi per un ottante

di ellissoide :

) 3
E:ia i "‘j=§b y ;,—_-...é_c_

17. Centro di massa del volume COMpPreso
tra un paraboloide ed un piano normale all’asse.

Trovasi evidentemente sulPasse (delle x); se Te due pa-
rabole principali sono

Pie=agam o Py
notando, come prima, che
\ d.\‘j‘rfj’d‘{zzjr‘bq j"zx:ixx:rrpga?

jj“]‘xdxd-yd(:_?'ﬁj] q “3!

By
3

dunque il centro di gravitd coincide con quello della su-
perficie del cono retto inscritto,

risulta
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Nel caso del paraboloide di rotazione si pud dare di
questa proprieta una dimostrazione elementarissima.

18. Lo stesso per il triangolo limitato dalla
parabola

<

&5 —a
dalla ascissa @ ¢ dall’ordinata 3.
Si trova, senza alcpna difficolt,
4 ti=(mtz2n)a; 4{m 4 nynp=(m—42n)3
Per = m =1, si ritrovano risultati notissimi.

[ArcumEpg, De Aequiponderaniibus. Lib. 2, Prop. 8;
Oecuvres traduites par PEYRARD, pag. 307]

Ig. Lo stesso per l'area compresa tra la
cissoide ed il suo asintoto.
La cissoide, di_cquazione
(g —x) 7 =x7,
ha la scguente rappresentazione parametrica:

kg
x=acosie , y=dacosPyiseng ; 0 =gp= —.

2
uindi
Q s T

T b B2 ety
Srcvd._xzzc.-.“j cos® gd g = A IR

_;"_l'_
2

g v d .\'.:znﬁ’s costedy
7 @

e infine e
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20. Lo stesso per ['area compresa ira un
intero ramo di cicloide ¢ la sua base.

Le equazioni parametriche della cicloide sono
X=a(p=—seng) , v=a(1 — cos )

guindi con un caleolo analogo si trova
5
N oE= 4.
; 6
21, Lo stesso per un arco di catenaria e

per un'area compresa tra l'arco, lasse x e due
ordinate.

Si ha (Cap. 3°, § 69
¥=aCh > ;- Mgk g a3
i a

quindi per un arco contato dal punto A pit basso della
curva si t(rova

e [_(,Jh e j o SR R R & o
* @ i a a

af Oh Fix=afond dam (ash % on 2 +5).
L a 2 [ a

Si ha dunque

1-_c:h:‘_ : % B

v i ik e .

t=wta = ??-——2- @ Ch {1-—1-——‘ e
Sh- Sh-
i i

£ poichi la equazione della tangente nell'estremo B &

;! Qo = ‘_x_
Y—y=qX x) Sh ey
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g & Pascissa del punto d’intersezione delle due tangenti
in 4 ¢ B.

La normale in 5 incontra 'asse » in un punto di ascissa

Y=ua C.hi —+ ¥ = x
¢ sh =
quindi
_ly
=%

Per le coordinate &,, %, del centro di massa dell’area
compresa tra la curva, Dasse delle » e le ordinate dei
punti 4 e B si trova

e e e

22. Un solido ¢ terminato da facce piane

e parallele ; Parea di una qualunque sezione in-

termedia ¢ una funzione intera di secondo grado
della distanza dalla base, Centro di massa.

Diciamo Sy 'area della base inferiore; §, quella della

supcriore, S, quella della sezione mediana, S quella di-

stante di 7 dalla base inferiore, e 2 b "aliczza.
Sard, per ipotesi,

S=ag+bito;

quindi

P Ay
Volume = r J(«. P2zt odr= 5 (S S,4+4 5

vi= [ rtatii =21 (5 +25).

Set;ela distanza del centro di massa dalla base su-
periore. si trae

Cig, =15 4-28):(5;4-25)
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L.a regola precedente & applicabile a quadriche, tronchi
di coni, di piramidi, ecc.

Cost per un semicllissoide, notando che 8, =o, e che

3 e
7 ’ . g i i
gli assi della sczione mediana sono \—f dy V; b e quindi

risulta ;
Cili=13:5
23. Teoremi di Pappo e di Guldin,

Sia o un’area piana, ¥ un assc del suo piano; lordi-
nata u del centro di massa di ¢ & tale che

* v e i
':?o-:-:J f}'afz;dr:— v d
; ¥ 2 )

Dicasi Vil volume generato da o ruotando intorng ad
¥, per s, di 3607; avremo

V:nj_}'sdxﬂZwaq o3

il wolume & dato dallarea per la circonferenza descritta
dal centro di massa.

In modo analogo, Uarea descritta da un arco & cguale
alia lunghesza dellarca per la circonferenza descritta dal
centro di massa dell’arco.

[Parer Avrexaxnrivi, Gollectiones quie supersuni ; ediz,
ultsch ; 2, pag. 683 GuLny, Centroburyea, 2, pag. 144
(r640). Vedi anche: CaverNy, Storia del metado sperim, +
in Italia, 4, p. 112 (Firenze, 1895)]. '
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24. Dicesi viriale di un sistema'di forze',
rispetto ad un punto O, la somma dea' pmdutfl
scalarl dei vettori delle forze per i vettori £ -— O.
Investigare le sue proprieta.

Porremo:
V=2(P — 0)x1i;

e quindi se ¢ ¢ Pomografia definita all'eserc. 7 e relativa
al punto ©, si ha

Fo =¥
Se ' e il viriale relativo ad un altro punto O si ha
P'=V4-(0—0)=<R;

quindi F'=}se O & sul piano condotto da {‘)‘nor?nale
ad R. Se il sistema di forze & una coppia,il viriale & co-
stante per ogni punto dello spaziq. A L :
Detto #/, il viriale relativo ad O, i punti O per cui .
il viriale ¢ nullo sono fali che

(O'— Q)< R=V,

¢ quindi sono su di un piano normale alla forza risul-
tante, ccc. 1 punti pei quali il viriale ha lo stesso valore
sono su piani paralleli. : -

~ Se le forze i cui punti di applicazione sono P, agiscono
secondo le congiungenti i punti due a due e sono fun-
zioni delle distanze di questi punti si ha:

P

PPy
3 fik = fi (i) — X

Pk_ S
Tin z_fik (rin) — i Tik
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dove ik = mod (P; — P,

V:HZ{' [ fix X (Ps — O) - fhli = (P — O))

3 :

ik Tik {(Z—0) > (L — Py (P — Py = (P — O}
¢ finalmente

V= 2ri fix (ru)).

[La considerazione del viriale ¢ dovuta a
buch der Statih (1837)5 Werke, 3;
Journal fiir r. und ang. Mathem., 38, Pe 77 (1848): 47,

p- 238 (1853). 1l nome ¢ dovuto a Crausius, Annalen
der Physik, 141, Peo124 (1870

Morius, Lebr-
¢ poi a Scnwems,

P

CAPITOLO II.
1L PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALL

Il problema generale della Statica ¢ la ricerca

- delle condizioni necessarie e sufficienti per I'e-

quilibrio di un sistema di corpi soggetti a de-
terminate forze. Il principio che ora esporremo,
il pit fondamentale della Statica, permette di ri-
solvere un tal problema, perche: '

1Y raggruppa in un solo enunciato le sva-
riate condizioni di equilibrio dei sistemi mate-
riali ;

20 permette di dedurre le equazioni ne-
cessarie ¢ sufficienti per 'equilibrio con un pro-
cedimento semplice e uniforme.

§ 1. Spostamento virtuale. — Se un punto
£ di un sistema materiale pud assumere lo spo-
stamento infinilesimo 2, — 2, pensato anche come
semplicemente possibile, si dice che pud ricevere
uno spostamento wirfuale o facoltative. Se poi
tale spostamento pud aver luogo anche in senso
opposto, esso dicesi inwvertibile ; altrimenti non in-
vertibile,



