CAPITOI.O QUINTO
MOTO CONTINUO DI UN SISTEMA RIGIDO.

11 teorema del § 2 del Cap. precedente ci ha
dato una rappresentazione semplice e chiara del
moto istantaneo di un sistema rigido. Ora cer-
cheremo di ottenere una rappresentazione pure

semplice del moto continuo di un  tal sistema ; .

percid cominceremo a considerare, come nel §4
del Cap. 29, due casi particolari, i quali, oltre
a facilitare la trattazione del easo generale, sono
importanti per se stessi, sotto vari punti di vista,

5 1. Moto continuo di una figura piana
nel proprio piano. Centro istantaneo di
rotazione. Le due curve I', e I — Nel
moto  continuo di un corpo rigido un . piano
Corra su se stesso; ogni punto del corpo si
muovera su di una curva contenuta in un piano
parallelo al primo; i punti sitwati su di una
stessa  normale al piano  descriveranno curve
eguali, ecc. Dunque bastera limitarei allo studio
del moto continuo di una figura piana nel pro-
prio piano.
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Dimeostreremo che
Fsiste un punto C del piano tale che al tempo

i st ha
(1) P =wi(P— ).

Infatti riflettendo che P' ed sono para.ﬂle]}i
al piano, risulta che & ¢ normale a]. piano; quindi,
valendoci del solito operatore 7, si ha, dalla (1)
del Cap. prec.,

P I 0P
Di qui si deduce

7 P ! O .
(2) P+ 1] I- ]
essendo ' un punto determinato del piano, in-

dipendente da P e da O, e poicht

O+ vi(C— 0)=o0
sottracndo questa eguaglianza dal valore di 27,
risulta la (1). . .

Il punto C dicesi centro istanfanco di rofa-
zione (*) e la (1) esprime, che per rispetto alla
velocitd j : ) :

Il moto istantanee di wuna figura prana nel
propric piano equivale ad unra vrolazione intorno
al centro istantaneo di rolazione.

(*) Jow. BernouLer, De cenfro sponlasieo rotatiouis. Opera
omnia, 4 (1742), p. 265,



T44 Capitolo ¥/

Il numero wm, funzione di 7 dicesi semplice-
mente weloctta angelare. '
Valgono 1 seguenti teoremi :
Le normali . alle traiettovie dei punti della
figura mobile, in un determinato istanie, concoy-

vono nel centro istantaneo ; ;L punti di confalle di

zma.:z curva, connéssa colla figura mobile, col pro-
prio inviluppo sono 1 piedi delle novmali condolle
alle curva dallo siesso centro. (%)

La £— C essendo infatti normale a 28
normale alla traiettoria di 2 .

Sia. poscia o una curva connessa col piano
mobile ; nel moto della figura, o inviluppera un’al-
~tra curva g ; sia P uno dei loro punti di con-
tatto al tempo 4 Un osservatore connesso colla
figura mobile, vedra spostarsi Z su o, ciee la
velocita relativa di P ¢ diretta’ secondo la tan-
gente ‘a o; mentre quella assoluta ¢ diretta
secondo la tangente’a o, ; e perd velocith asso-
luta e relativa hanno la stessa direzione, che &
poi quella stessa della velocita di strascinamento:
cio®¢ normale a P — (.

All'istante 7, ¢ P sia venuto in A su g, in
A, su o, ; pongasi |

yE=attd 4.0 §;=arco A4, P.

(%) Questi teoremi sulle normali sono di Cuasi’ks: vedi
la memoria del 1829 gi citata alla pag. 90.
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Inoltre, per quanto si & detto, il modulo - della
velocita assoluta & la somma dei moduli di quella
relativa e di strascinamento; ciog

a’(a
5 A

il primo membro dicesi welocita di scivolamento
di ¢ su o,. Se ¢ sempre nulla, si dice che g ro-
tola senza strisciare su g, ; in tal caso s, —s==cost.,
¢ poiché allistantc # tanto s che s, si annullano,
la costante & nulla e si ha s=3,.

Immaginiamo ora sdoppiato il piano, compo-
sto cioz di due fogli sovrapposti, uno dei quali
& tenuto fisso, mentre l'altro, sostegno della fi-
gura mobile, scorre sul primo. Consideriamo il
lnogo dei punti € sul piano fisso; avremo, in
generale, una curva U, Juoge del centro istanta-
neo di volazione sul piano fisse ; e sul piano mo-
bile consideriamo il luogo dei punti che diven-
tano successivamentc centri istantanei di rota-
zione ; tale luogo & una curva [, detta luoge del
centro istanlaneo di volazione sul piano mobile.

In ogni istante, ciod per ogni posizione della
figura mobile, le due curve hanno un punto co-
mune (centro istantaneo relativo a guel determi-
nato istante). Questo punto ha nulla la velocita
di strascipamento ¢ perd ‘velocita relativa ed as--
soluta sono cguali: cioé le due curve si toecano

e I'. pud considerarsi come inviluppo di 1';

)
— w mod (& —

10 — MARCOLONGO.




146 v

inoltre la velocith di scivolamento & nulla ;e
quindi: :

- Nel molo continuo della figura priana la curva
U votola senza strisciare sulla curva L. %)

Di guisa che immaginando ritagliate due sa-
gome curvilinee I' ¢ T';, se si connette la figura
mobile con I' e si fa rotolare senza 'strisciare 1'
su B/, si riproduce, cinematicamente, il moto
continuo della figura. Un tal movimento dicesi
ciclotdale ; ed otteniamo quindi la immagine piu
semplice del moto continuo suddetto dicendo

1l moto continuo di una figura piana nel
Proprio prane ¢ un mote cicloidale.

$ 2. Centro delle accelerazioni; cerchio
dei flessi. — Facciamo ora alcune considera-
zioni sull’accelerazione di strascinamento. Deri
vando la (1) si ha successivamente
@y (2 =9dP— O eiP — &)

( P (0 4 — w¥) (P — C) —wil

Ponendo .

(4) gt peit
si ottiene

Pl—petv(PL ) —wiC

(%) Questo teorema trovasi nella memoria di Caucuy
(1827), gid citata a pag. 126; e poi in quella di Cua-
SLES (1829).

iy
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Determiniamo il punto O la cui accelerazione

di strascinamente & nulla; tale punto dicesi cen-
tra delle accelerazions ed & determinato dalla

(3) g e (00— C)—wi C' ==0;

quindi per sottrazione

(6) P—pee(P— 0);

ciod 1 accelerazione di un punto qualunque é
eguale al vettore P — O ruootato c}i un angolo
p (che & lo stesso per tutti i punti de]!a. ﬁ_gura
mobile e varia col tempo) e poscia moltlpllcato_
3] 5 4 ;
} L’;ngolo ¢ & eguale all'angolo che va c
forma con ¢ ', percheé da (5) risulta appunto
che @ — C ruotato dell’angolo %, diventa paral-
lelo ad 7 C.

Il punto. & tale che

w(G—C)+:C =o

dicesi centro geometrico delle accelerazioni. ES.‘-:iO
¢ la posizione di O nella ipotesi che o' :0) n
tal caso infatti 'operatore pe’? diventa — w* e
la (5) si trasforma nella equazione precedente.

E facile verificare che ¢ — O ed O — Csono
perpendicolari.

Se »' — o la (6) diventa

P' = w?{G — P)

; o N Coe ” P
ciot Vaccelevazione dei vari punti é divetta verso G
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'I.‘ornando al caso generale, w' + o, si deduce
subito che se mod A" & costante é: anche co
stante med (P — O); onde , “

L punti che all'istante ¢ hanno accelerazione
. di grandezza costante stanno su cevehi .fmé?-az‘a' i
cenivo nel centro delle acceleraziond. :

Ld
i ’ e S S 4
-.(: 2 R i e
-

Fig. 8.

‘.[J luoge dei punti la cui accelerazione tangen-
ziarle _z? nulla stanno su di wun cerchio passimte
;Ew O, per C ¢ i langenie alle i C' + i hweo
dei punti In cui accelevazione norwm;? é ?zxe}g;a
{z‘mmo pure su di un cevchio (cerchio dei flessi) pas-
sante pe_r O, per G e per Ce dvi z‘cz?zg‘e?.;,z'e rzfda.{:"

I_nfatt.l, 1 punti per cui & nulla l?a}:celerazioﬁé
tangenziale hanno laccelerazione diretta secondo
la normale P - C alla propria traicttoria; quindi
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P O, ruotato dall'angolo ¢, deve risultare pa-

rallelo a P— C e percid O PC—z; il luogo

¢ dunque un cerchio, ecc. Lo stesso dicasi pel
sccondo, e poiche |’ accelerazione di G & tutta
tangenziale, cost anche il punto & appartienc
a questo cerchio.

1.’equazione di un tal cerchio®e

>

M F = f-;— senfeift

dove t ¢ un vettore unitario tale che

==

: . By e ’ ;
Infatti se 8= — si riottiene appunto l'equazione
2

che determina il punto G.
I punti di questo cerchio presentano un Hesso

2 : : I
per la loro traicttoria, essendo in essi —==0
[ 4

[ #
[y

[Cap. 29 (6)] (™). I punto C perd fa eccezione:
la sua accelerazione essendo, per la (3),-— w7 £

(*) De La HIRE, Tyaité des Rounlettes |Mem. de TAcad.
Royale de Paris, 1706, pp- 342 ¢ 347] ha considerato un
tal cerchio e distinto il senso della curvatura diun punto
della figura mobile a seconda della sua posizione rispetto
al cerchio. I due cerchi furono considerati da Bressk:
Mz, sur un théoreme nonveqy concernant les nouzemenis

plans [Journ. de I Beole Polytechn, Cah. 35 {1853) .
pp. 8g-115}



NG Cfl)‘)iiblo 7

essa ¢ tutta normale; la velocity dj strascina-
mento ¢ nulla, quindi dalla solita formuly (6) del
Cap. 2" si deduce che & nullo il raggio di cur-
vatura; cioe €. & un regresso per la propria
traiettoria ; cid che risulta anche chiaro colladi-
retta considerazione del maoto di rotolamento di
Fgucl o b : _

Se infine oi riferiamo ad un  sistema ortogo-
nale C'(i, j) essendo i parallelo a 7, le (1) e
(3), al modo solito, ¢i danno per le componenti

della velocith & dell’accelerazione dj strascina-
mento

0 } Yy==—wy y Bl
(7} : ; 2 s
?wﬁ_xz—r_u Y, W= — 2y I

§ 3. Formula di Euler-Savary. Costru-
zione dei centri di curvatura, — Una curva
‘0 connessa colla figura mobile inviluppa un’altra
curva oy; uno dei punti di contatto @ giace
sulla normale condotta da € su G; siano P, /7,
1 centri di curvatura di ¢ e o, relativi a Q; »
ed 7, le loro rispettive distanze da C; e suppo-
niamo che la loro disposizione sia quella segnata
nella fig. 9 e inoltre o =0,

Decomponiamo la velocita angolare o intorno
C in altre due intorno P e Py colla regola (22)
del Cap. prec. e le solite convenzioni sul segni.
Detta w, la velocita istantanea intorno P sath

5 P : o
Molo continite di un sistema rigido _5‘

W, >0 € inoltre

W F=WIT—
ciot
i 2F 1 [
W=, 7, k""l T -

Se il punto /2 cade 1n\7¢ce tta € e Pli si f;ig
vrebbe sostituire w,con — w, € lf:x formucz‘i_ p;de
cedente varrebbe egualmente. Se invece c .
tra Pe B e
riguarderemo » >0
¢ sostituiremo 7,
con — 7. Con que-
ste convenzioni, la
formola detta ¢ sem-
pre valida. :

Poscia osservia-
mo che se @, ¢
la posizione di O
su o, al tempoz-t-&¢

. : e s
. la normale in ¢ 5

passa ancora per /£, _ g e
c taglia la tangente in C alle -ueg‘: Ry
- 2 " alla

I', in un punto C) e la normale in

in un punto Z tale ché
Cl=Tsen o =07 05

quindi ¢ _.
W, 7, = sen ()
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ed ab'biamo la formula
(8) --V.—:se_nﬁ_(_i- ——1—) e

Il primo rapporto non dipende dalla curva &
considerata ; se quindi assumiamo per curva o
I3 U e quindi P, per o, sard 6068 o ge di.
clamo A ed R i raggi di curvatura in ¢ d;
queste due curve, ferme restando per il segne

~di R, le stesse convenzioni fatte per ¥y, otte-
‘" niamo

i
; w S 1 1 I
“(9) —, ==sen B (— -——~——-) —_— i
(9) V ' ¥, vy & K
conosciuta ora col nome di formula di Euler-
Savary (%),

(*) Fu data da Bucren, Supplementiin de figurd denliun
rotarnm [Novi Comm, Acad, -Petrop.,, 1t (1765), p. 219,
§ 17), e poscia ritrovata da Savary ed esposta nelle sue
lezioni sugli ingranaggi nel corso di macchine alla Scuola
Politecnica di Parigi, come risulta da una comunicazione
di Cuastes [Journ, de Mathém,, 10 (1845), p. 204] La
dimostrazione del testo ¢, crediamo, dovuta ad AroNuorn,
Grundziige der Finematischon Geometrie [Verh. des Verein
zur Belord. des Gewerbfl. in Preussen, 51, (1872)]. Si veda
inoltre: V. Buxa, Usber dus sphérische  Kurbelgeiriebe....
(Inaug. Diss,, Géttingen 1876); Die Elomente der hinewa-
tischen Geometric des {wzﬁ'giz'gd-rrfgm. ebenen Svstpme, Char-
lottenburg, 18g0, ! :
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Se in particolare o si riduce al punto 'P,t a'!;
lora P, ¢ il centro -d1 .curvatum della traiettori
descritta da 7 ; quindi : ‘

/l centro di curvatura deﬂ’jm!zfupjfo _dz una
curva coincide con quello della z‘n%z'ettaﬁa descritta
dal centre di curvalura della z‘m-zzzzppa:m..’e.

Dalla (g9) si deducono dfxe .semphm {ZOS-tl‘Ll-
zioni per‘la ricerca dei raggi di curvatura de?le
traiettorie descritte dai punti della ﬁgulra tnobﬂe
(ai quali soltanto basterd limitarci, per 'osser-
razione precedente).

"azmn?a]; Se ¢ noto il cerchio dei flessi, j25'.‘3}' €0
struire della traietforia di ogni jmmfa £ -z'Z corri-
spondente centro di curvatura P, si comginnga P,
con G ¢ da C si tiri la normale alla CP ¢ dal
loro punto & incontro H si r:omz’{;m la parallela
alla C G ; questa incontrerd la C P nel ;Szt_:zta s

Infatti (Fig. To) se M ¢& il punto d’incontro

della CP col cerchio dei flessi, si ha

7

senBei’ t;

* ‘M_Cz_m

Pl e il

e quindi

i I:'f - in ?2 i
- M = |r + —— sen U)e‘ t=—ou0°c"1t
o ;e L;+ — sen 0 :
tenendo conto della (9) ¢ di p=7 — 7 (p rag-
gio di curvatura in 7).
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© Si deduce che

2

mod (P By

oo oo el

Poscia, poiche¢ MG ¢ CH; CGe HP. sono
k L :

Fig. 10.

..paralléle, si deduce

7 :mod (P — M) = mod (B — 2 yor
¢ quindi ' o

p=mod (P— P)

Molo conlinuo di wn sislema vigido
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Discendono da questa semplice costruzione al-
cune notevoli conseguenze ; cosi la traiettoria di
P volge la sua concavita o convessitd Verso ¢
secondo che 2 & esterno o interno al cerchio
dei flessi, 11 centro di curvatura dell’ inviluppo
di una retta della figura mobile si otterra ap-
plicando la costruzione precedente al centro di
curvatura della retta stessa, supponendo cioé 7
all’ infinito sulla normale in C alla retta; risulta
subito che per tale centro O, CQ=CM;
col variare della retta, @ descrive un cerchio
simmetrico in € a quello dei flessi-e che dicesi
dei vegressi; ossia

Tutte le-vette della figura mobile inviluppano
delle curve i cui centri di curvalura sono sul
cerehio dei regressi.

Una retta passante per (,, simmetrico di G,
toeca il proprio inviluppo in @, piede della nor-
male condotta da C sulla retta; e Q & pure il
centro di curvatura dell’ inviluppo stesso; cioé
O & un regresso per linviluppo ; di qui il nome
di cerchio dei regressi. Si ¢ gia precedentemente
notato che € & un regresso perla propria traiettoria.

Se una retta passa per un punto fisso, esso ¢

* Pinviluppo della retta e perd esso deve trovarsi

sul cerchio dei regressi. :

b) Se sono noti i centri di curvatura K e
K, delle duc cnrve V' e V', si congiunga P con
K e si determini ¥ swo punto d’incontro colla
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?zo?'-??j{)zra‘el tn C alla CP,; s congiunga tale punto
con K, tale retla taglierd lo C P nel punlo P
(Costruzione di SAVARY). :
. I’llfb}ttl si.supponga nella (9), =90 e sulla
: ?‘. 511 considerino le due punteggiate A,...; 4
ali che le distanze di due [ sponder
di punti corris i
¥, r,, soddisfino la ' e

el e 2
1% 9 e o
Le due Punteggiate sono proiettive; ¢ & y
punto umlto;-al punto A~ corrispondé A G :
il punto limite della prima, ¢, della .siaéond-'e
Proicttandole da P e £, rispctt;vamente si td-
terranno due fasci prospettivi: P'asse di pros .
tl.Vil'ﬁ passa per C e per / ci_o.é. & la reft‘-a fi’if
;:1(:;11':16 ifl & 2Iia CP . su questo asse df;bb;:mo
| ars 8 - 3
o bilg L

oL on & applicabile se § — go?;
ma in ta.l caso da (ro), dato » & facile. con 4
cerche di quarte proporzionali, tl'OVEll‘e’i’. ;

Nel Cas0 S LR o - i
o pPo dl H == 0, da (9) s1 deduc@ ”1 ot :

e 7 pz.t?z!z" della tangente comung a T ¢ T e-
scrivone lraietiorie col centro di curvatura z';'zl C
S 4. Alcune applicazioni ¢
§ 4. pplicazioni dei ri i
ol el risultati
a) Supponiamo date le due curve [' e |

1

L ey
precisamente I' sia una retta e I' un cerchio

-

2

-
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(moto puro cicloidale). Ogni punto della figura
mobile descrive una ‘cicloide allungata, accorciata
od ordinaria secondo che ¢ esterno, interno o
sopra I' (Fig. 1); C & il centro istantaneo di
rotazione e quindi 2 €, qualunque sia la posi-
zione di P, & la normale alla traiettoria di 2.
Se 2 ¢ un punto di I, la congiungente 7 col
punto diametralmente opposto a C & la tangente
alla cicloide, Per trovare il centro di curvatura
P, di P, applicheremo la costruzione di Savary,
notando che & coincide con &, K, col punto
Al infinito di C G ; e si ritrova la costruzione
nota. Il punto G descrivendo una retta ¢ sempre
un flesso per la sua traiettoria; il cerchio di

‘diametro C G & il cerchio dei flessi; & il centro

geometrico delle accelerazioni, ecc.

Supponendo fisso il cerchio T, mobile la retta
T,, abbiamo il moto inverso del precedente ;
ogni punto di I, descrive una sviluppante di
cerchio. 2

In modo identico si pud trattare il caso (Fig. T 1)
incui I' e I', sono due circonferenze (moto epz
o zpoctelotdale).

Se P trovasi su I', notando che le rette O, 4,
O P sono parallele, si deduce che il gruppo
PP, CA & armonico ; quindi il centro di cur-
vatura corrispondente a /7 & I’ intersezione di
P C colla polare di P rispetto T';; il luogo di
" P, (evoluta della epicicloide) & pure una epici-
cloide.
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4) Supponiamo ora date le trajettorie di
due punti della figura mobile ; e precisamente
(Fig. 12) due punti 4‘¢ B descrivaio due rette
ortogonali ©O.A4, OB, Le normali in A4 e A alle
due rette si incontrano nel centro . istantanco ()
¢ poiche O.C— 4 B— cost., la éurva I' ¢ un

cerchio di raggio 4 B e di centro 0. Un osser-

vatore connesso colla figura mobile, cioé con 4 5,

'Fig. X1,

i :
vedra muoversi € su T, in modo che A‘E"B sia
retto; dunque I' & il cerchio circoscritto al ret-
tangolo O A B C; il moto (ipocicloidale) si ri-

produce facendo rotolare un cerchio internamente -

~ad uno di raggio doppio. 4 e & sono punti di
flesso per le loro traiettorie o quindi T' & il cer-
chio dei flessi ed ogni suo punto deve descrivere

una retta; ma la normale passa per O, dunque

- ogni punto di || descrive un diametro & | BAE

Moto continue di un sistsma rigido _1_)._9

“Un punto P di 4 B descrive una ellissi  di

centro O cogli assi diretti secondo O::‘ e OF
e di grandezze cguali a 2 BP e 2.4 P,

i

Fig. 12.

Consideriame un altro punto Q. della hgum
mobile ; si congiunga col f:entm di I‘de;,la(;z
D, £ i punti di incontro con f‘_; D e : ,O i
serivono le rette O £, O D ; qundi anche ¢
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¢) Nel moto di una figura piana una 1;:::2

passa per un punto fisso ., mentre un s;ogpl
‘corre una curva: per es.'una retta & 5t
pﬂlcoff B (Fig. 13) inviluppa in 4 un cerchio mh'm‘
tam‘:nte pi'ccolo: la normale in A alla 4 B (ciog

scrive una ellissi di centro O & 1 cui assi hanno
le direzioni LD, O F, ecc. Duanque ;
' Lutli ¢ punti della Sigura mobile descyivons
delle ellissi (retle) col centro in O (*

Se da 2 conduéiamo P A = P A4, risulta pure
PB —=PRe quindi 4, B, ==cost.,, e relativa-
mente al segmento A, B potranno costruirsi due
cerchi analoghi ai considerati, ecc,

La retta 4 5 inviluppa un’astroide.

Osservando che dye estremi di una corda qua-
lunque di I' desecrivono due rette uscenti da O,
si conclude che [e proprietd dimostrate valgono
nella ipotesi, appatentemente pilt generale, in
cui A4 e B descrivono due rette qualunque.

Nel moto inverso (vedi esercizio 2 in fine del
capitolo) ogni punto della figura descrive una
lumaca dj Pascal ; ogni retta inviluppa un cerchio.

a
4
|

(%) Su questa proprietd, conosciuta da lungo tempo

® (Lonua, 1. S P 497) ¢ fondato il compasso ellittico (el-
lissografo). Vedans i modelli cinematici dello ScuiLrivg,
La considerazione di un tal movimento ¢ dello CHasLps
(mem. gid citata del 1829). Si veda F. EnNur, Leitfaden
der technischen wichtiven Nurven, Leipzig, T eubner, 1906,
Cap. I, : :

L’esempio svolto ¢ uno dei pit semplici del cosi detto
moto ellittico, in cui almeno un punto della figura mo-
bile descrive una elljssi. Vedi: R, WirtH, Ueher ellipti-
sehe. Bewegung, Inaug. Diss., Marburg 1890. -

Fig. 13.

. i in B alla
alla retta inviluppante) e la n(_)rmale 1 5
retta s'incontrano nel centro istantaneo.

chio dei flessi passa per B e per C, quello dei

A i i es
regressi per 4 e per C; ma i.due cerch

ici i dei flessi

sendo simmetrici rispetto a C, que]lp e
: Sl : .

passera pel simmetrico 4" di 1.4, rlspI LSl
sard quindi pienamente determinato. L’inter

IT — MARCOLONGO,
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zione di ‘(?B_colla normale in 4" alla 4 G & j|
cer;tiro &' geometrico delle accelerazioni,
rettm ‘.punto P di 48 descrive la concoide della
a .xlspett‘o al polo A ; P C & la normale alla
concoide ; si determinerd il centro di
f:olla prima delle costruzioni date
il cerchio dei flessi, ;
POSSI.aI'HO ancora determinare le dy
e I Riferendoci agli assi fissi jf
. ! ’

curvatura
conoscendosi

e curve [

‘avremo
i O B = a tang o;

V= CB:ABICOSCP‘:(IZCOSQ\P’

e
?

eliminarido @, ofteniamo I'equazione della [
. 1
Vit (i — )y |

‘parabola il cui vertice & 4 e A4 O ¢ I"asse. Ri
i : % 1-

ferendo invece la posizione di € ad una

d,a“‘l id’ i 2 Coppia
ss1 mobili Eeo Yy, 81 ha

A= A== FBsen P=asen

w1008t -

Vy=AB=a:cosy

ed eliminando w,.

.y{z': al ('_;1.12 b J_,]Q)
che ¢ Pequazione dj T
.g 5.' Moto continuo di un sisterma g
gido mtorno ad un punto fisso. — I i e
condo d(?i casi particolari che Vog]ial-no consise_
rare e si riduce anche al moto continuo dj unii_

2
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figura sferica sulla propria sfera. Se O &1l punto
fisso, la velocitd di un punto F & espressa da

Pl —— gg ..-‘"‘-\ (\P__ (_):'

[Gap: 47 3] quindi

71 moto istantaneo equivale ad wna rolazionc
islantanea inlorno ad un asse uscenle dal punto
fisso (asse istantaneo di rolazione) (%).

T.a velocith essendo inoltre diretta normalmente
al piano determinato dal punto e dall’ asse, Ti-
sulta che:

7T piani normali alle lraietiorie dei vari punti
del sistema. in wun deferninalo istante, passanc
per lasse di rofazione.

Sia :

C— 0=9;

il punto C dicesi polo di rotazione. l.e sue varie
posizioni nello spazio costituiscono una curva che
dicesi erpoloide ; il cono T', che la proietta da
O dicesi cono della erpoloide, od anche cono
degli assi istantanet di rotazione nello spazio fisso.
Consideriamo inoltre quei punti del corpo che
diventané successivamente poli di rotazione ; essi

(*) Fu scoperto da 1’ALEMBERT, Recherches sur la preces.
d. équinoxes. Paris, 1749, p. 833 poi da ECULER, pag. 202
della mem. citata a pag. 124 e quindi prima del teo-
rema analogo per le posizioni finite. Vedi nota a p. 111
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costituiscono nel corpo (che potremo dire spazio
mobile) un’altra curva che dicesi poloide ; il cono
I, che la proletta’da , dicesi cono della po-
loide, od anche cono, degli assi istantanes di vo-
tazione nello spazio mobile.
I due coni hanno in ogni istante una genera-
trice comune, Passe di rotazione istantanec rela-
tivo; i punti di questo avendo nulla la  velocita
di “stragcinamento, hanno eguali la velocita asso-
luta e relativa; perd i due coni hanno il piano
tangente comune lungo quella generatrice. "D
-qui, come.al § 1, si pud concludere che:

71 moto continuo di un sistema rigido intorno
ad wun punio fisso equivale al rotolaento, senza
strisciamento, @i un cono connesse col corpo su di
un cono fisso ().

Questi risultati danno luogo ad altri relativi
al 'moto di una figura sferica sulla propria sfera,
per il quale potrebbe svilupparsi una teoria del
tutto analoga a quella del moto piano preceden-

temente svolto. o

(*) Questo teorema, dato pure da Cavcny nella memo-
tia pilt volte citata (1827), e poi da Cuasues pel moto
su di una sfera (1829), fu posto in maggior luce da
Pomsor, Théerie nouvelle de la rotation des corps ; Pauis,
1834 [Jour. de Mathém., 16 (1851), pp. 9-129, 289-336] a
cul & dovuta la considerazione della poloide ¢d erpoloide.
Vedi Gap. 2% § § della mem, cir,

i istena Tigi 165
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s «e y ed 7, sono gli archi sferici, contati
i X ferica di una curya
1a C, dei centri di curvatura sterica 7
: el | i applic: stesse
5 o del proprio inviluppo 3, applicando le
considerazioni del § 3, s1 trova
) el s =) e b (cotg r—cotg ¥,
=FF 0 gen £ Sen e ;
ici i o di curva-
e quindi se diciamo R, ed R 1 raggl d

b 2 .
. . o
tura sferica in C delle due curve T, e, siavra,
3T i

come per la (9),
G S
(11)—1__7=.——-senh(t§;— wey RO R
. > it
che & la formula di I:,uler—Sav_ar} per la quf:r::.tm
dalla quale si deduce che proiettando d}:}a Le; _
: : tanoente in C alla siera,
della sfera sul piano tangente o aies
abbiamo un moto pianoincull centri di cundtu;‘a
: - . . a = S e_
sono i corrispondenti di quelli di curvatura :
j =
rica, ecc. () s i
¢ 6. Poloide ed erpoh_nde. — \O.g-ham(‘;
01‘: ottenere la rappresentazione parametrica 4
queste due curve mediante 1 pamfnetri o B
della rotazione [Cap. 3% (x0), (23)]: e
Diciamo déretto il moto del corpo rispetto
spazio circostante ; znverse 1 moto dello spazio
Sapich ¢ 1 ha:
ispetto al corpo. Si . ks
1 1l polo di rotazione, la poloide ed ‘e}/m;’?i‘.aff?
del moto direfto SORO vispeltivamente SURWENILL

(*¥) Vedi nota citata & pag- 152.

" - SR =S




T(16 Ca,ﬁﬁolo L

rispetlo al punlo fisso, del polo di rotazione, del-
Lerpoloide e della poloide del moto inverso (%%
Infatti in questi due moti le velocita ‘angolari
sono eguali e di senso contrario; ¢ quindi i due
;ir}li_ di rotazione ( o C, sono simmetrici rispetto
O ; moltre quando ¢ deserive la poloide nel
moto diretto, cio& nel moto del corpo  rispetto
‘allo spazio circostante, ¢ descrive la curva, sup-
posto-fisso il corpo, nello spazio: ciot la ETpO-
loide nel moto inverso; onde & vero, ecc,
Riferiamo ora la posizione del corpo, al tempo
#, ad una terna di assi connessi col corpe ¢ colla
origine in O ; la posizione di essa rispetto  ad
un‘altra fissa sia definita dai parametri % 3, 7. 8,
funzioni del tempo. Se diciamo P g, r le com-
ponenti, secondo gli assi connessi col corpo, della
velocita angolare Q, ed accenniame cor % e le

d_x , abblamo :
_a’ i A

ira+ —Gp4-0p

tOIH

P=—tr—pa—Tirs
(x2) y i #

L L " L- P -

T :—-—f}"‘;’—'—-uﬁJl{z)g
2 2

[ b i ) TN

". Q= 2‘(?’75—9)’;'——2 irs.

(*) Krmn u, SommerreLp, 1, i, PHE 1
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Infatti, diciamo a,, B,... i parametri della ro-
tazione con cui dalla posizione al tempolz‘ s
passa a quella al tempo i—i—.‘f; 24 lampiezza,
ay, b, ¢; 1 coseni dell’asse di rotazione. Le (28)
del Cap. 3° ci danno

: ;8 —s L ia,).
o, ==C0s ¢ -}~ Z ¢ Sen P; 3, =sen¢ (— &, + Za)

Diciamo ora 2 -+ A ,.... i parametri della ro-

" tazione risultante di queste due considerate ; per

le (24) dello stesso Cap. avremo
ot Aa—ao | fy; pHAF=2p+ 55
clod : _ -
A o——o(1-—cosy)+iuc seng fseny (b, +iay)
A 3_—.—[5(; —cos§)—123¢ sengp
4 aseng(— b +Zay)

Dividiamo ora per t e passiamo al limite per

on

iy 2 ie[ e a €10 ]ll“ N ,g %
- 3 X ld Z . Ina {1 rati

dezza della velocita istantanea di rotazione.
Notando- che

: : -
ser © . _seng Qe
lim G [ . et
T = T 2
L 7

e che e, », b, 0, ;0 hann::) per limiti le .com—
ponenti p, ¢, # della veioaté. angolare itl Lem{)‘o
/, risultano subito le due prime delle (12): ¢
altre risultano subito osservando che cambiando
v in — 4, & si muta in &, B in —¥.
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- Dalle (12) possiamo ricavare p, ¢, # (coordinate
;: F_n _punto della poloide), ciod ottenere la rappre-
‘ntazione parametri | i i si
i i p etrica della poloide. Infatti si
| ptie—eiE -y \
(13) ?—;5 tlg==2i(ay —a'y)
[r=z2i(ed B n)—ziEy —« 5).
o I_zlettc invece 7, ¢,, 7, le componenti di @ se-
ondo gli assi fissi, ciog le coordinate di un punto
della erpoloide, avremo
g’ Pytigy=2ia —f a)
(14) ( horigi—=2i07 —0 ¥)
=i B — 8 W) =2i(G¥ -y B).
Bast.'a per cid osservare che i parametri del
moto. inverso sono &, —f, — 7y, a e la pbloi(l;:
del. .motfo' inverso & simmetrica dell’erpoloide del
gloto_ diretto ; q_umdi le (14) si deducono subito
alle (13) cambiande « in &, feyin — 3 v
eﬁ_!‘gl %y _4{)1’ _91!_?’1' : {
Finalmente valendoci delle (10) del Capl 32
con un calcolo assai semplice si ottiene s
prig=©O i senb)e—i%; r—qo'4d’ cosh;
BLOE & 0 = ; S : . ,
S g p= .ﬂ’cus 9 4 1% sen §sen o
(8§ ' g==—=Wsen o & senlicos e
| r =25 4 ' cosh '
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Se in queste mutiamo p, ¢, 7 in —p, —
— r, e quindi ¥, 0, @ in —=g, —8 — D, ot
ferremo ancora

/ 251 — cosd + 3’ senlsend
(16) } go=0 send — ' sen B cosd
'.‘ ¥ D q,*:’ cos f,

le quali danno la rappresentazione della poloide
ed erpoloide per mezzo degli angoli di EULER.
g 7. Moto continuo di un sistema ri=
gido. — Abbiamo gia dimostrato che i1 moto
istantaneo di un sistema rigido (Cap. 4% § 2)
equivale ad un moto istantaneo elicoidale. I suc-
cessivi assi di moto elicoidale, corrispondenti alle
cuccessive e continue posizioni del corpo, costi-
{uiscono una superficie rigata I, ; le rette del
corpo che successivamente diventano assi di moto
clicoidale costituiscono un’altra rigata T. Queste
due superficie, nei- due casi particolari preceden-
temente considerati, si riducono a due cilindri o
a due coni. In ogni istante esse hanno a co-
mune una generatrice, asse di moto clicoidale
relativo ; e lungo questa hanno a comunc tuttii
piani tangenti. Infatti sia 2 un suo punto; cs-
sendo P, diretta secondo la generatrice, PPl
2 giaci‘.iono in uno- stesso piano, contenente la
generatricc; ¢ poiche il piano di P', e dell’asse
& il piano tangente in P al; quello di Poe
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dell’asse & taugente in 2 a I', cost & vero quanto
si era asserito; e di piu:

Xl moto continuo del sistema 1eido polva guinds
riprodursi immaginande che wna rigala  connessa
col sistema si muova su di wna vigata fissa a
cui & langente secondo una Leneralrivce ¢ sulla
quale essa rotola scizolande sulla generatrice (%),

Esercizi.

. Un angolo rotto /£ O, & si muove in
modo che il punto 2 percorre una retta mentre
il lato O, £ passa per un punto fisso 4 tale che
Dl =0 B, essendo QA4 normale alla retta’
Trovare le due curve ' e i1

1 centro istamanco (Lig. 14) & nel punto dincontro delle
normali 4 ' e B C rispettivamente alle O E, OB; risulta
CB==Cd, onde I' & una parabola’ col fuoco in 4 e di-
rettrice OB ; ' & una parabola eguale col fuoco in B e
diretirice ) F, simmetrica  alla pritna rispetto la tan-
gente comune C L, Il cerchio dei flessi passa per H,
per € in cui & rangente alla CL; condotta ¢ normale
a CF, ¢ ¢ il centro geometrico delle accelerazioni.

Il Twogo di O] ¢ la curva ottenuta costruendo i sim-
metrici di ¢ rispetto ), ciod una strofoide retta di cui

(%) Llesistenza di queste duc Tigate appare wgia nella
memoria di Caveny pit volte citata. 11 teorema poi fu
esplicitamente enunciato da PoNcirsr nel suo corso alla
Facult¢ des Sciences de Paris, 1838,

[ e

Moio continune di un sistema vigido

appi i 3 . (Lo-
possiamo trovare normale, raggio di curvatura, ecc {

Rr14, loc. cit, p. 58).

Fig. 14.

5. Nel moto di una figura piana due  rette

; : idi i ro-
a. & inviluppano due cerchi di centri o ed_[.’;.T i
: 2 inviluppo di ogn
vare le due curve I' e I'; e Pinvilupj o

‘altra retta ¢

Tl centro istantaneo G (Fig. 15) & nelpuntod inc;)ut;n dei:;
normali condotte da « ¢ f su @ e b Conducendo daa

¢ i inscritti-
le parallele’ad a e & formercmo un quadrilatero ins

o~ — 0 = =
= & 0 cir-
bile: il luogo di C, essendo = Cfi=ab, ¢ il cerch i
;i e b 1
coscritto Iy : ¢ poiche C M (diametro) & costante,

cerchio di centro M e raggio doppio del primo. Si hg il
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~ motoinverso di quello considerato al § 4, b. La Cy ¢ la
normale all’inviluppo di ¢ v essendo un punto  fisso di
Iy, Pinviluppo di ¢ & un cerchio s ciot futte e refte invie
luppano cerchi § cui centyi somo su di un alire cerchio.

E’("Tenrn’em‘a di E. BOBILLIER (1797-1832): vedi Cours de
i;véor::.:eﬁ-:ze, dlo“ cdit. (1850), pp. 207-208]. II cerchio Iy &
‘cercnio dei regressi: ¢ perd rest inz

i e iy I sta determinato anche

: 3. Due punti 4 e & i muovono sopra due
circonferenze eguali di centri O, 0, ed & O (= AB.

Moto conlinno di un sistema rigido 173
Trovare le due curve I' e T,, ed il luogo del
punto medio M di A B nell’ ipotesi che i due
cerchi si tdglino ortogonalmente.

1l punto d’incontro di O A4 e O, B & il centro istantaneo
C, e poiche CO,— CO=17, CA—CB=r, T, & un’i-
perbole di fuochi O ed O, T una iperbole eguale di fuo-
chi 4 ¢ B. La tangente comune ¢ la bisettrice dell’an-
golo C: poiché della traiettoria di 4 conosciamo il cen-
tro di curvatura, sard determinata l'intersezione di 04
col cerchio dei flessi che quindi pud costruirsi.

Se i due cerchi si tagliano ad angolo retto,

00,=AB=r1V 2

I'eT, sono iperboli equilatere. Sia Q il punto medio di
00, ¢ e 9 le coordinate polari di M rispetio a () eal-
I’asse polare (00,3 si ha

A0 472 —a2r\/ 240,c080=0;

lo stesso per (1 B ; quindi :

o= 10—0n =yt

equazione di una lemniscata avenie per fuochi O ed O,.

4. Stesso problema supponendo 4 mobile
su di un cerchio di centro O e £ su di una
retta passante per (.

Posto Qd =7, A B=a ¢ scelto O per polo ¢ OB
per asse polare, equazione di I ¢

glp—2rjcostt=a*—rk
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diS[::e}to invece 4 per polo, 4 B per asse polare, quella
&

@l pyies st oy (g8 — ) (e — 24

Entrambe sono curve di 6° ordine.

3. Stesso problema supponendo che 4 per-
corra una retta tangenie ad un cerchio di ceﬁtm
Lk mentre una retta della figura, passante per
-4, si mantiene tangente allo stesso cerchio. -

Lz;.curv.a ') & una parabola che ha ¢ per fuoco ed o
Sf:r fret‘trzce.; I' & pure una parabola avente 4 per fuoco

per diretirice la parallela condotta per ) alla tangente
mobile, eguale alla prima. - ;

. 6. Il vertice ¥ di un angolo costante de-
SCrive una spirale logaritmica, mentre un suo
]gt:f! passa pel polo O. L'inviluppo dell’altro lato
{sviluppoide della spirale) & una spirale collo
stesso polo, E :

1 centro istantaneo ¢ nella intersezione della nor-
male in V" alla spirale colla perpendicolare in O alla () F:
1.1 piede A della normale tirata da € sull'altro lato dcﬂ:
‘l'ang,olo ¢ il punto di contatto colI’i11viIupp6; ma 0N
forr\l?a un angolo costante con N ¥, dunque f':-vero gce,

Si deduce in particolare che Pevoluta di una spira]c &
ting spirale ; supposto (0 punto luminoso ¢ la spira]é curva
riflettente o rifrangente, Pinviluppo dei raggi rifiessi :
rifratti ¢ una spirale. Con el

7 Dfmo.s:tmrf: che il vertice I di un angolo
costante, 1 cui lati sono tangenti ad una spirale
L3 »

1
e ]

5

Molo continuo di un sistema rigide

descrive upa spirale collo stesso polo (curva
isoptica).

Se P & () sono due punti di contatto dei lati dell'an-
golo colla spirale, C il centro istantaneo, osservando che
i puntt OCP Q¥ sono su di un cerchio, risulta che la
normale C¥ alla trajettoria forma un angolo costante
con OF; ecc.

8. Dimostrare che se una spirale logarit-
mica rotola su di una retta, il suo polo descrive
una retta.

[nfatti 1a curva descritta da O ha le tangentd egual-
mente inclinate sulla retta. '

9. Condurre la tangente alla podaria diuna
curva rispetto ad un punto O.

La podaria pud considerarsi come la curva descritta
dal vertice V di un angolo retto di cui un lato passa per
), Taltro ¢ tangente alla curva. Se 2 ¢ il punto di con-
tatto, s determina subito il centro istantaneo ; la normale
in ¥ & la congiungente ¥ col punto medio di OF.

10. Dato il centro istantaneo, la tangente
comune delle due curve I' e ', e di un punto
P il corrispondente centro di curvalura, trovare
di ogni altro punto @ il relativo centro di cur-
vatura ; oppure dati due punti P e O ed i loro
centri di curvatura, di ogni altro punto trovare
il corrispondente.

Sopra ogni retta uscente da C{l7ig. 16), la punteggiata dei
punti P ¢ quella dei punti corrispondent {centri di curvatura)
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sono proiettive (come al § 3, B); € & un punto unito, il
punto limite di P & Pincontro della retta col cerchio dei
flessi; il punto limite di P, & Pincontro col cerchio dei
regressi. Da nota proprietd risulta che le congiungenti

Fig. 16,

PQ, P, Q) ; ecc. si incontrano in punti della C D paral-
lela al]a congiungente i punti 4 B limiti delle punteg-
giate P e . Quindi

DEB=CHEA=ACT

e siccome quest ulamo ¢ noto, sara determinata lq cD
e quindi 0. :

Cogniti invece ‘P i s Al N la intersezione di Vol o
con QO & il centro istantaneo: CD & determinata e

quindi anche la tangente C1 e ricadiamo nt] caso di
prima.

Bomiiier [1. c. allesercizio 2],

Malo continuo @i un sistema vigido 177

Trovare le cordinate di P, in funzione
di quelle di P rispetto agli assi del § 2 e reci-
procamente.

Partendo dalla formula (8) si ha

”
A — %r sen&( -—sens—i—f)

I

.

e di qui

reciprocamente, dalla espressione di r mediante 7,, 0p-
pure osservando che

xiy=7%i%
s1 deduce

7 v —1I
i jf‘{i ¥ (3’12—!“.3’12 = I?l) :

1 v - —1
p— e = R e 2
3 e o i T }1 _

formule che definiscono una trasformazione quadratica.

Di qui segue che se P descrive una retta a; il punto
corrispondente descrive una conica &, che ¢ una iperbole
se ¢ taglia in due punti reali il cerchio dei flessi. Tutte
le coniche @, hanno in C per cerchio osculatore il cer-
chio dei regressi; parimenti alle rette descritte da P, cor-
rispotidono coniche aventi in C per cerchio osculatore il
cerchio dei flessi. Basta trovare I’ equazione di una qua-
lunque conica o, e il raggio di curvatura di essa in C.

12— MARCOIONGO.
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12. Nel moto di un sistema rigido intorno
a un punto fisso, trovare : '

@) 1 punti la cul accelerazione totale, in
un dato istante, & nulla o costante ;

6) i punti la cui accelerazione tangen-
ziale o normale & nulla:

¢) 1 punti la cui accelerazione totale & di-
retta verso il punto fisso ;

d) dimostrare inoltre che tutti i punti di
uno stesso raggio uscente da (O hanno velocit,
accelerazioni parallele ; i centri di curvatura delle
loro traiettorie sono su di una retta perpendico-
lare alle normali delle traiettorie.

Ci varremo delle formule (5) ¢ (6) del Cap. 4° tenendo
presente che O ¢ il punto fisso. -

@) Dovendo essere fi (P — 0)=o, risulta P— Q;

ciot, in generale, il solo punto fisso ha accelerazione

nulla, Se poi si osserva che :
Be=0o'Aa , Ba=0 Ao/ o)

si deduce che colla ipotesi di @ parallelo ad Q pa=uo
€ quindi Passe istantaneo di rotazione & asse di accelera-

zone nulla, Se @' =0, vale la stessa conseguenza; se

0 = 0, Passe di accelerazione nulla & I'asse Og'.
Se P™ =1k risulta
BIP—0) < B(P— O) =i
od anche pel teorema di commutazione, [Cap. 19, (40)}

(P—0O)=<KB.B(P—0)=1,

o

[ oTEy

; ; e Cly 5t
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la quale rappresenta un cllissoide col centro i‘n 0, ;:etc‘h.t
l'omografia Kf.f & una dilatazione ; gli assi dell _eihs-
soide sono appunto le dirczioni unite di questa dilata-

LZI0NE.

1 o3 o
b) | punti la cui accelerazione tangenziale ¢ nulla
-

sono tali che [
Pr o P = |2 A\ (P— 0)} < {@ N (P— O)} =03
¢ssi formano un cono quadratico contenente _le rette L())Q,
() @'; inoltre i piani passanti per la‘ generatrice P— U ¢
' togonali.
per queste due rette sono ortogo ' :
1l solo punto O ha accelerazione normale 1111“1.[. Mla
se” Q' —o, lafproprietd ha luogo per tutti i punt del-
Passe di rotazione.
¢) Poniamo
B(P— Q)y=m(P— 0)
Pomografia p— m essendo degenere, 1L [&—' im)y=o0 [Ca-
pit. 19, § 7 (;,o)]; quindi m risulta determinato da una
equazior;e cubica. 1 punti richiesti sono dunque su tre
rette uscenti da O, di cui una almeno reale (rette unite
dell’omografia’ fi). : ' >
d)g Se P, — O = m (P—0), si ha subito P, ‘t:.—. r;J:P ;
ecc.“Di¥pitTcoi simboli del Cap. 2%, § 34 (6), poiché
(P—0)=xt=0, 3
P s (P — O)= "'T(P— 0)=n

{m numero),

=P—-0)xeA{EAN@P—O){=—

ia
0551 (})_O)xn=-—p

§ a0 i e
il ragoio di curvatura ¢ la proiezione Ortog. di P—C
su m; onde € VEro ecc.
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Cl;lLBERT [Comp. rendus, 107, pp. 726, 830 (1888)).

SGUELL, Theorie der Bewegung w. dev Krifie, I,e{pzig
1879-1880, 1, p. 493. :

1l lettore potra per esercizio trovare agevolmente la di-
mostrazione di questi teoremi col metodi della geometria
al‘laiitica, assumendo per asse g lasse di rotazione, e per
p.la_’n_d 7« il plano tangente ai due coni I'j-e I'; con cid
risulta, al tempo f,

P=qg=q=0; r=o.

13. Nel moto di un sistema rigido libero
trovare 1 punti la cui accelerazione ¢ nulla o
co§talate; 1 punti la cui accelerazione tangénziale
o normale ¢ nulla, ecc. '

E una ricerca anal 4 A .
che @ 7,"" . ogi alla Precede.ﬂte, ma nella ipotesi
Se 0" B(P— O)=o, si ricava, essendo B~ IPin-
versa di [
P—0O0=pa"1"0",

€sig i i
siste dunque un punto di accelerazione nulla; sia esso
(. Avremo :

PT=BE—6)

quindi : il Tuogo dei punti la cui accelerazione totale &
nulla sono di un ellissoide che ha per centro () il
luogo dei punti la cui accelerazione tangenziale ¢ .I:1Ju]la
sono un di una quadrica, ecc.

| -d14. : Se nel moto continuo di un sistema
ugll 0, 'asse di moto elicoidale istantaneo & fisso
nel corpo, esso & pure fiss io

: 1ss0  nello spazio i-
ceversa. | i
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In tal caso infatti ' (oppure I')) si riduce ad una retta.
1l teorema vale pel moto piano o sferico.

CaucHy, mem. cit.

15, Studio di alcune proprieta del quadri-
latero piano articolato.

Consideriamo il moto di una biclla 4B i cui estremi
descrivono due circonferenze di centri O, O figsi (vedi
gsercizio 3); tal moto ¢ detto dagli inglesi « three Dbar
Motion ». A seconda dellé grandezze delle aste il moto
di 4 o di Bintorno ad O o ad O puo cffettuarsi con

giro completo o limitato.

[’intersezione C di O 4 e (' B & il centro istantaneo
di rotazione; la curva I, (come pure I') & di ottavo or-
dine ed © stata studiata da R, MOvLer [Zeitschrift f. Ma-
them, u. Physik, 48, pp. 223-248 (1908)].

Un punto 7 rigidamente connesso con 4B descrive
una curva detta di WarT o a lunga inflessione (Lorig, L c.,
p. 232). E una curva di 6° ordine avente i punti ciclici
come punti tripli (tricircolare): con tre nodi e due fuo-
chi O, O"; i nodi sono su di un cerchio passante per
0, O ¢ capace dell'angolo 4 2 B. Essa pud esserc ge-
nerata in due altri modi per mezzo di due altri sistemi a
¢re aste. Per 1o studio di tale curva, vedi i numerosi la-
vori di RoserTs S. e Caviey [Proc. of. the London Ma-
them. Soc., 2 (1869); 3 (1870); 4 (1872): 6 (1874): 7
(1875)]; di MELLER ¢ infine l'opera di F. Epxer, gia ci-

" tata a pag. 160, Cap. 37, interessante anche per i nume-

rosi grafici che l'accompagnano, nonché la monografia
di L. Avvievi, Cinematica della biella piana, Napoli 1895.

La trattazione di alcuni casi particolari ¢ piti sempiice
ed interessante.
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Se i due cerchi sono eguali ¢ di raggio b, si pud age-
volmente trovare I equazione della curva descritta dal
punto medio di A4 B. Posto OO =24, AB=12¢ Tori-
gine delle coordinate nel punto medio di () O (asse delle x),
¢ detti 26 ¢ 29 gli angoli che Q4 e OB formano con
O 0'; le coordinate di 4 ¢ di B sono espresse da

a—bcos28, bsen20; —a--beoszd, bsen 2@
S

¢ quindi quelle di M da
x = bsen (0— 8" sen (5 4 87,
Y ==bhsen (84 0") cos (6 — b").

Esprimendo che la distanza dei due punti 4 B & costante,
st giunge dopo facili ridusioni all’ equazione

2 breos (B4-8") cos (8" — 8) = x -} 92 J- 2 — g% — p2;
tra gueste equazioni eliminiamo 0 e # ed otterremo

() (g ¥ — a? — 57
+4 (32.},2 [:_1:5! --{-:1'3 — ?Jg) =t

Se c=a (v. esercizio seguente) tale curva si spezza in
un cerchio ed in una lemniscata di Booru {Lorra, p. 238);
e se finalmente b =a \/_}:, in una ordinaria lemniscata
(esercizio 3).

Nel caso di OA=00'=a, AB=0B=1}, (Fig. 17)
si ha la figura di un cervo volante. Ogni punto connesso
con A B descrive una curva bicircolare unicursale, podaria
di una conica. Le due curve I, e I' sono due ovali di
Cartesio. Infatti, notando che I'area del triangolo A C B &
la somia di quella di OC () e del doppio di QO'B, ¢
POSto

Moto continno di wn sistema rigido

DC=p ; O C=¢
AC—=R; BE=R

risulta .
ba4p)=ag +2ab ’

cloe

g —d p’_—_ab,

ovale di cui due fuochi sono 0, O (curva r,); ed inoltre

BR—aR =al, B
altra ovale di cui due fuochi
sono A ¢ B (curva I').
[’equazione di Uy, posto il b
polo in @' ¢ QO'C=g si
trova osservando che
ra
Bet=(abtag) :
i
2 d ‘ O \\ a ‘O
= b (a*F p* —208 ¢ COSY), \ !
¥ |
i i A
quindi . :
1
e
: LY ]
i ad (a - b cos @) Ry
eSO : ol
1
by
i
che rappresenta una lumaca Fig. 17. (N

di PAsCAL. : ; s
Sono specialmente interessanti per le applicazioni p

tiche i casi in cui una parte della cu_.xr‘va descritta d: u::f
differisce assal poco da una retta;aaoc,!pf':r €84 cf:n?smo
logrammo di WATT (in cui a2=10"4-¢%); ¢ me 1€
di Cepicerr {vedi esercizio 17).
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I6. Dell’antiparallelbgrammo di Hart. Anti-
parallelogrammo sferico.

L la figura formata da due lati e da due diagonali di
un trapezig isoscele (Fig, 18); il punto di intersezione € delle
due diagonali ¢ il centro ist. di rotazione se si tiene fisso il
lato 4 B invece tenendo fissa la diagonale A A, il cen-

Fig. 18,

tro ist. & Dintersezione C, dei due lati. Nel
T, & una ellissi coi Fuochl indeBel um ellissi sim-
metrica coi fuochi in Ay e B : nel secondo caso si hanno
invece due 1perboll coi fuc:ch: inded einBe By

Nel primo caso si conoscono i centri di curvatura 4 e b’
delle traiettorie di 4, ¢ B, e quindi di ogni altro punto

pue trovarsi il COI’II&:pOﬂdLUt
¢ centro di curvatur .
cizio 10), ; iy

prlmo £aso
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Consideriamo un punto P, connesso con A, B, ed il
suo simmetrico £ : il punto medio di M M, descrive la po-
daria di P rispetro alla ellissi T, ; dunque 7, descrive una
curva simile a tale podaria. -

Pongasi, supposto che M sia il punto medio di 4B,

AiBzz_?LIN:E?, ABiz?.A‘f:Vl:Z{Jl,
AB=2qa, A4 =125b;
applicando il teorema di Tolomeo al quadrilatero inscrit-
tibile 4B 4, B;, si ha
pp, = b — a’.

Se quindi immaginiamo libere tutte le aste e fssiamo
il punto M ; poscia mediante una guinta asta facciamo
muovere 2V su di un cerchio di centro O passante per M,

il punto N, descrive, in base alla relazione trovata, la
curva inversa di tal cerchio, ciod una retta normale ad

O M. Infatti posto O MN= 4§, OM=—r, si ha

g=2rcosf

& quindi

ciol costante la prolezione di M N, su O M.

Si & con cio realizzata la trasformazione rigorosa di un
moto circolare in rettilineo; di gui 11 nome di inversore
#i Hart dato a questo sistema articolato. L facile vedere
che lo stesso si otterrebbe fissando un altro punto qua-
lunque di A B.

Harr, On some Conversions of Motion [Mess. of Mathcm.

4 (1874), pp. 82, 116}
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Qgni sistema articolato Lapace di una ftale trasforma-
zione deve essere formato di un numero dispari di-aste ;
¢ poicht con tre essa non riesce, si Lom,lude che Pinver-
sore di Harr contiene il minimo numero di lati, lisso fa

parte della collezione di modelli di cihematica dello
SCHILLING.

]

Le precedenti considerazioni si possone  estendere allo
studio dell’ antiparallelogrammo sierico; le curve I, I
sono due ellissi (o iperboli) sferiche,

Scegliamo Tasse 7 (Vorigine essendo il centro © della
sfera) passante pel punto medio di A B, eil ptano O 4 8

per piano 7; poniamo inoltre
carco AB=12¢  arco ot =i

Dette «, v, 7 le coordinate di C, si ottiene, notando che
i coseni del raggio O C sono 1w, ¥ogoe quelli di Qo4
s¢he, 0, cosc; ecc, :
cos Ced =xsen ¢ -7 cos ¢} cos CB == —csen¢ | ycose
poscia, essendo arco € B == arco A C, si ha
cosCB=cos24.¢c0s Cd-senza,.senC 4
e di qui, facilmente,
sen € A ==zcos ¢ty a — xsen ¢ cotg g
Eliminando larco C.4, otteniamo quuaalonc del cono I',
at g

i g

= zﬂ — 0
. dove

Qen’ i — qen*

et s S

Lo stesso dicasi del ¢cono I,
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S ima #, ¢ un punto della slera‘connesso con
¢ come PI' 1 e nOrn]a[e
4, B, e P il simmetrico (fisso) la corda / Fae :
z ur
al piano tangente al cono T, ;Tessa quindi dem.rlw. -
& ni

cono quadratico e la curva di #°, ¢ quindi una <o
sferica. ; ‘ 5
‘SgripwTiN, UL, die Rouletten des sphir, Antip. Inaug.

Diss., Iena, 1881,
Inversore i Peaucellier.

Nel quadn]atem articolato .4M PM' (Fig. 19} ie diagonali
si tagliano ad angolo retto in O, di pit, per semplicita, si

M

=

Fig. 19.

" 1
M
suppone 4 M== -4 M. Sia inoltre

OP=07F: .'\-’fP:U-., MA=0 4 P:p, APl‘_'*Pl'
Poicht i b

risulta
ppy=b—at :
: fi ' mediante
Se quindi 7, collegato con un punto isso C mchlra
4 fisso
una sellima asta descrive un cerchio passamie per H
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Jil punto P descrive una retta, come nell’esercizio pre-
cedente. _ .

Tale inversore per la trasformazione rigorosd di un
moto circolare in rettilineo & stato scoperto da PEauceL-
LIER nel 1864 : Nofe sur wne question. de  Géomdtric du
compas [Nouvelles Ann. de Mathém, (2}, 3 (1864), p. 41':1,
(20,42 (1873), pp. 71-781; ¢ poi da Liermn, Usber eine
genaue (Gelenk- Geradfibruny (1870) [Bull. de PAc. des
Sciences de St. Pétersbourg, v, 16 (1871), col. 57]. Tale
scoperta ¢ stato il punto di partenza di tutti i numeros;
lavori sui sistemi articolati dal 1870 in poi. Vedi Svrvg-
STERy On vecent Discoveries in Mehanical Conversion af
Motion [Notices of the Proc. of the R. Inst. of Great
Britain, 7 (1873-75): Revue scientifique (23, 4 (1874,
P. 490] in cui sono descritti numerosi e pitt complicati
inversori con 7, 9, 11, 13, £ 73w ete. Cft. pure Li-
GUINE [Nouv, Ann. (2), 14 (1875), pp. 529-560]

Questi sistemi pero, anche i pit semplici, non si sono
riconosciuti opportuni in pratica. D’altra parte & da no-
tarsi che CeBlcEFF nel 1878 ha potuto costruire un si-
stema articolato con ire sole aste, col quale si ottiene una
risoluzione approssimata, ma assai conveniente, del pro-
blema. Oeuvres, St. Perersbourg, 1889, I, P $30,2, pe s
Riferendosi alla Fig. 18, tale sistema ¢ costituito dalle tre
astc 44, , BB, ¢ A4, B, fissate in 4 e in B,, per modo
che 14 loro somma eguagli tre volte la distanza 4 B, e
la distanza 4, B sia di poco superiore alla 4 4, =B B, :
il punto medio di 4, B descrivera una curva molto vi-
cina ad una retta.

Sui sistemi articolati si fondono molti strumenti o
compassi per il tracciamento di speciali curve; e si ha
infatti un compasso per lafumaca di Pascar, per le curve

: . : e u
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di Cassmv, cce. dovuti ad Hart [Mess. ol'_ Mathem. , SL
(1876), p. 353 6 (1876), p. 169)] Kemex, O]f-.a ??Iiw;,
Meihod of describing plane Curves: of the .t dagwé 2
linkwork [Proced. of the London Mathem. Society, :? (1" 7 i_’
pp. 213-216] ha poi dimostrato che qu{dunque Lur‘x‘a‘aa
gebrica piana pud essere descritta mediante un sistem

articolato,



