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CAPITOLO "1

OPERAZIONI SUI VETTORI. ANALISI VETTORIALE.

§ 1. Vettori e loro operazioni. * — Nella
Meccanica occorre considerare grandczze che ri-
sultano pienamente determinate dai numeri che
le misurano (in una certa scala) e che percid di-
consi scalari; p. es. le masse, le temperature, i
lavori. Altre grandezze invece dipendono dal con-
cetto di misura e anche da quelli di direzione
e di senso e diconsi vetforiali.

Un wvetfore & un ente geometrico individuato
da grandezza, direzione e senso e lo si pud pen-

sare rappresentato da ‘una freccia A4 2, gene-

* Per una sistematica e completa esposizione di queste
teorie, qui rapidamente accennate, vedi: Elementi di cal-
colo velloriale di C.Burari-Fort! e R, MARCOLONGO; Bo-
logna, Zanichelli, 1909 ; oppure la traduzione francese di
S. Larrs; Paris, Hermann, 1910, Rimandiamo pure a
questi volumerti per le numerose citazioni storico-biblio-

grafiche.



e
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rata dal trasporto del punto A4 in B lungo la
direzione della retta 4 B e nel senso da 4 verso
L in altre parole, un vettore determina la po-
sizione di un punto B rispetto a quella di un
punto 4 qualunque.

Rappresentecremo un vettore con la notazione
B — A, che si legge B meno A, oppure con nna
lettera in carattere grassetfo ; p. es. a. La gran-

dezza del vettore (numero positivo o nullo che mi- -

sura la distanza 4 £) si dice il modulo del vettore.
Due vettori si dicono eguali se hanno eguali
il modulo, la direzione ed il senso.
Poniamo :

P— A=a; b=+ a;

diremo brevemente :
F 3
La differenza di due punti ¢ un vettore ; la

b

Somna. di un punto e di un vetlore & un punto.

A

Un vettore il cui modulo & zero dicesi wetlore
nullo.

Somma di pile wveltori. Siano dati 1 due vettori
a, b; scelto un punto O ad arbitrio, costruiamo
i punti 4, A, tali che

A Loas B A,

Il vettore B— O =¢, qualunque sia il punto
0, dicesi somma dei due dati ‘e si scrive :

c—=a-b
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oppure :
B @ = O) B}

che ha valore d’identitd algcbrica.

Cosi pud del pari definirsi la somma di pin
vettori. Essa gode dei due principii commatativo
cd assoczativo ; s1 noti inoltre che

(C—=B)+(d— O+ B— A)=o.

Prodotto di un vettore a per wun numero reale
m ¢ un vettorc b avente la stessa direzione e
lo stesso senso, o il senso contrario dia, secondo
che . & positivo o ncgativo, ¢ 1l cui modulo &
eguale a quello del primo moltiplicato pel valore

assoluto di = ; e si scrive
b==ma—an.

Moltiplicando un vettore per un numero reale
s1 ottiene dunque un vettore parallelo al primo;
e sl pud facilmente mostrare che dati due vet-
tori paralleli @ ¢ b csiste un numero reale
unico e determinato tale che sia soddisfatta la
precedente eguaglianza.,

Prodotlo inlerno o scalare di due vettori & il
numero espresso dal prodotto dei moduli dei due
vettori pel coseno dell’angolo convesso formato
dalle loro direzioni. E si scrive

(1) axb=moda . modb - cos(a, b)

che si legge a scalare b, oppure a interno b.
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Esso gode del principio commutativo, e, per le

_proprieta note della proiezione su di un asse di

[

una spezzata poligonale, si vede subito che & veri-
ficata la proprieta distributiva rispetto alla somma ;
cioé

(2) mX..@uwQ“mX_ut_umx.u.

\ -

Il prodotto scalare & nullo se i due vettori
sono nulli od ortogonali e H.mn:u_dnm:,_mﬁm Come
in algebra poi scriveremo :

(3) axa=a*= _Qse& a).

Prodotto esterno o veltoriale di due wettori & un
terzo vettore ¢ di direzione normale a quelle
dei due vettori dati a e .b; di senso tale che la
ter bm a, F. C sia_destrogira ; tale cioe che un

Josscervatore posto nella direzione di ¢ e nel senso

dai piedi verso la testa, abbia a alla sua destra
¢ b alla sua sinistra (sia cioé situato come il
pollice della mano sinistra rispetto all’indice ed
al medio); infine sia

mod ¢ ==moda - mod b - sen (a, b).
Si scrive -
c=aAb
che si legge: a vettore b, oppure a esterno b.
Tale prodotto ¢ nullo se i due ﬁw_“_”oz SONo
HEE o paralleli, e reciprocamente,

P Y T

=

=

o ——m g

R R R EIEEEE————.
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Esso non gode del principio commutativo; ed &

@ , ., aAb=—bAa 2

st

?]

Sussiste la twowiﬂm m_mﬁ:v:ﬁ:\n Em%mﬁo m:m
somma ; cio¢ :

(B)@a+b+c+..)Au=aAut+bAu+...

Infatti supponiamo anzitutto eguale ad uno il
mod u. Poniamo

a=4—0; b=82—0; a-} b

e proiettiamo i punti 4, 2, S su di un plano
condotto per O normalmente al vettore u, nei
punti ', £, §*; poscia si facciano ruotare questi
punti di un angolo retto intorno ad O otter-
remo 1 punti A, B, S,; e precisamente il pa-
rallelogrammo QA S B risulterd eguale ad
OA S £, Inoltre se la rotazione & avvenuta in
un senso opportuno, risulta

A Oecg N, B D i
U;.H oy Q”Amﬂ I_[ 7 \.5_,,,, n

e poiche S, — O & la somma di A, — 0O e
B, — O, cosl risulta dimostrato il Hmowm_dm per
a:m e quindi per un numero qualunque di' vet-
tori.

Se poi il mod w non & eguale ad uno, pos-
slamo ridurci a questo caso moltiplicando u per
I"inverso del suo modulo.

=5 — G.
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- Prodotio misto di tre vettori & il prodotto sca-
lare del terzo per il prodotto vettoriale dei primi

due; cioé a /\ b < ¢. b feb . A e ]
Posto . _

A O=8, B— 0=b, - D—=g

s1 vede subito che il prodotto misto rappresenta
il numero che misura il volume del parallelepipedo
i cui spigoli-sono 4 — 0, B— 0, C— 0. In-
fatti, il modulo di a /A b rappresenta il numero
che misura l'area del parallelogrammo di lati
' A— O,'B— 0; e il numero che misura I'al-
tezza di tale parallelepipedo & precisamente Ia
proiezione di C— O su a /A b. Inoltre tale pro-
dotto misto risultera positivo o negativo secondo
che la terna a, b, ¢ & destrogira o no.

Se 1 tre vettori sono complanari (cioé paralleli
ad uno stesso piano) il prodotto misto & nullo, e
reciprocamente. .

Risulta ancora che

a Abxc=bAcxa=cAaxb

ed anche:

4

(6) aAbxc=axDbAc,

la quale esprime una proprieta di uso frequen-
:mmmwﬁo_ ciot il feorema dello scambio dei due se-
gni X, |\ di prodolto scalare e vettoriale,

Operazioni sui vetiori - Analisi vettoriale 9

§ 2. Rappresentazione di un vettore me-
diante tre altri. Vettori fondamentali. —
Siano i, j, k tre vettori non complanari:
a==/— O un altro vettore qualunque. T, facile
mostrare che : |

Un veltore qualunque é una jfunzione lineare
omogenea di allvi tre non complanari. — Infatti,
se /27— O non ¢ parallelo al piano di due qualun-
que dei tre vettori, esso pud considerarsi come
somma di altri tre eguali agli spigoli di un paral-
lelepipedo, la cui diagonale & P — O, coi lati
paralleli ai tre vettori. Ognuno di questi tre &
espresso da xi, yj, z#k, essendo x, ¥, z tre nu-
meri (positivi o negativi) ed il cui valore asso-

luto & eguale al rapporto dei moduli dei tre vet-
tori ai moduli di i, j, k. Quindi

(7) a=/p—0O=xi+yj+ zk.

Se P— O &, p. es., parallelo al piano di { ¢
i, ripetendo analogo ragionamento si vedrhd che
la precedente ¢ pur valida con z=—o0; e se &
parallelo ad uno dei vettori, p. es. i, sara y —
Z=0.

Inoltre si prova che la espressione di a me-
diante i tre vettori non pud avvenire che in una
sola maniera.

I tre numeri x, y, z positivi, negativi o nulli,
perfettamente determinati, si dicono le coordinate
del punto A nel sistema O (i, j, k); coincidono

L]
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~colle ordinarie cartesiane ortogonali se i tre vet-
tori sono ortogonali, costituiscono una terna de-
strogira ed hanno i loro moduli eguali ad uno.
In tal caso i tre vettori i, j, k diconsi fonda-
mentali ; le coordinate del punto 2 diconsi anche
le %%%%%Ew del vettore a rispetto alla terna
fondamentale.

Si hanno,

in queste ipotesi, le seguenti pro-

prieta :
[ i g Py el
(8) jxk=0, Kxi=—o, mX_.”o
,V. ink=i, kAi=j, iAj=k.

Esse sono immediate conseguenze delle defi-
nizioni date.

i mmﬁﬁ.mwm_oz_ notevoli del prodotto
scalare, vettoriale e misto. Doppio pro-
dotto vettoriale. — Seguono di qui alcune
notevoli espressioni pel prodotto scalare, wvetto-
riale e misto. Sia @ un vettore ; s By Al
sue componenti secondo la terna fondamentale ;
¢ cosi diciamo &,, &,, &, quelle del vettore b, e

¢4, €4, €5 quelle del vettore ¢. Si ha:
a—ai+ajtek b=sitsj+ sk
e perod |

axb=(it}aj+ a k)=,

+b,§+ 4K
k

i
H
@ il Hagb ks
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cio¢ per le (8),

(9) axb=a b +a,6,+ a,b,. LR

di qui (
(10)

Collo stesso procedimento risulta

mwhmx .”.”&HNlTnN.MM._PI&:m.

il

a\b=abi/\ m+....+a. ﬁ_. Ak+ab, KA j+....

alAb=(a,6; —a,b,)i+ (2,6, —a,5)]j
|_|ﬁap s — 4 b) kK
ed infine :
1 i -k _
(11) afNb=| o ' a a X
by by by |

St dedurrd pure, ricorrendo alla espressione
di ¢ mediante i tre vettori fondamentali ed ap-

plicando la (9), che
_ G & @
(12) a Abx p=| 4, B ey d
; &y by Ly

Tutte queste formule sono di uso frequentis-

. 51mo.

Notiamo pure il seguente teorema sul doppio
prodotlo vettoriale :

(13) (a

x___./—Uu\‘./anV.Aw.—UIOVAU.m. \
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Il primo membro esprime che il vettore risul-
tante dal prodotto vettoriale dei due primi vet-
tori, deve essere moltiplicato vettorialmente per
il terzo; esso dicesi appunto doppio prodotto
vettoriale e non gode del principio associativo.

Diciamo =z, y, 2z le componenti secondo la
solita terna fondamentale del 1° membro di (13);
sl trova subito, per la (11), che

x=c;(a, 6, —a,6,)—c,(a b,—a, b))
ossia :

X=0,(2,6,+ ay¢s+azc) — a, (6,6, + by6, 4 bycy)
=cxa-56,—cxb-a.
Due espressioni simili, cambiando g, ed i
b,, a, € in b,, a,, si troveranno per y e z. Mol-
tiplicandole rispettivamente per i, j, k e som-
mando, otterremo. precisamente la (13).
Risulta subito quindi che:

(13) aA(bAc)=axc-b—axb-c.

Il confronto con la (I3) prova appunto che il
doppio prodotto vettoriale non gode del principio
associativo.

§ 4. Vettori complanari. Punti e vettori
funzioni di una variabile. — I vettori i, j,

a unitari siano complanari, e i primi due orto-
gonali; si dice che il secondo ¢ dedotto dal primo
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con una rotazione di- un angolo retto in un senso
determinato, p. es., quello orario; e si scrive

j=—7i;

~accennando in altre parole con Z un operatore

x

che applicato ad un vettore lo fa ruotare di un
angolo retto in un piano determinato e in un
senso determinato. Risulta di qui che :

L . s

avendo posto, come al solito, 7% =77; quindi:
e T Sl — t=1;

proprieta del tutto identiche a quelle del sim-
bolo algebrico ¥ — 1
Se diciamo % l'angolo dei due vettori a ed i,

i =

si ha o

4

\ 5

e

Lt

7) 1.

a=cosy - 1 - sen Q@ - h — A@Om © -}~ sen ﬂ_ﬁ_

La espressione in parentesi ¢ un nuovo operatore
che applicato ad i lo fa ruotare di un angolo g
nel piano e in un senso determinato. Si suole
rappresentare con ¢‘¥, essendo ¢ la base dei lo-
garitmi neperiani, per l’analogia con una nota
formula di Euler. Quindi

(x3) a—e'?1.

Se il vettore a invece di essere unitario ha of
per modulo, si pud scrivere :

(16) a—=petty:
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e se infine a— P — O, si ha
(17) P 0 Lpe?i

@) Facendo variare ¢ tra o e 2m, il
punto P (p essendo costante) descrive un cerchio
di centro O e di raggio
equazione vettoriale del cerchio ; P ¢ un punto
funzione della variabile numerica o.

&) Se x, y & un sistema d’assi @:m_::mzo
un punto di coordinate :

" acos g, b sen @

col variare di @, descrive una ellissi di cui a e
¢ sono le grandezze di due semi-diametri coniu-
gati; se quindi i e j sono due vetlori unitari
paralleli a questi diametri, sara

(18) P =0O-+acosq-i-}bsenc - j

Vequazione wvettoriale di una ellissi, col centro in
O e di cui due semi-diametri coniugati sono paral-
leli ad i e j. Anche qui 2 & funzione della va-
riabile o.

¢) Nelle stessc ipotesi, posto
(19) P=0+4aui-+bu®j

(# & una variabile numerica), essendo =z, y le
coordinate di 7 nel sistema O (i, j), avremo

X'=— g 1, P i=e A oA

¢: la (17) chiamast
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Il punto £/ descrive la parabola
_ a?
GBS R
x 7 0
la tangente in O & parallela al vettore 1 e 1 diametri
sono paralleli a j; la (19) quindi (con /’ funzione
di u) & Veguazione veltoriale della Ha“‘nme.&.

§ 5. Derivata di un punto e di un <m¢
?:.m. — Se ad ogni valore di una wvariabile 4
compresa tra certi limiti se occorre, corrisponde
una unica posizione di un punto 2 o un unico
valore di un vettore u, si dira 2 od u funzioni
di ¢ ¢ si accennerd con P(f), u (7).

Le coordinate di 72 o di u, rispetto ad un si-
stema di riferimente (indipendente da £), saranno
pure funzioni di Z

Si pud, con tal convenzione, definire al modo
solito la dertvata prima, seconda, ecc. di un punto
P o di un vettore, Se # & un altro valore di #
la differenza P (¢) — P (#), che & un vettore, di-
visa per il numero # — 7, per £ convergente a

., rappresenta la derivata del punto #, si in-

g P g o

; dunque Ja derivala di
dt :
un punto e un vettore,

Un vettore essendo la differenza di due punti,
la derivata di un vettore & anche un vettore :
dunque /e dercvate di un punto o di un vetlore
sono vetlori. .

dica con P’

Y
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Dalla (7), nella ipotesi che il sistema di rife-
rimento sia indipendente da ¢, risulta che:

L¢ derivate di un punto o di wun veltore
hanno per componenti le devivate delle coordinate
del punto o delle componenti del vetlore.

Valgono 1 noti teoremi sulla derivata di una
somma, di un prodotto (scalare o vettoriale), ecc.
Se ¢ ¢ una funzione (numerica) del punto 27,

e se ¢ possibile porre
(20) do=uxdPpb,

in cui, come al solito, abbiamo accennato con

4y e con_d P 1i-differenziali di o e del punto P,

—
A

si a_nm n:m il vettore u & il »ﬁ%&.mx% della fun-
zione ¢ nel punto P. m si scrive

(21). " grad o = u, do = grad g x'd P

Dalla definizione risulta assai agevolmente che
JToperatore grad (che opera su numeri e produce
,.__42_”9.5 gode di tutte le proprieth del simbolo
~ di differenziazione ; e che se le coordinate di 2
sono x, ¥, &, le componenti del m_ma_m:ﬁm SONO
0@ 0% T
0t by

¢ 6. Alcune applicazioni alle curve gobbe.
G:@E:omu%:smo:ﬂdmwﬁsnm_osmgm_l

I'arco s, contato a partire da una certa origine

; : : U
in un senso determinato. La derivata prima ——
) s
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del punto rispetto 1’arco & un vettore parallelo
alla tangente alla curva in 2; la dérivata se- .

2
conda “LM ¢ un vettore parallelo al piano oscu-
_ 5
latore. L’elemento d’arco & poi espresso da & s =
mod & P.
Poniamo :
:d Nu

R,..,

~-
|

(22)

risulta quindi che: t & wn vettore wunita paral-
lelo alla tangente in P, direffo nel senso degli|
archi crescenti. i

Poiche
.Hw =y ....m. K Tk b M P
1 3 ¥ A e i f.,_ .i:. o \.»
derivando risulta tx ol 4 £ yle e
adt s
t <x—=o0;
ds
dt :
clog 1 Q:m vettori t e g ¢ Somo ortogonali, sup-
...... s ] j
vowﬁo quest’ultimo diverso da zero. Si ponga |
B 2t I T S i
(23) o =1 X —— N i
. ds p e ds g g
essendo g un numero positivo eguale all’inverso del ¢
B s ¢
‘mod di g ¢ dicesi raggio di curvatura; 7 | }
& L &

curvatura nel punto P.

2 — MARCOLONGO.
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n & quindi un vettore unitd parallelo al piano
osculatoré e normale a t; ciot parallelo alla nor-
male principale. 11 punto

P.=P 4 pn

situato sulla normale principale & il centro di cur-
vatura relativo a P; dunque il vettore m & di-
retto verso tale centro,
dt 2 : g
Se — — o0, qualunque sia s, cio¢ se & nulla
ds :
la curvatura, sard t costante; cioé

.‘mmw _
= PP sl

as

quindi il punto 2 descrive una retta condotta
per £, parallelamente ad a.
Poniamo

(24) =1\ 1;

b ¢ un vettore unitd parallelo alla bdinormale.
Dico che pud porsi

db Hn- _H]:Xa:u.
ds T g LEALRY a5’

(295)

< essendo un numero che dicesi raggio di tor-

H - - - - - -
sione; — dicesi forsione. Infatti derivando ri-

; T
spetto ad s le b < t=o0, b?=1, tenendo pre-

db :
sente la (23), si deduce che o (supposto di=

e L

_la curva & piana; infatti da b =cost. =k, ri-
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verso da zero) ¢ normale a t ¢ b ¢ quindi pa-
rallelo ad n; quindi risultano le (25).
Si ha pure che:

(26) &I§”|Wn|@|? . ,
ds 2 T i

basta osservarc che m=b A t; derivare ¢ tener

presenti le (23), (25). :

Le formule precedenti, che esprimono le deri- .

vate dei tre vettori t, m, b, mecdiante i vettori|

stessl, T, p, diconsi formule di Frenel. .
h e i ¥

Se e cio¢ se ¢ sempre nulla la torsione,

g
sulta pure == (P — P) < k]=0; ¢ quindi

(P—P)<k—o;

cio¢ la curva giace nel piano condotto per 2,
normalmente al vettore K.

Il punto /P sia funzione di una variabile ¢, a
sua volta funzione dell’arco s; sara

d P ads
SRR L D
g der T o \Ze/ ™

le quali esprimono che la derivata prima di A2
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4

rispetto ¢ & un vettore parallelo alla tangente

&3 !
L la derivata seconda & un

vettore parallelo al piano osculatore; le sue com-
: g e 2
ponenti secondo t e n sono — e — (- g :
dGT o P B
Se diciamo =z, ¥, # le coordinate di P, 1 co-
seni direttori della tangente e della normale prin-

d x P salts
0 — iy

P e A

ed ha per modulo

cipale sono

& 7. Omografie vettorali. (*) — Occorre
frequentemente considerare operatori lineari-che
trasformano vettori in vettori; cioé se u € un
vettore qualunque, si considera un altro vettore
le cui componenti sono certe funzioni lineari ed
omogenee delle componenti di u. Il nuovo vet-
tore si rappresenta con o u; e l'operatore o di-
cesi una omografia vettoriale ; esso gode eviden-
temente delle due proprieta |

(*) La teoria, di cui qui esponiamo i rudimenti, & stata
esposta da C. BuraLi-Forti e R. MaRCOLONGO in: Omo-
grafie velloriali, con applicazione alle derivate vispetfo a un
punto ed alla fisica-matematica, ‘Torino, Petrini, 1909; e
poi piti diffusamente e completamente in: Analyse vecto-
rielle générale. 1. Transformations linéaires; 1L Applica-

.

tions @ la Mécanique et & la ‘Physique, Pavia, Mattei,
1912-1913. !

i
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| 2(ut+V)=au-+toav

Ammu g
1 o (mu)=mau (m numero reale).

Lomografia o trasforma vetltori complanari in
vettori complanari.

b

Infatti se X & complanare con u e v si ha

X=au-40ov
e quindi
xX=aoall ~-dsaAV;

cioé o X & complanare con au e av.

Diconsi wispettivamente primo , secondo, levzo
_nvarianie di una omografia x ¢ si indicano con
:_3 Iy o, 1, &, ¢ numeri seguenti :

aUAVW-FavAwxu-+aowAuxy

H#QH RN d
uN\vw
¢ H9|9=\,H_..,_9<X«<1_!....
r ¢ uNv=w
(29) | ,
‘ HQ.IQ_.:/9<XRS‘
S8 u/ A vxw

in cui u, v, w sono tre vettori qualunque non
complanari. .

Essi sono indipendenti dai tre vettori dati;
perch¢ se u, v, w,, & un’altra terna di vettori,
si ha:

u,=a u-+06,v-+{c¢ W, ecc
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e con breve calcolo si prova che

u Av,xw, =0 -ulNvxxw;
au, Nav,<xaew, =D - auNayxaw

essendo 72 il determinante (diverso da zero) delle
a, b, ¢. Risulta quindi vera l'asserita proprieta
per I, @. In modo identico si pud procedere per
gli altri due.

Sc u, v, w coincide colla terna fondamentale,
risulta

ﬂfRHmXQm+_.XRH.|TWX9_f
(Bo) La—ixaiak4....

\ La=ai ajxak

Si trova pure subito che se o e § sono due
omografie, 7. un numero reale:

B Lt B=La+41,3; L(ma)y=ml «

32) I,m=3m, I,m=3 m?, I,m=— 3

33) I,(m + oa)y=m?+1, a - w® Lo - m—+1,0

L }

L’omografia = dicesi degenere sc trasforma una

terna di vettori non complanari in vettorl com-
o 54 . ., &

planari. Se u, v, w & questa terna, sard (§ I)

dcu /Ny XaLW=—=0

e quindi I, 2 =o0; allora ogni altra qualunque
terna di vettori non complanari ¢ trasformata in

Ya
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vettori complanari. Dunque o & degenere sola-)
mente quando 1, o = o. :

Se ad un vettore x applichiamo 'omografia «,
otterremo il vettore x X=1y; se al nuovo vet-
tore applichiamo 'omografia 3, otterremo il vet-
tore Jy=2; e sl pud scrivere

zZ=py=_3ax.

B a & una omografia (diversa in generale da o 3)

- che dicesi prodotto delle due omografie a e .

Ha luogo la proprieta :
mmuﬁv Hm A\_u. o& SR Hm AHR E ER o) Hm e Hw m

Infatti se « non ¢ degenere, posto U, = a u,....
si ha .
L (Bau) A (Bav) < (B aw)

Bl b= — T b T T

2 u/\vxw

]uG#\/meﬁﬁ.H au/\Nav<aow

AV W, LAy =w

1

la quale prova la (34). Se « & degenere, lo ¢
anche § «; allora la (34) ¢ pure vera, poiche .
primo e secondo membro sono nulli.

§ 8. Omografie speciali. — Una omografia
¢ detta assiale, se & della forma

wﬁmv o=u/\ ;

per modo che se X & un vettore arbitrario, si ha

EX SN X X & X ==0;



rooes

. vettore normale ad u;
'degenere, 1 suoi invarianti si calcolano subito ;
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_Tale omografia trasforma ogni vettore in un
quindi una omografia

e s1 trova

(36) Lao=o; La=u?; I[ja=o0.

Una omografia ¢ detta dialazione se, X ed y
essendo due vettori arbitrari, si ha

(37) X X oY =¥ x % X.

. purc evidente che se « e B sono due omo-
grafie assiali oppure due dilatazioni, ed » un
numero reale, « + p ed o« sono pure omo-
grafie assiali o dilatazioni; brevemente: le omo-
grafie assiali e le dilatazioni sono dei sistemi li-
neart. _

Sia O un punto fisso; e consideriamo tutti i
punti £ tali che

(38) (P— 0)xa(P— 0)=cost.,

tali punti sono situati su di una quadrica, detta
_quadrica indicatrice della &Nma\ammqmm . I@ luogo
questa proprieta :

Il vettore P — O & coniugalo al piano dia-
metrale normale a o (P — O) rispeito alla qua-
drica indicatrice.

Spostiamo infatti il punto .m,.. sul piano tangente
in 2 alla (38) e sia 4/ lo spostamento. Sara

EP>o(P— 0)+ (£ — 0)xa(dP)=o.

———
a -

e

s
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E poiche¢ per la (37) i due prodotti sono eguali,
risulta

dP<a(P— 0)=

ciod « (P — O) & normale al piano tangente in
P. Onde & vero, ecc.

La ﬂmmv ha sempre almeno una terna di assi
reali ; se i, j, k & una terna di vettori fondamentali
@mE:m_ agli assi, risulta ai parallelo ad i; e
quindi
o j B 7,

ak=pk

(m, n, p numeri reali). Le tre direzioni suddette
diconsi unite o principali per la &:ﬂmﬁo% o,
Dunque :

Una dilatazione ha sempre tre diveziont untle
ortogonali e reciprocamente. __
Una terza omografia speciale ¢ la diade; ¢
cio¢ tale che applicata ad un vettore qualunque '
x, produce il vettore u <X - Vv, cioé un vettore

(39) ai=umi,

parallelo a v; u e v sono duc vettori dati. 51

..n;@mammmsﬁm col simbolo H (u, v); di guisa che:
(40) H(u, V) X=uXxX -V,

E una omografia degenere; la somma di due

diadi non & una diade; quindi & diadi non co-

stituiscono un sistema linecare.
Si trova agevolmente che

(41) LH(u, v)=uXxV;
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basta applicare la prima delle (29) ed osservare

ché i primi due termini del secondo membro
sono nulli.

S 9. Decomposizione di una omografia.
Coniugata di una omografia. — Ta consi-
derazione delle due speciali omografie del pre-
cedente § & importante per il seguente teorema :

Una omografio qualungue pud sempre de-
comporsi, ¢ in una sole mantera, nella somma di
una dilatazione ¢ di una omagrafia assiale.

Cominciamo a dimostrare che data a, si pud
trovare almeno una dilatazione § ed un vettore
u tali che

Ammessa tale possibilita, sc x, y, z sono tre
vettori non complanari, si ha ricordando la (37

yXazZ—zxay=—z2uxyAz,

e due equazioni analoghe. Ma u & una funzione
lineare di x, y, z; cioé
¥

U=aX—+06y—+cZ;

moltiplicando scalarmente per y Az risulta
uxyAz=—axxyAz:

ma il primo membro, per le formule precedenti,

A

¢ noto in funzione di o; quindi potremo deter-
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minare @ ¢ cosi & e ¢, e quindi u. Trovato il
vettore, si determina J.

Dico che tale decomposizione ¢ possibile in un
sol modo. Se infatti fosse

pruA = 4uA,

posto B— B'=v (dilatazione); u' —u=—v,
qualunque sia X dovremmo avere

et A &
Ma, per la (37)
YyXYTX=XXYY
cioe |
YyXVAX=XXVAY.

I duc prodotti misti sono eguali e di segno con-
trario e, poiché x Ay & Q\SE:E@CF si deduce
v=o0; ossia J =0, u=u. ey

La dilatazione [ chiamasi dilatazione di a
e si indica con D a; il vettore u chiamasi vel-|
fore di o e si indica con Va; ed ha luogo la|
proprietd fondamentale

(42) o—Da-+Val .

Se ci riferiamo alla terna fondamentale, va-
lendoci del calcolo precedente di u, si trova fa-
cilmente

43) 2Va=iAai+jAajtkAak
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Una dilatazione ha nullo il vettore, e reciproca-
mente.

! . : :
L’omografia avente la stessa dilatazione di «,
lo stesso vettore cambiato di segno, chiamasi la
coniugata di % e si rappresenta con K «; sicche
(44) Ke—=Dag—VaA .
Ricordando le (3x) e che il primo invariante
di una omografia assiale & nullo si deduce che

(45) RN i
Inoltre da (42) e (44) discende subito
(46) yxax=xxKay

che dicesi teorema di commautazione,
Notiamo pure che se « ¢ la diade H (u, v)
: 3

1l suo vettore si calcola con una delle formule
stabilite e cioe

2VaxyNzZz=zxay—yxaz
Ma il secondo membro vale
UXy -VXZ—Uuxz - viy=(uAv)=x(yAz)
e poich¢ y /A z & arbitrario, si deduce
(47) g VH (U, ¥)=u0/Xy.

Se H.m.m_umﬂd ad una terna fondamentale, rap-
presentiamo  una omografia o« con una sostitu-
zione lineare (di coefficienti a..) da eseguire sulle
componenti del vettore arbitrario X per avere

e

o

oo

cagds
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quelle di o x, ¢ facile vedere che K« & rappre-
sentata dalla sostituzione trasposta; che a & una
dilatazione (e coincide quindi con K «) se a,, = a.,

(r # 5), ed una omografia assiale se A == — Qg ;

A

che I, o0=—=a; Ay TR R BN - | determi-
nante della sostituzione; ecc.

§ 10. Derivata di un punto e di un vet-

tore rispetto a un punto. Altri operatori
fondamentali. — Consideriamo un numero #,
un punto ¢, ed un vettore u funzioni di un
punto 2 ; tali cio¢ che per ogni posizione di P
corrisponde un valore unico per #z € per u ed
una posizione per O cosl, p. es., le coordinate
di O e di u sono funzioni di quelle di 7, ri-
spetto al solito sistema di riferimento.
" Ed & noto che le coordinate di 4@, du
sono funzioni lineari ed omogenee di quelle di
d P ; cioé¢ esiste, in generale, un operatore 1i-
neare « che applicato a & 2 riproduce & @ op-
pure du; tale operatore (omografia vettoriale)
si chiama rispettivamente derivata di o di u
rispetto al punto 2 e si accenna con la solita
d dun.
IP’ AP’
zione, queste derivate sono omografie vettoriali
&gl che:

notazione : di guisa che, per defini-

iy aQ adu
B B0 Spd A,
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Lo stesso pud dirsi pel numero I’operatore

T dm ; .
lineare:——, che applicato a 4 2 (vettore) pro-

duce un numero non & una omografia vettoriale.
Si ha, per le (20) e (21)
d m

(49) D dP = &_E —gradm =< d P.

Di qui, potendo assumere un vettore m__.EEz,
que x parallelo a 4 P, si ha:
am
d P
La considerazione delle derivate di vettori ri-

Spetto a un punto permette di esprimere age-

volmente il gradiente del prodotto scalare di due
vettori, sotto la forma :

(51) grad (u =< v)= TA iv -4 AW [V

(50) X = grad » < X.

dpr d P/

Infatti per la definizione (20),

grad (U< v) < d P =d(uxv)

applicando il teorema (46) di commutazione il
secondo membro si scrive

ﬁ?M[hU‘L < d P TAM.WEV <dP;

quindi per Parbitrarietd di 4 P, risulta la (o1 ).

DR L
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Come caso particolare otteniamo

Frd : R _J
(52) grad u?= 2 ﬂﬁaﬂ»\m u.
Per le derivate di punti e vettori valgono le
solite proprietd formali delle derivate usuali.
Riferendosi ad un sistema cartesiano ortogo-
nale, le due omografie precedentemente conside-
-ate possono essere rappresentate dalla trasfor-
mazione lineare i cui coefficienti sono le derivate
delle coordinate di O, o delle componenti di u,
rispetto alle coordinate di 7. ,
Se u & un vettore funzione del punto 2, di-
consi rispettivamente «mmmﬁﬁmsﬁma e rotore di_m

nel punto P, I’ invariante primo e il doppio &mw

vettore dell’omografia @w e s1 indicano :
: ar
du _ cdu
(53) azcllﬁa:u Ho_”mlma&._ﬁ

Risultano subito le formule seguenti:

(54) T div(u - v) =divu + div v

; 5 m rot (W + v) =rotu + rotv

(55) \ divm u=m divu | grad m < u
m rot m u = mrot u + grad m A u.

Le (54) sono immediate. Per le altre, consi-
deriamo che

d(mu)=—mdu—+ udm
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e quindi, per le (20) e (40),

d (i u) _ du
il bw\.u_ “d P = m QWRUQWIT H AM.H.MK..—%N_ _.—vbw.sdw.
ossia |
dimu) - du .
||m«~k.0 : |R.,NR&MU-W_ EA\WH.MQ we, ).

Prendendo !'invariante primo ed il vettore dei
due membri, in virth delle (41) e (47), si de-
ducono le mmuv

Se rispetto al solito sistema di riferimento di-
clatho #,, #,, #; le componenti di w; x;y;
le coordinate di £, s1 deduce subito che

o
¢ i,

(56) diva = 3 +. +

0 u
0 x 0

e che rot u ha per o_n:sHu.u_:muﬂH per la (43), le
espressioni

F o' T

mmuu m..;f Gl Cu, Cu, e 54 u, Ty 01ty
cy be 0z bx P ox gy '

Si pud anche dimostrare che
(38) div (u /A v)==v xrotu— u xrotv,
(59)  diviotw=—m9, cxobtgradm=—0.

Supponiamo finalmente che l'omografia o sia
funzione del punto 2 ; come al solito si pud de-

e ——

g 'Iii o

e

-
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finire la derivata di o rispetto a 22, che si ac-
oA :
cenna con ——, 1’ operatore lineare (non ¢ una
omografia  vettoriale) che applicato a &7 pro-
dice o «. :
Se quindi a & un vettore costante rispetto a

P, x un vettore qualunque, si ha

| ﬁmov E A&a Mv a;

A aB

perche infatti cssa si trasforma in una identita,
assumendo x parallelo a & P.

Chiamasi gradiente di « in P, e s1 accenna
con grad a, il vettore

ddid i da . gk
gr gl o

T R
HA&W_VHTT....

dove i, j, k ¢ la terna fondamentale indipen-
dente da A.

L’ identita dei secondi membri risulta subito
dalla (60); di pit si prova, col metodo noto,
che tale vettore & indipendente dalla terna e che
se « si riduce ad un numero 2, il secondo mem-
bro esprime cffettivamente il grad m come era
oia stato definito.

ot
(61)

3 — MARCOLONGO.
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I5 inoltre subito evidente che
(62)  grad (= + p) = grad « + grad §.
Di piu, se a & un vettore costante,
(63) orad @ > 8 == div (K «a).

Moltiplicando infatti scalarmente per a la (61),
il primo membro di (63) risulta cspresso come
somma di tre termini analoghi a

o ()i (50
: dK o . v dRKaoa
ll_Xﬂ% LNH-X —p 1

sempre in virtt di (60). La somma di questi
tre termini esprime, (30), il primo invariante di
AlSan G o ! ;
—p o ciog, (53), la div (K x a).

Se a & un numero riotteniamo, per u costante,
la prima delle (55). Se poi in luogo di a po-

niamo un vettore u funzione di P, ed osser-
viamo che
dKau) .. du  dKa
p oo fgpiira Y

si deduce 'altra formula

du

(64) div (K « u) = hf 2 m..bﬁq .._.. .ma:a o >< 1.
[

nfl-.l\l\v.l\
condo membro (a meno del segno) della (66)
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Dalla (63) si deduce agevolmente che se l'o-

mografia o ¢ definita dalla sostituzione lineare
H icociicienti s 8./ @y, digieawe (linee orizzon-
tali), grad & ¢ un vettore le cui componenti se-
condo gli assi sono :

ra 0 a
=1 JT JT — . ecc.
¢ 2
§ 11. Formule :unomﬁm—n. = Sig, o g Su-
perficie con piano tangente determinato e che

racchiude un volume <; n un vetlore e unitd pa-
rallelo alla normale nei punti di ¢ ¢ volto verso
Pinterno di t: « ed u una omografia ed un vet-
tore, funzioni finite dei punti £ di T e di g e
delle quali esiste il grad e la div integrabili n

7: si hanno le seguenti proprieta:

(65)
(66)

esse diconsi rispettivamente il feorema del gra-

,‘;mp..mga : .&ﬂ”ll._.on: - do

,,,a?:.&u”.lp‘;zxﬁp.&qw

dienle e della divergenza e valgono come for-

“miule di trasformazione di un integrale di volume
in integrale di superficie.

I1 ?.o&cﬁo n =< u - doc-dicesi jflusso del vetlore

u aitraverso lelemento do di ﬁctmﬁmﬁo. il"-ses

dicesi flusso dello stesso vellore attraverso tutta la
superficie ¢ ; ed il teorema espresso da mm,m.v di-
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cesi feorema del flusso. Cominciamo a dimostrare
questo teorema.

Decomponiamo il volume 7 in elementi di vo-
lume parallelepipedi con piani perpendicolari alla
solita terna; e sard facile accertare che il flusso
del vettore u attraverso ¢ & eguale alla somma
di tutti i flussi attraverso le superficie dei vari ele-
menti parallelepipedi; calcoliamo dunque il flusso
attraverso uno di questi. Considero la faccia
d 3, normale ad i nel punto P ; il valore del
flusso & u < ida ; per la faccia opposta invece
—[uxi+dux=i)do,; e la loro somma da

—d(uxi) -doy=—grad(ux<i)=<dP - dog,

~avendo accennato con 4P uno spostamento pa-
rallelo ad i. Quindi detto &< l'elemento di vo-
lume, tale somma pud scriversi _

—grad (u <) x<idt=— div(u x1i - ) ¥,

in virtt della (55). Lo stesso dicasi per le altre
due coppie di facce opposte. Finalmente, osser-
vando che

:”:X_.u-_*._nxu..ﬂhﬁcx_ﬁ.w“

risulta che il flusso attraverso la superficie del

\

parallelipipedo elementare &
—divu - dv;

¢ quindi la (66).
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Per dimostrare la (653), applichiamo la (66) al
caso in cui u— K o a, essendo a un vettore co-
stante. Il primo membro, per la (63), si trasforma
in ax ._ grad « dt; il secondo membro, osser-

vando che, (46),
nxKaa—axan
diventa:

lamX.ﬂaa&q.

Quindi, a essendo arbitrario, si ha la Aomv..

" Collo stesso metodo, sostituendo ad u 1l vet-
tore u /\ a nella (66), si dimostra pure che, ri-
cordando la (58),

(67) ,Toﬂﬁ.&aﬂl._,ux,.:.&q.

Un’altra formula utile nelle applicazioni & la se-
guente :

(68) | (P — O) A grada -dzt2[Va . ds
. =—({@P—0OAan-ds

essendo O un punto fisso qualunque.
La dimostrazione si fa assai semplicemente

calcolando, colla (61), il

,_ | d@—OAedl,
Wwwmimulgv)u:ri%mﬁ —— i

(P O)y/Ngrada —[ai N1 ... ]
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ciot, per la (43),
grad (B —"0) v o W = (P — O)/\grada + 2V a.

Integrando al volume <z, e trasformando il primo
membro con (65), risulta (68).

Se # e v sono due funzioni finite dei punti P
di 7, di cui esiste il grad ¢ soddisfacenti inoltre
alle solite condizioni di integrabilita, si hanno le

formule seguenti, conosciute col nome di primo
e secondo lemma di Green.

(69) .Twwm& u < grad v - % div orad v) dt
= — .-, nxgrade - udo
(70) ,' (2 div grad v — v div w._.mm w)dT
—_ — ,' (ugrad v —vgrad#) xndo
Esse si dimostrano subito partendo, (55), dalla
div (% grad v) = % div grad # 4 grad « = grad v,

Eg.hmw__.mzmo al volume 7 ed al primo membro ap-
wrom.bgo la (66); si ha cio¢ la (69); scambiando
poscia z con v e sottraendo da (69) I'equazione
ottenuta, si ha la (50). :
Si suole porre
AL 3 - N2
r . 2 e
(71) .‘:ﬂw_.maaltba.”w |Tm i
: 052 R o % R B
Dimostriamo finalmente un importante teorema
: £
conosciuto col nome di Zeorema di Stokes.

P
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Sia s una curva chiusa che immagineremo per-
corsa da un punto P in un determinato senso ;
¢ una superficie avente s per contorno (dia-
framma) ; n un vettore unita parallelo alla nor-
male nei punti P di ¢ e diretto in modo che
un osservatore coi piedi in P, la testa in P+ n

- osservi il percorso della curva s dalla sinistra

verso destra; e finalmente sia u un vettore funzione
dei punti di s e di ¢ di cui esista il rot. Si ha:

(72) MSX&NH,QHOH:X:_.&Q.

L’integrale del primo membro chiamasi la ci-
cuitasione di u lungo s, quindi la (72) esprime

“¢che :

La circuitazione di un wvettore lungo una
curva chiusa & eguale al jlusso del rofore attra-
verso qualungue diaframma avenle la detta curva
per contorne.

Cominciamo a provare il teorema nella ipotesi
che s sia una curva piana chiusa percorsa da un
punto P in senso orario e ¢ l'area piana da essa
racchiusa. Nel punto P di s sia t il vettore unita
parallelo alla tangente in P nel senso di s; n,
il vettore unitd parallelo alla normale in P
e diretto verso I interno di o; ¢ finalmente
n—tAn,. :
~ Risulterd n, costantemente normale a g, di gran-
dezza, direzione e senso costante, e quindi co-
stante ; di pit un osscrvatore coi piedi . B
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la testa in P -+ n osserva il percorso di s da
sinistra verso destra.

Ora &
.':Xﬁtu.h_ uxtds= — :: ARn)xn, ds

perche t — —n /A n,. Applicando il teorema della
divergenza (66), e notando che

div (u A n)=n xrotu

per la (58), risulta vera la (72).

Sia ora s una curva qualunque, ¢ un dia-
framma avente s per contorno. Su ¢ tracciamo
due ‘curve uscenti dai punti di s e che interse—
candosi su g, la spezzino in quattro parti. Con-
sideriamo i contorni di queste quattro parti; &
facile ' vedere, notando che un lato & percorso
una volta in un senso, e un’altra in senso con-
trario, che la circuitazione lungo s ¢ eguale alla
somma delle circuitazioni dei contorni delle quat-
tro parti; e cosi pud evidentemente continuarsi
fino a decomporre ¢ in parti elementari da ri-
tenersi come piane: e siccome per queste il teo-

.-

rema ¢ stato dimostrato, cosi esso w vero in ge-
:Q.m;m.
Una semplice e importante applicazione di que-
sto teorema si ha in questa proprieta :
Se in un campo t & rotu ==o, il vettore u
il gradiente di una funzione numerica.
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Il campo = (che supporremo a tre dimensioni)
sia anzitutto semplicemente connesso (aciclico)
per es., lo spazio interno ad una sfera, ad una
camera, ecc. Tracciamo in esso una curva chiusa
s, contorno di un qualunque diaframma ¢ tutto
contenuto in <t ; cib non avrebbe luogo se =
non fosse semplicemente connesso (ciclico), per
es., una camera con delle colonne. L’applica-
cazione di (72) c¢i di quindi che & nulla la cir-
cuitazione di u lungo s. Ora se sopra s pat-
tiamo da un punto P e nel senso prestabilito
giungiamo in (¢ percorrendo l'arco s;; pol da
O, sempre nello stesso senso, percorrendo s,,
giungiamo nuovamente in P, la somma delle due
circuitazioni & nulla; ossia, cambiando il senso
alla circuitazione lungo s,, si pud dire che la
circuitazione lungo s, ¢ la stessa che lungo s, ;

‘cio¢ la circuitazione da P a ( non varia sc al-

Parco s, si sostituisce s,; & cio¢ indipendente

dall’arco. Dunque
.‘_. Wl —u

@ essendo una funzione del solo punto Q. Di qui

uaxdP=—do, grad ¢ —

come si voleva dimostrare. g ¢ una funzione ad
un sol valore o uniforme. Se il campo T & ci-
clico, il teorema seguita a sussistere ; ma ¢ non
¢ pit funzione uniforme.
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Esercizi.

1. Dedurre le formule fondamentali della tri-

gonometria piana e sferica dalle proprieta dei
prodotti scalari e vettorali.

Se 4, B, C sono ivertici di un triangolo di lati a, b,
¢, elevando a quadrato 1 identita

mﬂ_.nuai_é.*.ﬁln

si ottiene subito il teorema di Carnot. = . _

Se gli stessi punti sono vertici di un triangolo sferico
tracciato su di una sfera di centro O e raggio uno, e
diciamo &, 3, v gli angoli sferici 4, B, C, si ha (B — () x<
(C— Q)=cosa, ec..; di pit (d—DAB—0) e
(4 —0) A\ (C— 0) sono due vettori di moduli sen y e
sen 8 e rispettivamente normali.ai piani 4 OB e BOC

ed il cui angolo ¢ cguale all’angolo diedro A. Poscid I i-
dentita

[((A—O)ANB—0)|<[(4—0)A (C— 0)]
=(B—0) < (C—0)
—(Ad—0) < (C—0) - (4 —0)x(B— 0)

si traduce nella nota formula

COS o == C0s f Cos 1 - sen fsen v cos 4.
2. Dimostrare che se O ¢ un punto fisso,
a un vettore costante ; ed 7= mod (P — O),
st ha
st e

grad » = ——
v.

grad [a =< (P — O)]== -a,
fE( . Olor 28t n g (P 0) = a

ﬂ / a..nu S m.. + _.. ¥ o C ..N L3 |

————

B
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Le prime due si ottengono ditferenziando le funzioni
P=(P—0PF e ax(P—0)
e applicando la (21). Per la terza si osservi che

P X
aﬁnhu.lvnh.. MHACHM

e si applichi la definizione (53). Essendo poi, per la prima,

P—QO=rgradr = M| grad r*®

risulta subito la quarta, per la (59). L'inalmente per Tul-
tima si noti che 'omografia

& una omografia assiale il cui vettore & a, e poi si ap-

plichi la (53).

3. Dimostrare che 'equazione vettoriale della
cicloide ¢

P_O=rypa-tria—riei?a,

e Hﬁms.m lo studio di essa.

Sia 7 il raggio del cerchio di centro G che rotola su
di una retta fissa parallela ad un vettore - unitario a; O
la posizionk iniziale di P. Sara, § 4,

n:—u

P_-G=¢ (C—G);(C—G=—ria; C—O0=rya;

quindi risulta equazione da dimostrare.
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Sappiamo, § 6, che il vettore t & parallelo a MHM e poi-
cht ?
. d P T Lt 5
N\._N|m.u.|.qnm.|wm 1ad — — C
Aq
“
5 ~
No I
" -
.f’.' “
~| |
Wi, !
!
1
. 1
o
bl
T § ]
a o o L
§ o
1 |
! I
i i
g
14
Sy
1 1
i
B\
Oy
A 5 o N

si deduce che la normale in P, essendo parallela al vet-
tore P — C, passa pel punto di contatto C. Risulta pure

che
dP
mod ~—— =mod (P — C) = mod &m e
4y

d v

2
=
%J
=

% ]‘t’.

integrando si ha per Parco contato a partire da O
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Inoltre ¢
d.
C—P= il n:
dy
d: P i el I fd.o\?
— / s __MW — —_— .H i S ey = =
i Yie A £ PPy [_u,u A;%v

per la (27). Moltiplicando scalarmente si trova

== A ammﬁmﬂwgoa Cui.ﬁ,:

il raggio di curvatura ¢ doppio della "normale geometrica.
Il centro di curvatura P, viene dato da

Pi= Pr=a{C— 83
¢ s¢ poniamo:

0, =04rna—2ria, d—n=—4¢p
si ha:
: . g
P,—O,—=r¢,atria—rie " a

cioé: Vevolula di una cicloide ¢ una cicloide cguale.

4. Determinare 1’ equazione vettoriale della
epicicloide, .

Se R ed r sono i raggi dei due cerchi ed b la distanza
del punto P dal centro del secondo cerchio (quello mo-
bile), a un vettore unitario costante, si ha

R+ r

i P
SR

hua.lnu”ﬁm+\_.vm§w|~_n a.

Mutando » ed b in — v, — b si ha una ipocicloide.
Collo stesso metodo del precedente esercizio si trova

che 1a tangente & parallela al vettore P — C, C cssendo
il punto di contatto dei due cerchi.
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Si puo anche dimostrare che la epicicloide pud essere

riguardata come una ipocicloide in cui
hR h )

Hpa, AR b,

| u_!I -
1 _u.u“_ . ?

=R—4r;

infatti sc facciamo queste sostituzioni nella

I E. i Ay
g 1% BT "1 ﬂp
PL—O=(R, —r)e ™ athe a
e po ke =
poniamo ¢ - TR tisules P= P,

5. Determinare l'equazione vettoriale dell’e-
lica cilindrica.

Se r ¢ il raggio del cilindro, i e k due dei vettori fon-
damentali, » un angolo costante, ¢ una variabile, si ha

P—O=re 14rtanga -ok.

Coi metodi dell’esercizio 3 si trova subito

|..~. ﬂ hﬁ|©
b costar ¥
essendo M la proiezione di P sul cerchio base.

6. Dimostrare le seguenti formule relative
agli invarianti di una omografia :-

HwAR+vaHHwR+me+r9 HAmIIHHARm__V
I (@ Do)=1 (D a)y

La prima si deduce subito dalla umnosam delle (29); per
Paltra osserviamo (42) che

@ -Da={Day+VaADa;

i
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poscia se ci riferiamo alla terna di direzioni unite della
Da, e diciamo B la omografia Ve A 1) e, si vede subito,
per essere Ded parallelo ad 1, che i< Bi=0; quindi

: et L f—=o0; ¢ la seconda & dimostrata.

Dimostrare che tra gl invarianti e le po-
tenze di una qualunque omografia ha luogo I'i
dentita di Hamilton-Cayley :

o G Rw;.gua .QlﬁwR”O.

1

Nelle prime due equazioni (29) mutiamo rispettiva-
mente w in «®w e in @ w: combinando poscia le tre
equazioni risulta I’identita

uAvxle—ILa a4 Lo o—Lalw=0;

quindi per arbitrarieta di u, v, w, risulta Tequazione da
dimostrare.,

L’ identitd & utilissima: per es., si pud agevolmente di-
mostrare che _

Basta applicare Didentitd alla omografia Ka e poi su

questa operare con @&

8. Dimostrare che esiste un’omografia R «
tale che

Ra(xpy)—@x) A0y
e 1noltre :

Ko -Ra=Ra Ka=I,oa.
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Am i i Pesi i
messa infatti Pesistenza di tale omografia, pel teo-

rema di commutazione (46 1zi i
G (46) e per la definizione (29) ri-

Ko -Ra(upv)xw
(o N o
lmacu‘\;,_QEVXREHF}J\X%.;9

e per larbitrarieta dei v i i
p itraricta dei vettori u, v, w, risulta la prima

e e ! :
zo. relazioni date. Lissa poi, valendosi della identita di
Hamilton, pud scriversi

Ka -Re=Ka(Ka?—T,« -Ka+1,a);
quindi
hao—=Kae =l 6. Kal'lr

la quale dimostra I'esistenza di R o; ecc

CAPITOLO 11.

VELOCITA ED ACCELERAZIONE.

w,H.memﬁcnm:mom:m_\:mﬁnm.llcmommw
movimento il variare delle posizioni di una parte
dello spazio, rispetto ad un’altra, riguardata come
fissa, col variare del tempo. La Meccanica si
propone lo studio delle leggi e delle cause del
moto. Quella parte poi che si occupa dello studio
delle proprietda geometriche del movimento, fatta
astrazione dalle cause che lo producono e dai
corpi che ne sono animati, dicesi Cinematica. Essa
si fonda sui concetti di spazio e di tempo e per-
cid suol definirsi come geometria del movimento
o geometria a quattro dimensioni; ¢ giova pre-
metterne lo studio a quello della Meccanica pro-

priamente detta. (*)

: -

(*) L’importanza e la convenienza dello studio della ci-
nematica (detta in passato anche Foromomia), da premet-
tersi a quello della Dinamica, furono riconosciute da
dArEMBERT, EuLEr [Novi Comm, Acad. Petrop., v. 20

4 — MARCOLONGO.
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