VITO VOLTERRA

La matematica e la scienza del suo tempo

di Giulio Krall

N romangiere celebre, acuto e geniale, visitava in una grande citta

le gallerie di storia naturale insieme con uno dei conservatori che

gli deseriveva con molta compiacenza ghi animali fossili istruendolo
nel miglior modo fino ai terreni pliocenici. Ma alloreh¢ arrivarono dinanzi
ai primi vestigi dell'vomo, volse la testa ed alle sue domande rispose che
quella non era pid la sua vetrina, Egli senti la propria indiscrezione & non
insistette oltre gincché, cosi concluse, nen si dovrebbe domandare mai
ad uno scienziato d sgreti dell’'universo che non gono della sua vetrina,
Raccontando questo aneddoto, Vito Volterra osservava con altrettanta
acutezza che, se ad uno spirito fine, ma talvolta paradossale, com'era quello
di Anatole France era permesso trarre da si ingenua avventura che j.{li
seienziati sono la gente meno curioss del mondo, & che per ciascuno di
essi, ¢id che & trova fuori della loro vetrina, non li interessa, egli si sarebbe
ben gnardato dal trarre una conseguenza: anzi, avrebbe considerato piut-
tosto quel fatto come un simbolo che rappresenta la m_\'f-tlr:l.lv e Bpesso
giustificata e doverosa ritrosia che hanno celoro che si dedicano ug]lt rsll}dl
di esporre idee ed affermagzioni fuori dal campo in cui #i evolgono di golito
i loro pensieri ed in cui si aggira la loro attivith scientifica. ¥ soggiungeva
che, anzi, negli nomini di seienza la curiogitd & ben grande di guardar fuori
e lontano perché in essi vivo ¢ il desiderio di frugare nella vetrina degli
altri per ben conoscere il valore della propria ed il fare talvolta un inven-
tario comune fra colleghi vinee proprio quel riserho che tratteneva I'amico
di Anatole France dinanzi ad un estranco.
Per chi gi & dedicato agli studi di matematiche, tale curiosith e simile desi.
derio sono anche melto maggiori che non in coloro ¢he si occupano di altre
diseipline. 11 matematico si trova infatti in possesso di uno strnmento
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mirabile e prezioso, creat sforzi aceumulati per lungo andare di
secoli dagli ingegni pin acuti e dalle menti pitt sublimi ehe siano mai vissute.
Il matematico ha, per cosi dire, la chiave che pud aprire il vareo a molti
oseuri misteri dell'Universo ed un mezzo per riassumere in pochi simboli
una sintesi che abbraccia e collega vasti o disparati risultati di scienze
diverse. Mentre egli impiega la propria vita e le forze del sno ingegno nel-
laftinare e perfezionare i suoi metodi e nel renderli adatti ¢ pronti adogni
pii delicata ricerca e ad una sempre pit vasta comprensione di fatti, ¢ di
continuo premuto da un'onda crescente di studiosi che gli chiedono aiuto
e spesso sperano da lui pin di quanto egli non possa dare. Sicchd a parte
rari spiriti, altamente speculativi ai quali & possibile spaziare nella sfera
dei numeri e degli enti astratfi della geometria e della logica, indifferenti
a tutto cid che ai agi vive e si trasforma d'intorno, ¢ naturale nei pin
il desiderio di volger la mente fuori della cerchia della pura analisi.

Rievocando questi pensieri del Volterra che si ritrovano nel suo discorso
della” solenne apertura dell'anno seolastico 1901 all'Universitd di Ror

e riappaiono come tema nei saggi successivi su la Scienza o le Matematiche
in generale, halza subito innanzi nell'inseguirsi dei ri i 1 Perso.
nalith nel campo del pensiero: matematico per la mater un Tare
spirito; matematico per la scienza e le sue tecniche appli i

Per chi serive, guardando sul proprio tavelo di lavoro, riavvicinati i suoi
libri maggiori, la raccolta dei suoi seritti, si rischiara tutto il tempo lontano,
or son pin di venticingue anni, quando, assistente di un maestro indimen-
ticabile, Tullio Levi-Civita, fu, per sua proposta, accolto assistente anche
dal Volterra con l'ine: di supplirlo durante le sue missioni seientifiche.
Per la meceanica superiore, quella supplenza dura ancora, altri la conti-
nueranno, tutti attendendo che a quella eattedra il Maestro ritorni.

Cosi, quanto meno con la buona volontd, si ripetono, anno per anno, ai
superstiti cultori di meceanica pura le sne grandi idee generali su gli aspetti
funzionali della meccanica, quello ereditario dei fenomeni isteresi,
quello finalistico dei principi integrali dell’ Humilton, della minima azione,
lo stesso aspetto deterministico, newtoniane, ai quali si viduce quello fina-
listico ed anche quello ereditario, almeno per certi tipi molto generali di
memoria dei materiali. 8i tratta di memorie invarianti nel tempo, studiate
profondamente dal Volterra con riguardo ai nuclei ereditari ch'egli chiamd
allora del ciclo ¢hinso e quali &i parlerd in ). E ricorrono di
conseguenza quelle eguazioni i © por il suo nome, tanto
feconde in teoria dell’elasti in elettrodinamica, sempre quando il passato
sembra agire sul presente, quando i corpi elastici ricordano le deformazioni
subite, i dielettrici ricordano gli spostamenti elettrici e i corpi magnetici
gli spostamenti magnetici. Ed andando pit in 14, dal mondo fisico-matematico
in quello biologico, dove i parametri pin immediati per un matematico
sono i numeri degli individui che costituiscono varie specie conniventi,
tutte purtroppo e necessarinmente sotto il segno della lotta per la wvita,
#i trova il modo, sempre secondo il Volterra, di metter in atto quelle equa-
zioni. E eid particolarmente sotto quegli aspetti anche pitt complessi di
equarioni integro-differenziali, da lui gid studiati in elasticith ed in elettro-
magnetismo, per il caso in cui =ui coeflicienti di acerescimento della specie
grava 'ereditarieta.

Dalle equazioni del Volterra, anzi dal metodo che egli istitul per rizolverle,
pagsando al limite le regole invalse per i sistemi lineari di equazioni alge-
briche si accede poi alle equazioni di Fredholm che attualmente dominano
tutta la fisica matematiea o, forse pit precisamente, come diceva Som-
merfeld, tutta la matematica fisica. In guesta, per i contributi innume-
revoli ¢he egli apportd in ogni suo campo, il Volterra & universalmente
considerato tra i grandi Maestri,

Pereid, ricordando la sua opera si arriva dove si vuole: ad accennare o
ad approfondire qualunque ramo della scienza del suo tempo et ult
come tra poco si va a vedere,

Nato nel 1860 ad Ancona, rimasto orfano di padre a soli due anni, si trove
il eammino scientiflen, per il quale sin da giovanetto dimostrd subito una
particolare inclinazione, contrastato dalle ordinarie difficoltd della vita.
Ma per breve tempo perd. I1 Roiti, fisico geniale di Firenze, autore di
un classico trattato di fisica sperimentale, pieno di spunti attuali ancor
ogei, lo nomind, che non aveva ancora incominciati gl studi universitari,
preparatore nel suo laboratorio. E gli evitd cosi ogni perdita di tempo,
concedendogli di prepararsi per il concorso alla Scuola normale superiore
di Pisa ch'era allora, per felici congiunture, nel suo massimo splendore,
Insegnavano infatti in quel celebre studio, che garegginva con quello di
Gottinga in Germania ¢ di Cambridge in Inghilterra, Enrvico Betti la fisica
matematica e la meceanica celeste, [Tlisse Dini il caleolo.,

Con tali maestri di cui ancor oggi & vivo il ricordo neghi allievi e, per riflesso,
negli allievi degli allievi, egli & laured nel 1882, Nominato as 1
Betti ne risenti appresso la suggestione per la fisica matematica, per 1'ela-
aticitd in particolare. A questa infatti egli diede molti anni dopo la teor
delle distorsioni, come si vedri certo ispirata da quella nozione di connes-
sione che inaugura la topologia, alla quale il nome del Betti & legato indis-
solubilmente attraverso certi numeri fondamentali che portano il suo nome,
Nella teoria delle distorsioni ritrovo fra altro I'estensione di quel teorema
di reciprocitd del Betti che & noto a tutti gli ingegneri.
Dal Dini ebbe la suggestione per la speenlazione astratta cui portd subito




contributi essenziali. Forse proprio attraverso i suoi primi studi su cerle
funzioni strane, derivabili ma non integrahbili (secondo la definizione rie-
manniana), ha inizio la nogione di integrale secondo Lebesgue, Quella stessa
che inangurd la moderna teoria dell'integrazione, costituitn ormai in dot-
trina, materia e titolo di celebri trattati.

L'anno dopo si bandl il concorso per la eattedra di meccanica razionale
all' Universitd di Pisa. Erano di commissione Engenio Beltrami, Francesco
Brioschi ed il Betti. Volterra rinsel primo ed a soli 23 anni divenn
stro nella senola che ebbe allievo,

Gli auspiei non potevano in veritda esser migliori per nomi tanto memo-
randi dei eommissari, nomi che ancor ricorrono, aceanto a quelli di E, Bel-
trami ¢ Luigi Cremona, nei discorsi degli anziani, con ammirazione ¢ rim-
pianto, nom dell’'epoca eroica delle matematiche in Italia e delle nascenti

seuole di lwgueria.
Principio felice, anni fecondi!

Sono di allora le ricerche sulle funzioni di linea ¢ sulle lore applicaz
alla fsies matematica, In gqueste si estende la nozione di funzione di un
punto a guella di funzione della forma di una linea, d'una superficie, di
una varietd e & pongono i fondamenti del moderno ealeolo funzionale,
Ma per valutare In portata dei nuovi concetti che egli ha introdotto ¢ spie-
gare Pinfluenza che essi hanno avuto sullo sviluppo dell'ana non si pud
non soffermarsi sia pur brevemente su questo caleolo funzionale al guale
pitt di ogni altro & legato il suo nome.

1l ealeolo Tunzionale,

1l concetto informatore che lo guidd a gettare le basi del ealeolo funzionale
ed u costituirlo in dottring & semplice e lucidissimo: secondo Diric
una variabile & funzione di un’altra variabile se, ad ogni valor
?mnﬁit&imrrin]mnde entro limiti assegnati un valore della prim:
Ina tale definizgione, indipendente da ogni rapporto analitico tr
atesse, appare spontanea e naturale considerando un qualsinsi fenomeno
dove due guantith variano simultaneamente ed in maniera tale che i valori
dell'una ndono da quelli dell’altra. Ora, ponendosi proprio da un tale
punto di vista, per la suggestione offertagli da questioni fisiche ed anali-
tiche dove una o pin quantiti dipendono addirittura da tutti i valori in
un intervallo (della variabile indipendente) di una o pin funzioni, il Volterra
& gunto alla nozione di funzione di linea (o di linee) o di funzionale.

Cosi la temperatura in un punto di una piastra riscaldata ai bordi dipende,
a regime stazionario raggiunto, da tutti i valori della temperatura T
bordo. La wariabile indipendente & Uarco s del bordo stesso, la linea (del
diagramma [T, 8]) & data dalla asségnata funzione T = T (2).

In elettromagnetismo, un punto magnetico in presenza di una corrente
ha uns componente della attrazione dovuta al eircuito che varia con la
linea che lo costituisce. Non occorre quindi insistere che, parlandosi di
funzione di linea o funzionale, & intende qualeosa di ben diverso dalla
ordinaria funzione di funzione: ® = @ (z) dove O corrisponde ad un valore
di ¢ per un erico valore della variabile indipendente, ¢ non u tutti i
valori di ¢ nell'intervallo della suddetta variabile. Pereid, ad evitare ambi-
guitd, per un funzionale si usa, secondo Volterra, la notazione ormai classica,

(1 D= d[g].

B

Naturalmente la suggestione pid forte di funzione di linea derivd dal eal-
colo delle variazioni,

I questo dedicato alla. determinazione di quelle funzioni, cosidette estre-
mali, per le quali una certa quantitih che da esse dipende rvisulta estrema,
massima 0 minima, Tali fungioni rappresentano linee nel problema de
geodetiche, ciop della determinazione su di una superficie od una varieta,
della linea di lunghezza estrema, minima o massima, che unigee due =noi
punti Py, Py Sono geodetiche le rette nello spazio euclideo, i cerchi mas-
wimi s sfera, ece.

Sono estremali | raggi luminosi nel problema delle linee di minor tempo
di percorrenza, cosidette brachistocrone, in un mezzo in eui la veloeitd
@ funzione del posto, siceome ad csempio la vel i della luece & funzione
dell'indice di rifrazione del mesz cui si propaga.

Sono infine estremali le traiettorie di un punto materiale o di un punto
ideale, rappresentativo di un sistema ad » gradi di lib in uno spazi
dimeusiuns{;a di metrica opportuna, legata all’espressione dell’energin cine-
tica ed al Pnl‘enziul(-..

Tale traduziong geometrica di un problema dinamico deriva dal principio
della minima Azione A, la minima Actio di Leibnitz-Maupertuis nella cor-
refta espressione data, appena un secolo dopo, da Hilder,

Si noti che la lunghezza L. il tempo di percorrenza T, I'Azione A sono
evidenti funzioni di linee o funzionali del tipo [1]; le geodetiche, i raggi
lnminesi, le trajettorie dinamiche ne sono le estremali.

La caratteriszazione di queste estremali gi riconduce alla estensione della
nozione di estremo di una funzione ordinarin a quello di un funzionale:
debbono precisamente esser nulle le variazioni del 10 ordine 8L, 87T, 8A di
L, T, A gquando Vestremale ¢, a priori incognita, si varia in tutto linter-
vallo di una funzione &9 piceola del 1¢ ordine e (generalmente) nulla agh
estremi P, e Py .

L'analogia del problema variazionale con il problema dell’estremo di una
funzione [ di unn o pin vaviabili @, ry, ... oy che indicheremo compendio-
samente con @, ¢ evidente. Nel punto di estremo r deve risultare nulla
la variazione, la somma essendo sottointesa,

=feodr, (=0

Poiché le 8r sono arbitrarie, si possono scegliere ad esempio tutte nunlle
salvo una e cosi ordinatamente per ognuna delle variabili, debbono neces-
sarigmente annullarsi tutte le derivate (parziali) f,; da qui seguono n
equazioni per il caleolo delle .

Orbene, Eulero ¢ Lagrange hanno dato il modo di ealeolare la vari
8@ di @, conforme alla 8f, quando si variano plausibilmente le 1

zione
e da

VITO VYolterra e Carlo Somigliana il giorne della laurea (1881).

eni dipende e di esprimere quindi, dalla condizione 80 = 0 (per i pro-
blemi considerati L = 0, 8T = 0, §A = 0 le equazioni differenziali (cosid-
dette lagrangiane nei problemi dinamiei, euleriane in ogni caso) per il cal-
colo delle estremali.

Lia nozione di prima varinzione 80 di un funzionale corrisponde alla nogione
di differenziale &f del caleolo ordinario. Ora il Volte &1 @ proposto, a
partire da questa, la sistematica estensione di ogni altro teorema del cal-
colo ai funzionali ed & nato cosi il « caleolo funzionale s,

Fondamentali la nozione di sviluppo in serie di Taylor, di Mae-Laurin,
la nozione di sviluppo in serie di potenze, dei problemi di inversi
Ia teoria delle funzioni implicite, la teoria delle sostituzioni infinit
ch'egli aveva gid brillantemente applicate nello studio dell
differenziali lineari.

Impossibile soffermarsi in gquesto campo vastissimo, senza finire mai, Perd,
per fissare le idee, e perché quanto segue non =i riduca ad una enuncig-
zione di risultati che potrebbe interessare al pin chi gid pin o meno li
conosce, consideriamo ad esempio la serie delle serie; quella di Mae Laurin,
Sempre parlando alla buona, e precisazioni a parte, essa si serive noto-
rinmente:

e,
me
p equazioni

N a*
[2] fla) = f(0) + @ [o(0) + 5y fael0) 4 ...

convenendo di porre per brevitd ... per i termini di ordine superiore in #2 e

; df 7 dzf
Is di * Jax dirt .

Nell'ambito di una elasse vastissima di funzionali:

 — o]
Pespressione corrispondente alla [2] indicata dal Volterra é:
[2a]

s e e i J
Dfp] = wq (x)+ ‘[ Kir.x") gl de’+ 5 .'J K (e, ) @ (@) @ (") die’ dn’ 4- ...,

con K ('), K (o' x”) derivate funzionali prime, seconde eco. di &,
intendendosi per derivata funzionale il rapporto limite tra 'ineremento Ad
di @, eorrispondente ad una locale deformazione di g in 2, ¢ Uarea AS
racehi tra ln linea localmente deform n x" e loriginaria . In merito
clr, fig, 4 ¢ successive precisazioni. Tale uppo, come quello di Mae-Laurin
serve nel problema fondamentale della inversione. Cid s vede nei termini
seguenti: da una funzione: [ = f(r) si trae Pinversa: & = x(f), talvolta
immediatamente (ad es. per f = x* s ha subito » = + If; per | = sin .
si ha # = aresin [ ece.), tal'altra, solo superando difficolta.”

Il pin modesto cultore di astronomia conosce 'equazione di Kepler:

i esin =1, con | n{t—i) ;s
che, per un pianeta, lega, istante per istante, I'anomalin eccentrica w

all'anomalia medis | e definisce quindi in {forma implicita la w in fun-
zione di . Ma per risolverla, cioé per render esplicita la w in termini
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di ¢ con la precisione che & spesifica dell’astronomia di posizgione, guante
ricerche e gquante finezze!

11 eriterio base di tutte le inversioni & in ogni caso lo sviluppo di Mae-
Laurin, Se ei & limita a piccoli valori di », eosl che siano trascurabili le
otenze di secondo ordine e superiori dello sviluppo [2], si ha la relazione
ineare, prima approssimazione della inversa:

f— 1)
B “=hio) *
risultato che s pud render precigo quanto si vuole con regole ad hoe,
ormai usuali, Ma nel calcolo funzionale I'ambito lineare & sufficiente
r cogliere, non senza difficoltd, una folla di risultati analitici specifici
itutti i capit.oli della fisiea matematica, che necessariamente ¢ preva-
lentemente lineare. Lineari sono le equazioni dell'elasticitd, dell’elettro-
magnetismo o di Maxwell, dell'idrodinamica, dell'nerodinamien anche se gh
aspetti non lineari &i rendono perd ogni giorno pitt attuali nei problemi tee-
nici pil disparati, primi fra tutti quelli della gasdinamica che pone Pavia-
Zione Supersonici,
Con riguardo all’equazione funzionale fondamentale della fisica matematica

D] = . f(x)

si ha dallo syviluppo [2a] nell'ordine di approssimazione e in analogia con
la [3],

8a] wflw) = aglx) 4 I K ) pla’) do’

I'integrale essendo esteso all'intervallo che s considera.
E questa non & pin una semplice equazione algebrica lineare in » come
Ia [3], &, come vedremo, un'equazione che ne racchinde infinite, inten-
dendosi dire che per risolverla rispetto a ¢ oecorre rifarsi ad infinite equa-
zioni, naturalmente ancora lineari. £ un’equazione che il Volterra risolvette
per primo, quando il limite superiore & variabile, che il Fredholm risol-
vette qualche anno dopo, nel caso considerato. Essa ¢ specifica di tutti 1
problemi della fisica matematica. Suecessivamente, il Volterra ha dato la
soluzions della [3a] completata dei termini di ordine superiore in .
Ritorniamo perd al coneetto di funzionale.
Posto sulla via delle estensioni egli zostitul il campo complesso al campo
reale e scaturirono i funzionali analitici e tutta una teoria promossa d&ﬂn
seuola italiana ehe da lui ¢ derivata.
Variabili del eampo funzionale sono qui le funzioni analitiche nel senso
di Weierstrass: ma la teorin puo essere svolta sotto i tre punti di vista elassici
del Riemann, di Cauchy e del Weierstrass di eui si dird in appresso.
Un passo anche pilt sostanziale si ¢ fatto con l'introduzione, proprio come
in teorin delle funzioni, delle geniali scoperte del Cantor che &1 sintetizzano
nella sua famosa Mengenlehre, la teoria degli insiemi.
Come le funzioni ordinarie si considerano secondo le attuali vedute non
{:il'l in un intervallo, ciod per tutti i valori della variabile compresi fra due
imiti, ma definite su un aggregato qualungue con tutte le necessarie esten-
sioni dei concetti di continuitd, derivabilitd, integrabilita, ece., cost i
funzionali si riferiseono ad un insieme di linee continue di un piano com-
prese nell'intervallo definito da due curve che non s tagliano. 1 poiche
eerti caratteri degli ecati quali Pordinabilitd, la numerabilith, equi-
valenza, sono indipe niomi dalla natura degli elementi che li compongone
si presentd naturale e spontaneo di assumere come variabile indipendente
— se & lecito chiamarla cosi — non pit una linea, una superficie, una varieti,
ma un elemento di natura a priori indeterminata, dungue non pin oltre
definito che o elemento » o « punto s addirittura. 11 campo di questi punti
venne chiamato spazio e per certi snoi particolari caratteri, con felice
locuzione, «spazio astratto »,
Come al vecehio campo della variabile indipendente venne sostituito il
campo funzionale e, nella =ua ultima evoluzione, nuno aljuxio astratto,
altrettanto pud fargi, come osservd il Volterra, per la variabile dipendente.
Allora ad ogni elemento non corvisponde piit una quantitd, un numero,
ma un altro elemento, cioé una linea, una superficie, una varietd. Ed alla
variabile dipendente non resta quindi che attribuire un campo funzionale
¢ in definitiva, uno spazio astratto,
Il caleolo funzionale & guindi lo studio delle og(eraziuni (funzionali) che
tragformano i punti d’uno spazio astratto in punti di un altro spazio astratio.
Esempi anche elementari non mancano davvero. Busti pensare all'opera-
zione fra le pit semplici, ln derivazione: ad ogni funzione (elemento) cui
viene applicata cormsponde un’altra funzione. Le equazioni differenziali
lineari porgono un esempio anche pit suggestivo; tutta la famiglia inte.
grale che rappresenta le loro soluzioni dipende dalle funzioni (della variabile
indipendente nel senso ordinario) che costituiseono i loro coeflicienti. Ed
in questo genso il Volterra, in una memoria fondamentale dei Lineei (Roma,
1894) tratto « I fondamenti della teoria delle equazioni differenziali lineari ».
Per gli spazi astratti occorse in primo luogo istituire i concetti di dimen-
sione, numero di dimensioni ece. Apparvero immediatamente grandi sor.
prese, ameni inganni per i contrasti tra le deduzioni logiche ¢ i suggeri-
menti, insidiosi, della intuizione qual si ritrovano nelle andaci concezioni
del Cantor.
Non sono forse, dal suo punto di vista equivalenti tra loro, un segmento,
un guadrato, un eubo, e e1d nel senso che si pud stabilire una corrispondenza
biunivoea ¢ completa tra i punti che I costituiscono?
Non vien perd forse meno il eontrasto con Uintuizione gquando si introduce
il concetto della hicontinuitd ?
Difficoltd logiche, difficoltd intuitive, novitd, scoperte sorprendenti, un
nuoyo mondo di inesauribili verita & & aperto con questi studi, per merito
della seuola matematica francese, dove le suggestioni del Volterra, espresse
in eorsi regolari, taluno memorabile, alla Sorbona dove era professore
;%gregam, ed all'lstituto Poineard, ebbero particolarmente per merito del
ves e del Frechet gli sviluppi pin alti.
Llinfluenza di quei corsi & stata tale che a buon diritto si pud considerare
il Volterra anche tra i maestri diretti della grande seuola matematioa
di Parigi.

Oggi, una giovane schiera romantica di cultori della ‘cosidetta analisi gene- .

¢ Naturalmente, i teorici non si appagano né dei metodi grafico-n

rale, ignorando il passato da eui ha tratto vita, ignora la stessa paterniti
delle idee fondamentali alle quali si dedica e con grande suceesso. 1 risultati
si raccolgono in dottring e si consolida sempre pin il caleolo funzionale.
Nessun dubbio perd, per c¢hi guarda spassionatamente lo sviluppo del cal-
colo infinitesimale, il caleolo sublime delle nostre prime facolti di seienze,
e, parallelo, lo sviluppo del caleolo funzionale, che il Volterra assume per
questo la posizione che nel primo hauno i maestri immortali.

Lo ricerche sulla estensione agli spazi n dimensionali
delle Tunzioni di una variabile complessa.

La teoria delle funzioni di una variabile complessa costituisee Pesempio
forse il pin suggestivo di quelln interdipendenza, quasi metafisica come
1a chinmava Sommerfeld, tra eid che & matematicamente interessante con
quanto & fisicamente interessante. 8i ¢ questa sviluppata in tre indirizzi:
secondo Canchy, partendo dalle condizioni di monogeneith per arrivare
al teorema che la compendia con una classica formola integrale che porta
il suo0 nome; secondo Riemann, partendo dall'equazione di Laplace per
arrivare alla nozione di trasformazione conforme che domina lidrodinamica
piana; infine, secondo Weierstrass e Mittag-Lefller, partendo dalle serie
di potenze considerate, come elementi della funzione complessa, per arri-
vare alla nozione fondamentale di prolungamento analitico su eui si impernia
Tanalisi locale et ultra di gueste funzioni.
Il Volterra, nelle sue estensioni dal campo a due dimensioni legato alla
variabile complessa:
F=a+1iy

a varietd n dimensionali segui tutti e tre questi indirizzi ed arrivd sempre,
non gid a estensioni in certo senso formali ma ad autentiche scoperte nelle
quali, golo in parte, si riflettono i risultati classiei che naturalmente riap-
aiono quando n = 2,

Va subito notato che, gih il Weierstrass, dopo aver esaurita lo teoria nell'in-
dirizzo locale e successivaments con particolare riguardo alla analisi eritiea
dell'indirizzo riemanniano (tutto soffuso di intuizioni fisico-matematiche
aentissime, per loi tanto andaci e inesplicabili quanto per Helmholtz erano
evidenti), considerd il caso delle fungzioni di pin variabili complesse. Ed
inizid cosi tutta una serie di ricerche che furono sistematicamente prose-
%ulte soprattutto da Peincard, Levi-Civita e Severi.
Come appare dalle due definizioni della generalizzazione, secondo Volterra
® secongo Weierstrass, si tratta di due direzioni di indagine diverse, trat-
tandosi in un caso di definire una funzione di variabile complessa in una
varietd ad n dimengioni, nell'altro di definire invece una funzione in una
varietd di due o pin variabili complesze. Ma come =i vedrd indirizzo del
Volterra, a priori forse pit generale, riporta quando si vuole nell’indirizzo
del Weierstrass che, sino ad ora, ¢ stato giﬁ seguito.
Per intendere quanto in appresso si considerino e cio valga anche a titolo
di richiamo di nozioni classiche, due funzioni @ ed F dei punti I* del piano
complesso x, y, ¢ sia:

Q=0 +i0;, FP=F +iF,, (1=1—T1)

i essendo Pimmaginario | — 1 e @ ed F funzioni di », y . Sia P* = P 4 AP
un punto prossimo a P e A® ¢ AF lineremento di @ ed F quando da P

gi passa in P,

Cauchy & @& chiesto sotto quali condizioni il rapporto:
A

[4] lim. e /

quando P’ = P & indipendente dalla direzione PP’

uando sia semplicemente F = 2 4 iy, tali condizioni =i sintetizzano in
moilo estremamente concigo, sono le condizioni cosiddette di monogeneita.
Allora le @, @, soddisfano equazi di Laplace:

(] AD =0,

e costituiscono due famiglie ortogonali, ¢id che significa ehe le curve @, —cost.
rispettivamente @, — cost. si tagliano ortogonalmente fra loro e sussiste
la condizione specifica tra le derivate secondo la normale » e la tangente
s in un punto comune di @, e @y,

o V. B
[61 dn —  ds

Basti aver accennato alla [5], Mequazione fondamentale delln fisiea mate-

matiea, per intuire come la teoria delle funzioni di una variabile complessa

trovi applcazione in una folla di quistioni: idrodinamiche, di teoria del

calore, dell’elasticita. che in quella equazione si esprimono.

In idrodi ica, @, rappr fa il potenziale di velocita, cioé quelln fun-

zione di eui le derivate rapporto ad » ed y danno le componenti secondo o

ed g delln veloeitd in un punto.

Le linee @, = cost. che tagliano ortogonalmente le linee equipotengiali

@, — cost, rappresentano le linee di corrente. La loro conoscenza ha indubbio

interesse e gli idraulici pongono continuamente ai matematiei il problema

della loro ﬁeterminmimm che, sotto lassillo del tempo, risolvono con

metodi grafico-numeriei pit 0 meno opportuni. [
Gli sperimentatori visualizzano quelle linee ad esempio iniettando filetti

fluidi colorati nelle correnti e studiano la distribuzione delle velocitd inter-
rompendo quei filetti con cadenza opportuna oppure sovrapponendo, per
aver un r&nudm completo, ai filetti continui di colore denso un mitmgﬁ:.:
mento eadenzato, diffuso, di colore pin leggero, Cosi ottengono effetti sug.
gestivi: una vera e proria pittorica espressione della teoria delle funzioni,
L'equazione di Laplace ehe & evidentemente la equazione del campo idro-
dinamico pud a ragione chiamarsi anche I'equazione del campo delle fun-
zioni di variabile complesse in quanto, ad ogni teorema idrodinamico i
sponde uno analitico e viceversa.




&

Visualizzazione delle linee di corrente in una turbing (fig. 3).

di integragione né dei metodi sperimentali; essi dispongono della nozione
fondamentale di trasformazione conforme, espressa dalle relazioni:

€, Dy (e y), Py = Gy (r, %),

quadrettato » — cost, a corrispondere un q
infinitesimale, cid che che nella trasformazione 'orditura
ortogonale anche isometrica, ciod tale che, punto per punto, la seala
o la stessa sulla tangente di @, cor su quella di @, . Cid implics, come
enza immediata, la conservazione degli ang nel passaggio dal
¢, y al piano @, @,
v @y ¢ B, soddisfano 'equagione di Laplace ne segue che, ove sia
nota la trasfor ione conforme di una figura elementare € in una €'
e per la @ considernta come profilo in una corrente sig risoluto il pro-
blema idrodi co, questo problema ¢ risoluto anche ]Ill e
Cidy avviene ad esempio per i poligoni a lati rettilinei o formati da archi
di eerchio, figure che s sanno rapportare sul cerchio e poiché per questo
& nota la famigha dei filetti fluidi o delle L equipotenziali delle correnti
che lo investono, tutta una serie di quistioni idrodinamiche resta risolta.
Fatti questi cenni estremamente sommari sul grado di evoluzione cui era
wiunta la teoria delle funzioni di una variabile complessa s intuisce come
venne spontaneo il desiderio di aprire nuove vie di indagine in questo
campo tanto fecondo. Una venne offerta al Volterra dalla ricerca della
estensione della nozione di monogeneitd da due ad » dimensioni. Mante.
nendola tal quale Canchy aveva formulata, eioé ammettendo che il rap-
porto A® : AF rimanga inalterato per qualunque direzione PP’ nella

Caleolo della derivata di una Tunzione @ df une linea S (Tig. 4).

varieth » dimensionale apziché nel piano, non arrivo a niente di nuovo,
angi, ad una quasi ripetizione delle condizgioni di monogeneita. Ma negh
spazi a pin dimensioni non & hanno solo funzioni di punti ma, come egli
pagervd per primo, funzioni di linee, di superficie ece. Soffermandosi sulle
funzioni @, I di nuna linea 8 gli veune fatto di pensare alla loro derivata
rispetto alla linea, eiod i limiti per AX - 0 dei rapporti:

AD AF
7 o >

quando, fissato un punto P di 8 si varia 8 (efr. fi
cosl da limitare un'area A in un piano qualungue pa

4) nell'intorno di P
ante per quel punto.

Allora, @ ed
monogeneiti
formiti eon

ano di AP e AF, e l'estenzione della eondizione di
re evidente: deve essere con rignarde alla [6] in con-

AD
da bim. —5— =
[#a] AT /
indipendente dall'orientamento del piano contenente X
Quando questa proprietd & soddisfatta la @ & chinmata, secondo Volterra,
isogena rispetto alla F. Le condizgioni di isogeneitd quando sia ancora
0 =, Iy +iFy con @ ed I funzioni di P, si esprimono
COT e ralizzata di quella i Laplace, di architettura analoga
all'equamone originaria nella quale naturalmente vicade per il caso delle
due dimensioni ¢ quanto sia F iy,
Quando @ & una funzione di linea ¢ ¢ funzione di punti, la condizione di
irogeneita assume un aspetto che ric quello specifico dell'ortogonalita
tra le funzioni coniugate. 5i ha 'equazione funzionale di aspetto analogo
alla [6]:

diy de

£ 5
[6a] ds dn

10 di B; conga
anche la coniu-

sendo I derivata di o rispetto ad §
Armno in tutto il campo. In tal caso F dic

di @.

Hanno tali funzioni un riscontro fisico? I1 Volterra ne ha indieati moltis-
simi. Ad esempio, in un campo elettromagnetico costante, considerato un
polo magnetico M, il potenziale < del campo per rispetto al |m1n &g
e, quando nel campo =i congideri nna corrente chinsa L
le forme possibili nel dominio ¢he si consid il potenziale l]l del campo
rigpetto ad L, nna evidente funzione di linea, & proprio la coningata di ¢
secondo la [Gal.

Ma v'ha di pin: @ si pud anche esprimere, come fa vedere il Volterra come
funzione di due v hili complesse 2, iy + iy, 8 g + i iy nel penso
di Weierstrass, Sicché queste funzioni -!.1111r1r-tulm nell'ambito di tre

dimensioni, dalle funzioni isogene di lin o di punti proprio come le fun-
sioni di nna variabile complessa seaturiscono dalle funzioni monog di
punti secondo Cauchy. B cosi, e solo cosl, anche per le funzioni di due

variahili complesse appaiono le applicazioni fisiche nello spazio a tre dimen-
sioni, proprio quelle applicazioni che resistono alle funzioni ad una sola
variabile complessa anche quando nei problemi s ali con simmetria
le, tanto importanti per ghi idranlici, s era rvidotti o duoe sole eoor-
dinate. Rl‘nlslnuu forse perché, diceva scherzosamente Hilbert, il tempo
¢ ad una dimensione, lo spazio a tre, ed il numero (alludeva al numero

ecompleto, cioé al numero complesso) ne ha soltanto due.
Nessun dubbio che passando da due ad » variabili complesse il Volterra
& stato portato a considerare ili in numero infinito e quindi, come
8 & detto, nel campo fung e dove elementi sono le linee itiche
di una o addirittura di pitt variabili complesse, Con eid egli ha aperto il
campo seducente dei funzionali analitici ai quali si & dedicato, eon par-
ticolare suceesso il Fantappié, un allievo suo e di Severi. Naturalmente,
wereatore, oceorse

HELS

entd innanzi al r
rsi sui funzionali analitici lineari, quelli per cui vale la relazione:

fol = D] + O] -
¢, studiato nell'indirizzo di dal Fantappis

amente nell'indirizzo del W 1 Volterra,
di indagine di tutta una scuola particolarmente

data I folla di questioni che =i prese
sofferm

Prospera.

Le Tunzioni polidrome.

=i consideri nel pis @, ¥ la funzione:

=) arcte

@ essendo 'angolo che il
Si parta da un punto M, sit
i ritorni al punto di p:

iggio vettore fa con 'asse

to su x e, dopo aver pe corso un ciclo M, M M,
i. Prendendo i v alori di @ che s8i susse

con continuitd, il val 9, che s 1m\ a in M, dopo aver
ciclo, vale quello ini aumentato ¢ . Eeeo un esempio di funzione
polidroma, Le derivate di © rapporto ad x ed y sono inveee monodrome

ma non regolari nel punto x = y = 0,
La funzione di variabile complessa:
i ] D, iy lg =
per la quale &:
U (&] Dy by, 7 | 2 _’f'” -

anch'essa polidroma. Ma la polidromia di una funzic pud esser non
solo innata giccome avviene nel caso considerato ma de » da vere e
proprie condizioni d'ambiente; pin amente dalla natura topologica
del ¢ Ampo in eui gl Operi.
Esempio saliente (nel piano) Uintegrale di un differenziale esatto:

Py
(8] F []. Xdy — Y dr

i
esteso lungo una linea che unisce due punti P, e P, .

11 valore di F ¢ indipendente dalla forma della linea, ciod il valore di F
in P’y ¢ indipendente dal cammino percorso per arrivarvi, La dimostrazione
riesce facihmente quando & rilevi la -'m ostanza, che seaturizee da un teo.
rema fondamentale di uss sulla t rmazione degli int i di campo
in quelli di linea, che se il ecirenito & chiuso integrale & npullo,

Orbene, cid & vero solo e soltanto se il campo { m loeuzione topologica,
semplicemente connesso, I dicesi semplicemente connessa quella superficie

Lir g



non chiusa, avente dungue un contorno I' quando un taglio semplice, ciod
tale da passare per due distinti punti di T, ne toglie la connessione, ciod
la divide in due.

Se invece la superficie & tale per cui si possono eseguire n — 1 tagli semplici
senza togliere la connessione, siccome avviene ad esempio (efr. fig. 5) quando
in essa esistono n — 1 buehi di eontorni vy, v ... Ia connessione & allora
di ordine n.

(it posto, in un_eampo non semplicemente connesso la trasformazione
di Gauss va modificata e di conseguenza Uintegrale F esteso ad un eir-

Riduzione alla connessione semplice con fre tagli
tty, by di un campo con tre fori v, v, v, (fig. 5).

cuito chiuso non & pin nullo, sieché vien meno la monodromia, cioe il valore
di F dipende dal cammino fatto per arrivare da P, in P, . Per ovviare a
questa difficolth si pud pensare ad una distribuzione di n— 1 tagli che
renda il campo semplicemente connesso, Avviene allora che, ove con I,
& indichi il valore corrispondente ad un determinato cirenito €, guando
lo si vari eosi da intersecare r,, vy ... ryy volte il 19, i1 29, 1 (n — ])imo
taglio, si ottiene un valore:

[8a] F=TF,+rm+ ratg 4 .. Fugtong
g, Gy se s Gony essendo  delle costanti, cosiddette moduli di periodicita
relativi ai tagh #, ty ... 4, considerati. Una polidromia che, manifesta-

mente, risulta con legoe evidente e suggestiva legata alla moltiplicita della
connessione, quindi, parlando alla buona, alla complessith topologica del
campo. B va osservato che, comunque s deformi la superficie, pensata
ad esempio come costitnita da gomma, e di conseguenza si vari la forma
dei buehi e dei fagli originari, il cirenito inigiale € ¢ quello derivato €/,
la [8a] rimane immutata. Queste proprietd si riportano, attese le condi-
zioni di monogeneita, all'integrale di una funzione di variabile complessa:

Py
Ipn D
quando il cirenito non racchiuda una singolarith della funzione.
Che tali considerazioni topologiche trovino in fisica matematicn salienti
applicazioni, i vedrd in seguito parlando delle distorsioni elastiche e dei
ravvicinamenti del Volterra tra queste ed i suggestivi teoremi idrodina-
mici di Lord Kelvin per Uidrodinamica in campi pluriconnessi.
8i tratta ora di chiedersi, come egli &i & chiesto, quale ruolo pud avere sulla
polidromia la connessione negh spazi n dimensionali. Comineciando dal
caso di tre dimensioni si vede subito che la connessione ¢ di due tipi ben
diversi; lineare, rispettivamente superficiale, La prima rignarda la possibiliti
di ridurre con continuitd ad un punto una qualungue linea chinsa traceinta
nel eampo, & una connessione analoga a quella del piano con » — 1 buehi.
La seconda riflette invece la possibilita :1i ridurre ad un punto una qua-
lungue superficie chinsa (non una linea) in esso tracciata. Se le due pos-
sibilitd sussigtono il campo & linearmente e superficialmente semplicemente
CONDEsso.
In caso diverso si hanno ordini di connessione lineare rispettivamente super-
ficiale, Due sfere concentriche hanno connessione cosiddetta superficiale
d’ordine 2; per eliminarla basta collegare la sfera interna con quella esterna
con un tubo. Allora non si potrd pinn tracciare la superficie non riducibile
ad un punto e naturalmente neanche una linea; infatti, per trasformazione
continug le due sfere concentriche collegate con un tubo possono ridursi
ad una sfera,
Una sfera con pin manici tubolari dicesi linearmente pluriconnessa; una
linea @ passante per il manico non si pud ridurre ad un punto; non
sono traceinbili invece superficie chiuse non ridueibili ad un punto. Per
ridurla alla connessione lineare semplice non resta che tagliare i manici
¢ chiudere i fori; dilatando i tubi si ritorna facilmente alla sfera,
Per varietd n dime i V, lintuizione non aiuta pin Panalisi topolo-
gica. Le connessioni sono di tipi sempre pin complicati come per primo
ha fatto vedere il Betti, A questi tipi 2ono legati 1 numeri ¢he portano il
8110 nome ¢ costitniscono una pietra miliare della topologin delle varieta,
chiaro che il Volterra, allievo del Betti, aveva quanto gli occorreva per
affrontare il problema della polidromia delle funzioni di variabile complessa
in una varietd qualunque. In certo senso i risultati ono stati negativi,
poichd ally pluralitd delle connessioni non trovd corrispondente una plu-
ralith di polidromie. Ma lo studio della correlazione tra polidromiaz e con-
nessione non ghi fu certamente parco di risultati! Anni dopo una analisi

approfondita della questione topologiea con rignardo alle egquazioni della
teorin matematica dell’elasticitd lo portd a guella gid accennata teoria delle
distorsioni che costituisee una delle sue pin limpide e suggestive ricerche,
Ma, Rrinm di parlarne conviene rivolgere 'attenzione al capitolo dei ecapi-
toli della fisica matematica, cni sono dedicati trattati elassici, dalle « Ditfe-
rentislgleichungen der mathematischen Physik o di Riemann-Weber alle
sintetiche, monografiche, « Legons sur U'int’gration des {quations différen-
tielles » di Volterra, quelle che tutti noi chiamiamo semplicemente « le
lezioni di Stoceolma o, alle « Differentialgleichungen » (i1 Bd. VI delle
finalmente complete Vorlesungen iber theoretische Physik) del Sommer-
feld, il grande fisico di Monaco, cui spetta il merito di aver aperto alla
nuova generazione dei fisici la via maestra che dalla matematica-fisica
classica, portd agli attuali grandiosi sviluppi della matematica dell'atomo.

Le equazioni alle derivate parziali della fisica matematiea.

E nna circostanza singolare che la generalitd dei fenomeni fisico-meceanici
#i lascin esprimere da equazioni differenziali alle derivate parziali, eioé
da relazioni tra le derivate (rispetto alle coordinate spaziali ed al tempo)
di una o pin funzioni incognite che del fenomeno esprimono uno o pin
enti specifici (potenziale, temperatura, pressi post ti) classificabili
in tre tipi.

L'ordine massimo delle derivate ¢ generalmente il secondo e questo ne
determina 'ordine. Con rignardo ad una incognita funzione o delle varia-
hili indipemdenti ¢he ehiameremo — congideriamone due soltanto — w, y
sono esse ridueibili alla espressione generale:

[9] Ar - 2Ba+4 Ct = d.

In questa, con simboli immutabili ormai, introdotti da Darboux, nelle
sue « Legons de gléométrie infinitésimale v, p, ¢ sono le derivate prime
o gy 1,81 1o derivate seconde ge, g, 9n. Infine A, B, € sono funzioni
note delle coordinate e @ & funzione non necessariamente lineare anche
della funzione incognita ¢ e sue derivate prime p, q.
I tre tipi son chiamati ellittico, parabolico, iperbolico a seconda che il
diseriminante AC — B* & maggiore, eguale o minor di zero.

Tale distinzione deriva dal carattere di una famiglia di linee y — y(x),
secondo Monge, dette caratteristiche, associata alla equazione che ha impor-
tanza essenziale nel processo di integrazione. L'equazione di detta famiglia
& espressa dall’'equazione differenziale:

[10] Ayt —2By, +C=0

e da qui, risolvendo rispetto alla derivata y,, si vede che tale famiglia &
doppin, complessa e coningata nel caso ellittico; reale ed unica nel caso
Pumhu!i«o; reale e doppia nel caso iperbolico.
tipi rappresentativi, i 1lrutl}t-i.t:i anzi dei casi congiderati sono, per l'el-
i del potenziale o di Laplace:

littico, 'eq
[11] Ag=0.

Fssa @ specifica. della teorin del potenziale newtoniano. E cid nel senso
che, attraverso la nozione di ¢ si pud, esternamente alla massa potenzianti,
determinare la forza agente su un punto, o polo, di massa m = 1 caleo-
landone le componenti X, Y, % secondo ghi assi con semplice derivazione;
precisamente:

X=ox ¥Y=9v: 4=

Il potenziale espresso da una equazione alle derivate parziali che lega
quindi i valori di g e quelli immediatamente vicini elimina la fastidiosa
cosiddetta azione a distanza delle forze newtoniane introducendo il con-
cetto di azione mediata attraverso In esistenza di un t‘.nmﬁ)u dato da .
La [11], come gid si & detto, & I'equazione fondamentale della fisica mate-
matica, specifica della idrodinamica dei fluidi incompressibili per o poten-
ziale di veloeitd; del calore nel caso stazionario per o temperatura, della
torsione in elasticitd, per ¢ funzione delle sollecitazioni.

Per il caso parabolico & rappresentativa 'equazione:

1
[12] B = W

con o derivata di g rispetto al tempo f. Interviene nella teoria della pro-

pagazione del ealore (k & il coefficiente di eonduzione),

Ma il caso paraholico & specifico anche della teoria della diffusione, quando
dd il flusso materiale ¢ & il coefficiente di diffusione; & lequazione del moto

dei fluidi viscosi per o potenziale e k viscositd ecinematica. In elettricitd,

per o corrente elettrica specifica, & coefliciente specifico di resistenza, carat-

terizzn la corrente in un conduttore,

Nel suo schema rientra formalmente la stessa equazione di Schridinger,

quella che traduee l'aspetto duale della materia sotto forma di onde ¢

corpuseoli, preci e equazione:

2m
A =T W

pssendo i Vimmaginario I — 1, & la costante universale di Plank, il quanto
d'azione, g la funzione incognita, un quid suscettibile di varie interpreta-
zioni, ad asempio tale che il prodotto di o = g, + igy( iderata compl )
per il suo coniugato p = o — i, rappresenta 'intensith della corrente.
Lequazione & tipica della meceanica ondulatoria. A priori non si vede
un legame con qualcosa di ondulatorio; ma basta porre o = < e-iif con
che si introduce un ente complesso vibrante con frequenza o e numero
di giri w2z per cadere nell'equazione:

Wep tut di =0 (x' . 5o m)
P! 3 | A

che & l'equazione classica a cui si riduce quella delle vibrazioni di una corda,



Per il tipo iperbolico & rappresentativa 'equazione:

[13] Faer— i P 0
0, in tre dimensioni, aggiungendo le derivata seconda rapporto ad y e 2,

1

[13a] A ye P 0, o semplicemente, 5 = 0,

F Te delle prog ii ondose. Per una fune tesa, posto y = = = 0,
\"ﬂ]ﬁtﬁ [13] & ¢ rappresenta I'elongazione trasversale; per un mezzo elastico
omogeneo ¢ pud rappresentare le componenti dello spostamento. Essa
appare quindi essenziale nella teoria elastiea della luce secondo Fresnel,
dove la lnce & assimilata ad onde (trasversali) in un mezzo ideale chiamato
etere, un quid sottile che riempie 'universo, dotato di proprietd partico-
larissime se raffrontate a quelle dei mezzi elastici ordinari; proprietd spe-
cifiche dei fluidi o dei solidi elastici allo stesso tempo, ma comungue esi-
stente in modo incontestabile secondo le celebri Lecons sur Uédlasticits di
Lamé; esistente per una ereazione immaginaria di un filosofo ma essen-
ziale come laria che & respira, secondo Lord Kelvin.

Successivamente, eon lavvento della teoria elettromagnetica della luce
secondo Maxwell, ¢ rappresenta uno dei quattro potenziali elettromagnetici
del Lorentz simbolizzati dal tetravettore elettromagnetico ehe determina
il eampo elettrico. Allora 'etere perde gran parte della sua realtd, diventa
semplicemente Ia sede del campo, senza troppe specificazioni. Le equazioni,
galvo il significato fisico diverso, rimangono formalmente le stesse.

In ogni easo V rapprésenta sempre la velocita di propagazione.

Dalla solugione generale, poniamo nel easo di nuna dimengione, data da
d’Alembert:

[14] o= fz— Vi) + g+ V)

essendo | e g funzioni arbitrarie di » — Vi rispettivamente di » 4 Vi i
vede che se all'istante + — 0 & (poninmo pure sia g = 0):

¢ =)
all'istante ¢ = { sard:
¢=fle—Vi.

Ma e¢id, con riferimento al sistema o, , significa semplicemente che la
linea ¢ = [ (x) & & traslata di », = Vit (efr. fig. 6).

Quindi, 8¢ [ = j(x) rappresenta all'istante { — 0, poniamo un avallamento
nell'intorno di un punto O d'una fune tesa, questo stesso avallamento si
ritrova al tempo ¢ = ¢ nell'intorno di un punto O’ distante Vi; il che significa
evidentemente che 'avallamento (non gli elementi della fune) s ¢ pro-
pagato con velocith V.

Ora, 4 seconda della natura del fenomeno ondoso, V viene espresso in base
alle costanti del sigtema sede di questo fenomeno.

Se i tratta di una fune tesa con tensione 2, my . per unitd di lunghezza, é:

Per le onde in un mezzo elastico intervengono le costanti di Lamé e la
dengitd in modo diverso a seconda del tipo di onda, tragversale o longi-
tudinale,
Quando si tratta di onde elettromagnetiche, allora risulta nel vuoto e
praticamente nei gas,

" i

V =
con ey & ¢; unita elettromagnetiche ed elettrostatiche della intensiti di corrente.
Il rapporto tra le quali potendosi ricavare da innumerevoli esperienze
concede di ealeolare, o meglio ritrovare indirettamente V, ciod la veloc
delle onde elettromagnetiche e quindi della luce. Tale risultato costitui

Sulla noziome di enda ¢ — I (x—V1t) progressiva con veloeltda V (fig. 6).

a buon diritto il successo pin vistoso della teoria elettromagnetica della luce,
Senza insistere sulla sintetica definizione di propagazione ondosa cosi
espressa merita rilevare linterdipendenza attraverso l'immaginario tra le
equazioni del tipo ellittico dei fenom a carattere statico o stazionario
e quelle di tipo iperbolico dei fenomeni di propagazione.

Se nell'equazione del potenziale idrodinamico, I'equazione di Laplace:

Ag = Qux + Pis 1]

gi pone y —il, i — | 1, 8 ritrova 'equazione iperboliea, tipica dei fe-
nomeni di propagazione ondosa:

iy i 0.,
La soluzione generale [ 14], data da d'Alembert, diviene, riponendo t — iy :
[14a] i fletiy) +gl@e—iy).

Perché o risulti reale basta che sia ¢ = [ e &i ha la soluzione dell'equazione
di Laplace espressa con funzioni di_variabile complessa,

Questo misterioso gioco dell'imaginario che consente di passare dalle espres-
sioni di fenomeni fisici a quelle di altri essenzialmente diversi non & str
tamente formale come si potrebbe ritenere a prima vista. L'avvento della
teoria della relativitd, ha gettato qualche luce sul sno significato, sia pur
senza toglierne quella parte di oseurith ehe consentiva a Minkowsky di
chiamare mistica 'enigmatica formula:

I . > "
Vi see = 8.10° km.

Va rilevato che nell'ambito delle propagazioni tridimensionali la [13a]
esprime onde in mezzi omogenei,
Per i mezzi anisotropi il laplaciano si sostituisce con le singole derivate
seconde, moltiplicate per delle costanti deducibili dalle costanti eristallo-
grafiche del mezzo.
Per le equazioni ellittiche sono classiei vari metodi d'integrazione; quello,
cosidetto delle imagini di Lord Kelvin & forse il pin brillante. Per le equa-
zioni iperboliche valgono i metodi della teoria delle vibrazioni imperniate
sulle equazioni integrali, almeno nell'ambito della possibilita di separare
il fenomeno ondoso in una somma di moti vibratori, cosidetti fondamentali:
altrettanto importante, ma sotto un punto di vista diverso, quello della
gintetica espressivitd, ¢ il metodo del Kirchhoff che ha riportato con felice
intuizione il metodo di Green imperniato su una celebre formula integrale
di Gauss, dal campo ellittico a quello iperbolico.
Il easo parabolico appare meno studiato degli altri ma ad esso sono
ati fenomeni di grande interesse; tutti quelli cosidetti transitori, tanto
per gli elettricisti, e, come i vedrd, di certi particolari moti ondosi,
» di ricerche il Volterra spazid da Maestro per tutfa la vita.
el campo ellittico, le sue ricerche sulle funzioni di variabile complessa
pill dimensioni costitnigcono indubbiamente 'estensione, non certo for-
male come si & visto, del metodo di Riemann che collega le funzioni di
una variabile complessa all'equazione di Laplace in due dimensioni, sicché
non si poteva pensare a modo pit brillante di quello che egli usd per
affrontare 'equazione di Laplace in una V, qualunque. In questo indi-
rizzo il Bierknes, idrodinamico-teorico tra i maggiori, ha studiato con
singolare efficacia il moto di un ellizsoide ad » 1 dimensgioni in un fAnido
che riempie una V.
La stessa trattazione dell’equazione delle pr
Vt = iz, conduce al laplaciano guadri-dim
x, =i, ¥y = Y, ¥y = 2, ix, = Vi nel quale come egli ha fattc
funzioni di pit variabili complesse portano a lumeggiare, ri]
reale, aspetti suggestivi dei fenomeni ondosi.
Il metodo delle imagini di Lord Kelvin specifico delle equazioni ellittiche,
& stato riportato dal Volterra nell’ambito iperbolico conseguendo ad esempio
la soluzione generale delle vibrazioni di una membrana non gia sotto forma
di serie infinite che esprimono la sovrappesizione di infiniti moti vibratori
fondamentali, ma in termini finiti, sotto aspetto di integrali definiti.
Per le equazioni del tipo parabolico, pur esistendo tutta una teoria d’inte-
grazione alla quale sono legati i nomi di Fourier, Laplace e Poisson che
hanno fornito metodi considerati come modello e punto di partenza di una
serie innumerevole di gtudi fisico-matematici, egh osservod che le proprieti
ualitative pid riposte, quali ad esempio la polidromia, non scaturivano
a quel complesso pur formidabile di ricerche, almeno cosi come avve-
niva per le equazioni ellittiche e (come vedremo, particolarmente per suo
merito) per le equazioni iperholiche.
Egli rinsei ad estendere i metodi delle equazioni iperboliche all'equazione
parabolica attraverso quel passaggio per limaginario eni #i & accennato
nel caso dell’equazione di Schridinger, ma rilevd subito che il nuovo metodo
non dava neanche quanto era gid noto, In seguito trattando il tempo come
quantith complessa e non pin come imaginaria pura, ponendo adungune:

opagazioni [y 0 ponendo
nsionale nelle coordinate
vedere le
ndo al

riportd l'equazione in due coordinate », ( in tre dimensioni, (r, y, 2).
Attraverso visioni geometriche acutissime, mise in evidenza la polidromia
delle soluzioni che aveva sempre sospettata giacehd nei due ambiti separati
dal easo parabolico, questa era apparsa, nel 1° caso, attraverso le funzioni
di variabile complessa, nel 20, attraverso considerazioni profonde su cui
gi va ad intrattenersi.

Cominciano queste con losservazione dell'aspetto sostanzialmente diverso
che assumono le soluzioni delle equazioni differenziali a seconda del numero
di dimensioni che si considerano. Cid ghi era apparso in modo lampante
quando inizid lo studio dell'equazione [11] nell'indirizzo di Riemann, eer-
ndo di estendere le funzioni di variabile complessa da due a pit dimen-
sioni, poiché a tale equazione prototipo del caso ellittico corrisponde,
per specifica importanza, nel caso iperbolico I'equazione [13] si soffermd
nz'altro su questa. Qui avveniva che lo studio inoltrato ‘ticolar-
ente nel caso delle quattro variabili &, y, =, ¢ soprattutto per merito di

Lk




Sulls nozione di polodia = ed erpolodia = nel moto alla Poinsot (fig. 7).

Poisson e Kirehhoff attraverso I'introdunzione delle soluzioni singolari che
tanto efficacemente erano state impiegate da Green nel caso ellittivo.
Queste solugioni gingolari, funzioni di due punti P e P del dominio che
si considera sono cosi ehiamate perche per P - P’ diventano esse, assieme
con le derivate, infinite di un ordine opportuno. Circoserivendo il punto
singolare P P’ ¢on un dominio « di ordine n 1, la soluzione diviene
regolare in tutto il campo @ — w e praticamente in quello effettivo quando
w 0. Avviene perd che, tendendo @ a zero, in certe formule integrali
di carattere generale, che stabiliscono delle reciprocitd tra due soluzioni
dell'equazione che si considera, quindi in particolare tra la soluzione cer-
eata e quella singolare, che & nota, taluni termini lasciano un residuo non
nullo, residuo che & proprio il valore della funzione nel punto . Per il
che, avvalendosi di quelle formule e della goluzione singolare si riesce a
ricavare la soluzione del problema.
Per 'equazione di Laplace, in due ¢
p = lir v, essendo r la distanza tra P e I
Per I'equazione di d'Alembert:

nensioni, la soluzione rolare &
;in tre dimensioni @ invece g 1/,

= ftr + V1)
(17) ¥ -

eon [ funzione arbitraria di » — Vi o r + VI. Rappresenta questa soluzione
una sorgente di onde epicentrali sferiche, pre ssive, se Pargomento &
r Vi, regressive se r Vi. Le prime soltanto sono considerate in fisica.
matematica poiché caratterizzano una sorgente da eni 'energia & irradiata;
le seconde non & considerano poiché corrispondono all'energia, spazial-
mente diffusa che converge in un punto da un dominio in uno stato ondoso
libero, eid che & contrario ai principi della termodinamieca.

Se & f = gin — (r — Vi) la sorgente & armonica, eon lunghezza d'onda 3
e periodo T " . Orbene, il Kirchhoff, avvalendosi di questa soluzione
singolare, ha scritto una formula, che porta il suo nome, che consente di
trovare per ogni punto P del dominie il valore di ¢ in un istante - 0
quando per { = 0 sia data su una superficie I' ehe racchinde I la distri-
buzione di ¢ e di dy/dn, Tale formula costituisee, sia pur attraverso talune
arbitrarietd, la espressione analitica di quel prineipio dell'ottica dovuto
ad Hnygens con il quale si dimostra e prevede la generalitd dei fenomeni

che in & congiderano.
Nel easo di due dimensioni perd questa formula vien meno, La singolaviti
non & pin data dalla [17] ma dalla espressione:
A cos 2/2 4 B sin =/2 ‘ =
¥ Rt f(r + V)
Iy
con A, B costanti e »” - r cos o, Y’ W rosin .

Questa solu wifestamente polidroma rispetto ad « ¢ ad essa non
s pud quindi applicare il teorema di Gauss su eui, come la formula di
Green per la Ag 0, i fonda la solozione del Kirchhoff.

Con questa osservagione elementare od altre pin generali ¢ profonde il
Volterra venne alla persuasione ehe, anche nel caso iperbolico la polidromia
era non meno possibile che nel easo ellittico, E merta vedere quali conse-
guenze derivarono da questo convineimento.
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La propagazione della luce nel cristalli,
prop:

Come si ¢ detto, la [13a] vale per le propagazioni ondose nei corpi isotropi;
nei sisterni cristallini, in particolare quelli biassici (aragouite, topazio) o
pitt & licemente in quelli monoassici (spato d'lslanda) nei quali appare
la rifrazione conica ettivamente la ordinaria deppia rifrazione, l'equa-
zione ¢ estremamente pit complicata,

Nell'ambito dell'ottica fisica che assimila il fenomeno lun
zioni di un mezzo elastico (etere) dopo le divinazioni di Fresnel, con il
consolidarsi della teoria matematica dell'elasticith si pervenne, per merito
Lamé, alla scrittura delle equazioni delle onde nei mezzi biassiei; quelle
equazioni portano il fuo nome e stanno alla base dell'ottica ondulatoria.
I1 Volterra costrui per esse una soluzione gingolare che offriva la via alla
estensione della formula Kirchhoff. Ma guardd questa con diffidenzag
la polidromia non appariva, ma poteva essere nascosta.

Proprio allora era apparsa una memoria « Ueber die Brechung des Lichtes
in kristallinischen Mitteln » di Sonya Kowalewsky, una giovane, bella,
gseducente e gia celebre matemati allieva di Weierstrass. Sfruttando un
metodo generale di integrazione delle equazioni lineari alle derivate parziali
del maestro era pervenuta a serivere gli integrali generali delle equazioni
di Lamé, eio che significava, brevemente, delle equazioni dell’Ottica.
Leggendola, il Volterra se ne rallegrd intimamente perché se quelle solu-
zionl andavano bene, ciod erano monodrome, e soddisfacevano effettiva-
mente alle equazioni, egli disponeva non meno valida, la generalizzazione
della formola di Kirchhoff, ¢iot a dire 'espressione matematica del pri
cipio dell'Huygens nei mezzi eristallini. Ma prima di ritenere acquisito
tanto risultato si domandd se proprio certamente le soluzioni della Kowa-
lewsky erano immuni dall'insidia della polidromia che le avrebbe rese
illusor
Vincendo la segreta speranza di non ritrovarla, anche per la fidueia in un
lavoro che indubbiamente era stato rivisto dallo seienziato che, per con-
vinzione generale, come nessun altro aveva penetrato gli enigmi pin riposti
della matematica, egli finl con il metter in evide la polidromia di guelle
soluzioni e quindi il carattere illusorio di esse ¢ I'estensione che egli aveva
tratta dal principio di Kirchhoff. Comunied il risultato al Mittag-Leffler,
guo amico, primo tra i matematici della giovane senola svedese, gid diret-
tore degli « Acta Mathematica », la rivista che ancor oggi ospita, ed & ospi-
tabilith ambitissima, memorie conclusive, all'uso classico, di felici ricerche
e di successi acquisiti lungo la wvia.

La brillante Sonya, per l'effervescenza che generd I'osservazione del gio-
vane Volterra, se ne dolse moltissimo. F deve aver seritto al maestro una
lettera non conforme alla timidezza con cui gli 8i presentd per la prima volta
(sono parole di Mittag-Lefler) « le visage recouvert par un grand chapean
rabattu afin de cacher la timidité de ses 20 ans et 'émotion que lui causait
I'épreuve qui, & ses yenx devait decider de son avenir .

Quella leftera non si trova perché quand’ella, giovanissima i diparti, dopo
aver raggiunto la eattedra all'Universith di Stoccolma, Weierstrass hrueid
le sue lettere. Ma quelle di Weierstrass rimasero al Mittag-Leffler, un grande
allievo indiretto del Maestro, che non ohbiettd perché le consery per
sé soltanto fin che egli era in vita. Le pubblicd molti anni dopo in una bella
memoria nel tomo 39 degli «Aetas a complemento del libro che sua sorella
Anna Carlotta, drammaturga, aveva scritto su la vita di Sonva. E 1A &
trova la risposta del Maestro all’allieva, in termini dolorosi: « Meine Touere
Freundin, ich bin ganz zerknirseht wnter der Last der Vorwiirfe, die Dein
gestern mir sugegangener Drief (ohme Ovt und Datum) wnter der Form von
Bitten enthilt. aber es hat sich meiner eine furchtbare Miidigkeit be-
nidchligt, korperlich und geistig, die mich ganz apatisch macht wnd mit Wider-
villen gegen alles Denken wnd Schreiben erfiillt, kwrz, ich bin, was die Aderste
gehirmiide nennen. . ... »,

ozo alle vibra.

Moti precessionali epicicloidali e pericicloidali di un giroscopio (lig. 8).



E la lettera spiega quindi Uinconveniente che coinvolse allora lo stesso
erstrass, giacchi wemoria della Kowalewsky si presentava come una
di collaboragione con il maestro. Infatti, m essa, ¢ riprodotto per
intero un suo lavoro (che si ritrova nel vol. T delle Opere) fondamentale
« Zur Integration der linearen partiellen Differentialgleichungen kon-
stanten Koeflizienten ».

Alla parte negativa delle sue ricerche pubblicate nel 1881, il Volterra ne
fece seguire una costruttiva, che mira direttamente all'integrazione delle
equazioni dell’ottica secondo Lam?, Egli trovd importanti soluzioni, conti-
nue, monodrome per tutti i valori delle variabili x, z ¢ per y = 0, conte-
nenti quattro {unzioni arbitrarie delle tre variabili indipendenti. Ma non
scl, come egli stesso rilevd, a dimostrare in rigore che sul piano y = 0
poteva dare arbitrariamente la rotazione e e la dilatazione o del mezzo,
E cosl, pur conseguendo risultati noteveli (anche perché si estendono alle
equazioni della teoria elettromagnetica della luce di eui le equazioni si
ident no formalmente con quelle del Lamé nei mezzi elettricamente ani-
sotropi e magneticamente isotropi siccome sono effettivamente i eristalli),
la questione dell'integrazione delle equazioni dell'Ottica rimase aperta.
Ed erano passati 50 anni dacché Fresnel Pagitd ritrovando, quando la
teoria dell'elasticitd era da fare, la superficie fronte di un’onda epicentrale
in un eristallo biassico, superficie algebrica del 49 ordine che porta il suo
nome. Celebre superficie! Attraverso questa il giovane Hamilton (a eui &
dovuta l'ottica geometrica e l'equivalente, ad un’ottiea in n dimensioni,
dinamica dei sistemi) ritrovd a tavoline la rifrazione conica sperimental-
mente seoperta solo dopo aleuni anni, nel topazio e nell'aragonite dal fisico
Lloyd. Lamé la ritrovo dalle sue equazioni dell'elasticita come effettivo
fronte di un’onda epicentrale. Si tratta di caleoli estremamente lunghi e
penosi ehe il Volterra, quasi per esercizio teenico, acutamente facilitandone
1 passagei, riportava anche in lezione, Ma tale era Pagiliti della sua esposi-
p ., comunicativa, benevole, anzi paterna, punteggiata da pause sapienti,
tanto per lasciar respiro, che nessuno si accorgeva delle difficoltd che
andava superando come chi, portato da una guida d'eccezione, si trova,
& non sa come, su vie impervie che da solo certo non avrehbe mai tentate.
E da =oli non si sapevano poi rifare le deduzioni di Lamé, preferendo quelle
pitt attuali, al confronto immediate, che egli anche esponeva quando trat-
tava la teoria delle caratteristiche.

11 risultato del Lamé fu allora considerato solenne; riportato nelle sue
« Lecons sur la Thiorie mathimatique de 1'élastic des corps solides »
(Paris, 1866) vi restd, secondo una tra le tante felici espressioni del Maggi,
un gioiello custodito nel suo astuccio, finché la Kowalewsky non ne
wsse fuori per giovarsene nella sua ricerca assegnando ad essa la fun-
4 nei mezgi omogenei per arrivare alla formula-
zione del prineipio dell'Huygens. Le conseguenze, come si & visto, non
furono positive e la questione &i inoltrd nel nostro secolo. Per i sistemi
uniassici (spato d'Islanda) accanto ai risultati del Conway in Inghilterra
e del Goiinwald in Germania figu certamente eminente, un lavoro del
Signorini in un indirizzo suggeritogli dal Maggi suo maestro. Li si dimostra
¢he da un centro emittente la luce si propaga per strati compresi tra due
falde della superficie d’onda di Fresnel (particolarizzata con contributo dei
punti che tra di esse si trovano, sino a che con il tempo il contributo dei
punti sulle due falde soltanto diviene essenziale spegnendosi quello dei
punti intermedi.

Nel 1919-1920 finalmente, in due ponderose memorie neghi « Acta Societati
Seientiarum Upsaliensis » dedicate a Volterra, Niels Zeilon trovd la solu-
zione definitiva della ormai storiea questione.

(h'essa sia definitiva occorre, come disse il Maggi dopo essersene informato
con il Volte far fede all’antore, al metodo delle soluzioni fondamentali
eh'e piegd costruendole con un suo ardito procedimento avvalendosi
della nozione feconda di integrale di Fourier,
Volterra considerava con molta ammirazione quel met
pit volte in lezione ma chiamd lo Zeilon al nostro se
perché in merito ne riferisse.

Naturalmente non si pud dire che tali orie abbiano superato la critica
profonda che spettd a quella della Kowalewsky, critica non fatta per la
eritica, ma & puro titolo di ricerca, per conforto dei propri risultati in campo
vicino, unica ragione sufficiente per superare fatiche che certo non appa-
gano risultati negativi e meno ancora i dispiaceri altrui.

da, non solo lo espose
ninario di matematica

Precisazioni cinematiche sul moti precessionali epieicloidali e pericicloidall
di un giroscopio (fig. 9).

Polodia terresire secondo misurazioni internazionali coordinate all’Osserva-
torio di Capodimonte (fig. 10).

I moti cicliel interni in un giroseopio ed il moto dei poli.

Nel 1803 lasciava la cattedra di Meccanica celeste nell' Universita di Torino,
Francesco Siaceci, grande artigliere e seienziato. Per la sua duplice attiviti
un simhbolo precursore di quell'attunale artiglierin geodetioa et ultra che
altro non & che un nuovo capitolo della teoria del moto dei pianeti. Gid
lora, ben degno suecessore di chi inangurd i metodi ancor oggi attuali
della balistica esterna fu chiamato il Volterra. E cosi, dai profondi pen-
sieri matematiei della tranquilla Pisa egli fu portato a dedicarsi al a-
nica analitica ed in particolare a quella celeste.

E vi i dedied con guellentusinsmo che aveva appreso dai snoi maestri
quando insegnavand me egli amava ontare, c10 che essi stessi giorno
per giorno studiavano e scoprivano, siech® gli allievi, assistendo alla scienza
nel suo progredire, con tutte le sue lotte, le sue difficoltd, i suoi sentimenti,
le sue crisi e le dolei vittorie, lavorassero aceanto non golo perché le menti
dotate risplendessero, ma anche perché quelle men dotate si rendessero
comundque proficue.

Era allora di grande attualitd, certo oggi non ancora spenta, il problema
del moto del corpo rigido, problema che costitui sin dagli inizi dell'altro
gecolo una questione della dinamica non meno importante del problema dei
tre corpi. Tra i lavori fondamentali su questo problema figura una ricerea
della stessa . Kowalewsky, Sur le probléme de la rolation d'un corps solide
autour d'un point fire (Acta 12), premiato dall’Aceadémie des Sciences
nel 1888, La Kowalewsky vi si reco a ricevere il premio, portato per l'ecce-
zionalith del lavoro da 3000 a 5000 fr. la vigilia di Natale. Fra allora nel
fulgore della produzione acientifica, del successo, Ave superate tutte le
assai curiose ostilitd m non certo attuali, delle repubbliche seien-
tifiche di Stoecolma, di Upsala, di Berlino ed era giunta al attedra di
fisica matematica nell'Universitd di Stoccolma. Fulgore ehe soli tre anni
dopo, una polmonite doveva speg » PEr sempre.

Riandando ai preludi, una prima sistematica dei moti liberi, cioi non sog-
getti a forze, di un solido B & stata fatta da Poinsot.

Si tratta di quei moti che portano il suo nome e di cui la descrizione cine-
matica e dinamiea & forse tra le pin espressive che mai sia stata raggionta.
Caleolato in base ai dati iniziali del moto (ad esempio posizione e veloeith
di tre punti del corpo) il cosidetto momento totale K delle quantith di
moto, momento definito da un vettore fisso nello spazio ed immutabile con
'agione di sole forze interne al sistema, il moto avviene cogi che un certo
ellissoide ¥ affine ¢ coassiale all’ellissoide di inerzia £° del corpo e guindi con
il corpo solidale (X' & calcolabile con regole immediate in base alla distri-
buzione delle m : riare su un piano x normale al vettore K.,
Posto che il con le in PP, tra ellissoide X e piano = lasci tr

gu l'uno o sull’altro, il rotolamento porta al traceiamento per succes
di punti di una linea sn £ ed una su = che prende il nome di polodia =
rispett wnte erpolodia & (efr. fig. 7).

La congiungente il baricentro G, centro di X, con P caratte a un vettore o
che b 'asse istantaneo di rotazione. il suo modulo o, la velocitd ang s
Percid P si chisma polo e la sua traceia sn X, come si & detto, polodia. 11
polo & muove dungue sulla superficie del corpo; sta fisso, ciod, la polodia
si rinserra su un punto, se w coincide con uno degli assi di X,

Unendo i punti della polodia = e dell'erpolodia = con (+ si generano due
eoni; il moto libero s precisa anche cosi che il cono di =, solidale con il
corpo, rotola senza strisciare sul cono di =

Per il easo di un giroseopio, 'ellissoide di inerzia ¢ di rotazione, dei momenti
prineipali di inerzia A, B, (' due sono uguali, poniamo A B. I moti liberi
si descrivono naturalmente ancora alla Poinsot ma sono possibili specifi-
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Sulla nogione di moto alla Volterra di un corpo rigido con moti eleliel
Interni (fig. 11).

cazioni ulteriori. Pr umente, avviene che = ed e sono eirconferenze ed i
coni corrispondenti con vertice in G hanno per asse, l'asse di figura f rispet-
tivamente il momento K.

Nel rotolamento del cono di = sul cono di &, f descrive, evidentemente, un
cono con asse coincidente con K cosiddetto cono della precessione,

Sono possibili (efr. fig, 8) due eventualiti: il cono = rotola esten wente
o internamente alla falda di ¢; i moti si dicono allora precessioni epicicloi-
dali rispettivamente pericicloidali.

witih angolare di precessione p e quella attorno all'asse di fignra v
. 9} sussistono le relazioni di Eulero.

Ap=K, Cv=p{A—C)cos &

s v, @ 8i ha lo relazione geometriea, evidente nelle figure, tra i lati
ingolo di eni & # 'angolo formato da p con v,

Per £ allungato, quindi per A > (, deve esser evidentemente # = 900 e
sono dunque possibili solo precessioni epicicloidali. Per T appiattito, A < C
e deve esser § = 900 sicché sono possibili soli moti pericieloidali.

Quel grande giroscopio che & la Terra ha 'ellissoide di inerzin appiattito,
come ¢ intuibile ¢ comprovano le misure geodetiche, le perturbazioni sul
moto della Luna conseguente alla non sfericith ed una precessione forzata
dalla Luna e dal Bole di eui diremo: si ha precisamente C — 1,00336 A.
Le precessioni sono dunque pericicloidali. Merita soffermarsi su quelle per
cui # ~ 180° e quindi cos § ~ r

Dalle [18] & ha allora:

[18a] =

4 v A
P

e dalla figura, & ~ p — v. Quindi, per valori di # prossimi a 1800 le velo-
citd angolari g, v sono indipendenti da #, si potrebbe anche dire, izocrone.
Per il easo della Terra, se tali precessioni ci sono, per virti di dati ini-
i, rilevando che 2r : w = T, di evidentemente il giorno sidereo, risulta
per la [18a], 27 :v = T, = ~ 306 T,. Dunque, il polo P impiega T, = 306
giorni siderei per percorrere la polodia.

Proiettata sulla calotta polare terrestre, tale polodia & un cerchio di appena
4,00 m. di raggio, il eono di = ha guindi un’apertura piccolissima che &
dell’ordine di 1/10",

La scoperta sperimentale del moto del polo e quindi per definizione di
latitudine — della variazione delle latitudini, ¢ una autentica gloria ita-
liana, pi isamente dell'Osservatorio di Capodimonte a Napoli,

N iele Fergola sospettando variazioni secolari delle latitudini
gettd le basi per la dimostrazione di quelle a corto periodo che 10 anni dopo
furono messe in evidenza da Arminio Nobile. Per la valutazione precisa
di queste piccolissime variazioni occorrono osservazioni di precigione fatte
da pin osservatori pressapoco sullo stesso parallelo, naturalmente distan-
ziati in longitudine. Fu stabilita una organizzazione internazionale di otto
osservatori i cui lavori sono coordinati a Capodimonte. L'osservatorio ita-
liano dedieato a tali misure & a Carloforte in Sardegna. Per la precigione
necessaria in questo genere controllatissimo di lavoro, la permanenza a
Carloforte & considerata da noi un titelo di studio prezioso, quasi una
garanzia. Per guesto osservatorio sono passati infatti tra i nostri migliori
astronomi: Emilio Bianchi, Velta, Carnera, Silva, Favaro.
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Le osservazioni sistematiche hanno rilevato perd anomalie (efr. fig. 10) del
moto effettivo del polo, rispetto a quello dianzi definito ¢ gid considerato
da Eulero. La polodia & complicata guanto mai, e non gia tranquillamente
cireolare; il periodo T, & di cirea 430 giorni anziché 306.

Per spiegare queste anomalie, nel elassico trattato del Tisserand, fondamen
tale in meccanica celeste, ben due capitoli, ehe fanno riferimento a lavori
di M. Darwin, Gyldén, Helmert, sono dedicati al moto del polo. Vi & con-
siderato l'effetto dello spostamento delle masse, della plasticitd, dell'elasti-
citik del giroscopio terrestre, delle perturbazioni geologiche, meteorologiche,
delle maree. Anche il nostro Schiapparelli ha dedicato una suggestiva
memoria, presentata all'Osservatorio di Pulkova nel 1889, in oceasione
della sua festa semisecolare, nella quale studia la perturbazione del moto
dei poli conseguente alla plasticitd della Terra. ciod della sua facoltd di
adattarsi al suo asse di rotazione, Ma la causa pift importante o quanto
meno pin suggestiva fu traseurata ed & merito del Volterra I'averla segnalata
¢ sistematicamente studiata. Si tratta dell’azione sul moto libero di un corpo
rigido di eventuali moti eicliei interni, ciod parlando alla buona, dell’azione
dei giroscopi dentro al giroscopio,

La Terra, da quel grandioso giroscopio che &, effettivamente possiede moti
eieliei interni 1lli ogni genere costituiti dalle correnti dei fiumi, che si con-
tinuano nel moto dei vapori nell'aria, da correnti pitt 0 meno cicliche nei
mari, quali In corrente del Golfo, da moti vorticosi nell'atmosfera.
Ricerche recenti sul magnetismo terrestre altrimenti inspiegabile per inten-
sitd, fanno supporre esistenti dei vortici magmatici grandiosi nell'interno
della crosta terrestre. Caratteristica di tali moti & evidentemente quella di
non alterare la distribuzione della materia, quindi di lasciare inalterati i
momenti prineipali di inerzia A, B, € del corpo.

Preso lo spunto per la il Volterra comincid a porre il problema gene-
rale del moto di un eorpo rigido con moti ciclici interni.

Modificd innanzi tutto le equagioni di Eulero e pervenne a generalizzare
i moti alla Poinsot dando anche in questo caso, una elegante definizione
geometrica, Consid accanto al vettore K = GQ delle quantitd di moto
il vettore GM dei moti interni riferito a tre assi solidali con il corpo. Orbene,
i dimostrd che il piano di rotolamento x non & pii invariabile e normale
a K ma sta sempre normale alla congiungente di @ con M. E da qui dedusse
il caleolo della polodia = e della superficie generata dalle tangenti a detta
olodia, che chiamo superficie assiale = Il moto del corpo & tale che I'el-
issoide X rotola (cfr. fig. 11) senza strisciare su » mentre » ruota attorno
alla generatrice di incontro con la superficie assiale = che & solidale con il
corpo.

Naturalmente i moti cicliei sono influenzati dal moto del corpo che li eon-
tiene; per mantenerli stazionari occorre disporre di opportuni momenti.
Di questi egli diede I'espressione in varie ecircostanze, ad esempio quando
¢ fissata la polodia; a sua volta ecaleold il moto libero dando in funzione
del tempo i moti cielici e quello del corpo.
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Sin qui per i moti liberi. Ma non meno importanti sono i moti forzatiy e
per il giroscopio le cosidette precessioni forzate,

La terra fa una precessione forzata fondamentale attorno ad un asse nor-
male al piano dell'orbita con periodo grandissimo: un anno platonico, pari

Ondulagione della falda del cono platonico dovuta alla nutazione provoeata
dalla precessione della Luna (fig. 12).
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a 26.000 anni. L'asse di figura deserive in questo intervallo un cono di una
semiapertura 230 5°,
La perturbazione deriva dall’'azione del Sole e, principalmente della Luna.
Come & noto 'asse terrestre & inclinato sul piano dell'eclittica cosi che il
Eimo dell'equatore fa con guesto 230 30°. La Luna a sua volta ha il piano
ell'orbita inelinato di 6° su quello dell'ellittica.
Poiché la Terra ha struttura giroscopica con prevalenza di masse verso
Pequatore (& C > A) ne segue che 'atirazione del Sole e della Luna agisce
in senso raddrizzante sull’'asse della Terra.
Come ogni buon giroscopio, la Terra sf all'azione perturbante preces-
i do come pr i la trottola con l'asse inclinato e che gaer il peso
tende a ribaltarsi. Precessiona tranquillamente perché I'azione ¢ tenue ed
uniforme o guasi. Altrimenti, come ogni giroscopio considerevole, pud
presentare inerzia e ritardi nei movimenti. In teenica esistono proprio
pereid i giroscopi Eilnti. rapidissimi, sensibilissimi, che comandano con
servomotore i grandi giroseopi stabilizzatori delle navi sempre ¢ quando
il mare & mosso, anzi, quasi o molto agitato.
La precessione platonica & la pin tranquilla precessione imaginabile; co-
munque, le sue conseguenze sono notevoli. In Fﬁmo luugo. la cosidetta
precessione degli equinozi, cioé l'annuale anticipo di 360 x 60 x 60:
26.000 = 50" del punto di primavera e quindi distinzione tra anno

tropico ed anno sidereo e tutte le note Jiy sul cal io (dei
507, 16" vanno attribuiti all’azione del Sole, 34" alla Luna).
11 ealeolo del momento raddrizzante e quindi della pr ione riesce 1

il eriterio suggerito da Gauss di ammettere che, in media, la massa del
Sole ¢ quella della Luna, possono esser diffuse sulle corrispondenti orbite
relative.

e conseguenze lontane sono assai vistose: il roveseinmento completo delle
stagioni, ciod delle condizioni di temperatura che le distinguono, ogni mezzo
anno platonico con riflessi imponenti in glaciolo'gia. 11 lento scambio tra
le ml}; sulla falda del cono platonico negli nffici di stella polare; tra 12.000
anni seintillerd al Polo la brillante Vega. Altrettanto notevole sard I'appa-
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Dingramma sforzo-deformazione in presenza di isteresi con inversione della
forza (fig. 14).

rizione di costellazioni attualmente invigibili nel nostro emisfero; tra 12.000
anni splenderd nel cielo di Roma la Croce del Sud che oggi si vede appena
alla latitudine del Cairo, Sin nelle costruzioni che sfidano i secoli appaiono
le modifiche apportate dagli vomini per ovviare alle conseguenze della
precessione, Templi greci ed egiziani orientati cosi che il nascente Sole di
un giorno astronomicamente ben determinato illuminasse atiraverso la
porta prineipale T'imagine di nna divinitd, divennero inservibili e furono
sostituiti da altri (Medinet Abu) con l'orientamento corretto o aggiu-
stati (Agina) con l'apertura di nna porta nuova.
Naturalmente, se precessiona la Terra sotto Pazione del Sole e della Luna,
I Luna ehe ruota anch’essa sis pur pin lentamente della Terra (il suo periodo
di rotazione & uguale a quello di rivoluzione attorno alla Terra cosi da
mostrar a questa sempre la stessa faceia), precessiona sotto l'azione del
Sole e della Terra, Tale precessione ha un periodo molto pit breve del-
I'anno platonico; appena di 18,2/3 anni. Conseguenza di questa & una pre-
cessione dei nodi ¢ una perturbazione, cosidetta nutazione, della stessa
precessione platoniea. Non occorre dire che il moto del polo corrisponde
a tali precessioni e nutazioni & trascurabile atteso il piceolissimo valore di
w(e T = 2r:p = 26.000 anni) rispetto ad w. 11 cono della precessione pla-
tonica risulta superficialmente ondulato. Le precessioni libere alla Eulero
I)ert-urbatn da tufto il repertorio di perturbazioni contemplato: plasticita,
hradisismi, maree, moti ciclici di Volterra, render ancor pitt fine 'ondula-
zione del cono platonico (efr. fig, 12),
Da gquanto precede, senza parlare di tutte le precessioni forzate che si impon-
gono in tecnica nelle innumerevoli applicazioni del giroscopio, appare ben
interessante la considerazione delle perturbazioni su un giroscopio sede di
maoti ciclici interni.
Gli studi del Volterra aprono un indirizzo promettente che presenta
interesse sotto punti di vista diversi, in particolare quelli cosmogonici
delle mete asintotiche del moto dei corpi eelesti sotto 'azione diinterni moti
cicliei. 11 problema si complica perd quando questi non sono stazionari e
si considerano le azioni mutue tra questi ed il giroscopio che li sostiene;
nestione che egli ha magistralmente approfondita,
Tutte le sue ricerche apparse sulle nostre principali riviste, sono rac-
colte in una memoria, ponderosa memoria, degli « Acta Mathematica »
(tomo 22) intitolata « Sur la Th orie des variations de latitudes ». E essa
condotta alla maniera classica, degna di stare accanto alle elassiche memaorie
che Jacobi ha dedicato al moto libero di un corpo rigido. Come in quelle
riappaiono anche qui, =otto forma di espressioni razionali o esponenziali
le funzioni ellittiche ¢ jacobiane quando si studiano i rapporti tra rota-
zione e moti ciclici e si caleolano uzl esempio le forge necessarie per mante-
nerli stazionari,

Realizgzazione schematica di una dlstorlslouo secondo Volterra in un anello
fig. 15).

Le equazioni integrali di Volterra
ed i problemi della meceaniea ereditaria.

Nel 1896 hanno inizio gli studi, che lo interesseranno poi per tutta la vita,
sulla inversione degli integrali, comprendendosi in questo problema la riso-
Tuzi delle equazioni integrali di cui gia & stato fatto eenno.

11 problema dalll'iuvarsione di un integrale definito ha l'origine in un pro-
blema di meceanica, chiamato problema delle tantocrone.

In forma generale questo &i pone come determinazione di una curva » =
= o (y) nel piano verticale (w, y) tale che un punto pesante obbligato a
percorrerla, partendo con veloeitd nulla dall'estremo superiore, arrivi al
punto pit basgo O in un tempo che sin una funzione ¢ (h) dell’'altezza ini-
ziale h rispetto ad O.

Eguagliando la forza viva 1% ¢* al lavoro g(h — y) fatto nella caduta da

t
h ad h — y, poiché ¢ = ds/dt & ds*= dr®+ dy* ed infine I dt = (k) & trova

T (5 TP

La funzione incognita o« = w(y) anzi la sua derivata, si trova sotto il segno
integrale. Pereid, per esprimerla non resta che affrontare il problema del-
Iinversione,

N. H. Abel con un passaggio analitico semplicissimo ha risolto la questione:
in partieolare per g (k) — cost, cioé per il tempo di percorrenza indipen-
dente dall'altezza, ha ritrovato la cicloide come eurva tautocrona. Pro-
prietd notevolissima che consente la costruzione del pendolo con periodo
indipendente dalla elongazione (I'isocremismo del pendolo sn traiettoria
circolare scoperto da Galileo si riferisce notoriamente alle sole piceole
oseillazioni!).
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Ma il lavoro di Abel ha avuto anche il pregio di far soffermare 'attenzione
degli analisti su quest’ordine di questioni. Ed a queste il Volterra rimase
attratto pitt d’ogni altro, iniziando addirittura un eiclo di ricerche nuove e
di grande attualitd e sul quale gid s'era soffermato Boltzmann, il celebre
fisico di Vienna. Si tratta dei fenomeni di isteresi, ciot di ritardi dell'effetto
sulla cansa, di sovrapposizione di effetti vesidui (efr. figg. 13 ¢ 14) di asse-
stamenti su ecieli chiusi nel diagramma causa ed effetto che intervengono,
si pud dire, in tutti i fenomeni figici e sono studiati in un capitolo unico
della fisica, cosiddetta della meccanica fisica ereditaria. Essa abbraceia i
fenomeni di isteresi elastica, magnetica, elettrica quando le cause sono la
forza meccanica, magnetica, elettrica; gli effetti, lo spostamento o la defor-
mazione, lo spostamento magnetico, elettrico nella classica definizione max-
velliana, Ma essi appaiono anche nella gravitazione universale, nelle scienze
hiologiche e smrialli. come ha fatto vedere lo stesso Volterra in ricerche
sistematiche che occuparono intensamente Pattivitd dei suoi ultimi anni.
Come si esprimono questi fenomeni?

Seguendo Volterra soffermiamoci ad esempio sull'elasticitd considerando
una molla in condizioni naturali sulla quale al tempo t agisea una forza
F = F(t) (che in un ambito sufficientemente vicino a quello naturale e in
assenza di fenomeni dinamiei che si escludono ammettendo variazioni
lente) provoca uno spostamento ad essa proporzionale

L wit) = k F(t) .

Se Ia forza si spegne, W, che dipende linearmente da F, si annulla. E
queata, parlando alla buona, la legge di Hoocke.
Ma #i pensi ora che, di uno spostamento w(t) = 1 in un istante t antece-
dente a t (quindi = < f) e durato un intervallo di tempo Az = | resti,
all'istante £, un ricordo, che dipende da f e da =,

@ = D(t7) .

Se 8i ammette una teoria lineare del ricordo, ¢ quindi che ad azione doppia
o tripla, corrisponda un ricordo doppio, triplo, ad una durata doppia, tripla
un ricordo ancora doppio e triplo, detto spostamento w(z) durato un
tempuscolo d= nell'intorno dell'istante t = < lascierd un ricordo all'istante ¢
dato da

D, 7) w(z)ds.

A buona ragione la funzione delle due determinazioni {, = della variahbile
tempo, & stata chinmata dal Volterra, nueleo ereditario o semplicemente
nueleo,

Per la forma da attribuire a tale funzione egli considerd il easo importan-
tissimo in cui ¢ e = intervengono solo come differenza (1 — 1); e ciod:

O (1, 7) = Dt —7),

cid che significa che il ricordo dipende solo dalla distanza nel tempo del-
Pevento, e non dallistante in eui si ricorda. E il caso tipico delle memorie
invarianti che si pud ammettere senz'altro per i materiali nel periodo,
lungo anche deecine d’anni, del loro sfruttamento ordinario (fenomeni di
fatica a parte). Tali nuclei sono chiamati del eiclo chiuso per la proprieti
dei sistemi costruiti con materiali di siffatta memorin, principalissima tra
tutte quella della corrispondenza di moti periodiei alle azioni periodiche,
Specificando la @ (1 — <) si ha frequentemente

Qi —1) = ﬂ" —afjf—)

con = — 0 e tanto pin grande quanto pit & smemorato il materiale,
L'acciaio di qualita, di una lama di Toledo ad esempio & il pit smemorato
tra i metalli, meno lo @ il ferro dolee. Sieche la memoria d’acciaio del par-
lare comune, non ¢ affatto specifica dell'aceiaio. Nuelei semplicissimi del
tipo @ = Be— ot nei quali Pistante { addirittura non interviene, casi evidenti
idi una memoria indelebile, ma di una percettibilith decrescente con 'etd,
hanno riscontro nell’ambito di gquei fenomeni di viscositd, tanto attuali
nel cemento armato, di cui tutti ne parlano. Si riferiscono tali nuelei ad
intervalli dell’ordine dei giorni per l'aceiaio armonico dal momento della
sovratensione, dei mesi e degli anni per i caleestruzzi giovani, intendendosi
che v = 0 coineide, per il ealeestruzzo con la sua maturiti a, poniamo,
28 giorni (dall'impasto).

Ritornando al problema analitico, ammetfiamo che w vari con il variare
di £ da un tempo t = 0 all'istante = = f; & avra allora in luogo della legge
lineare [19] sovrapponendo gli effetti ereditari (o se &i wunole, i ricordi)

t
[20] wit) = k F() 4 L‘I(l‘, ) wir) dr.

Come & vede, la memoria @ (4, 7) & analiticamente data, ma l'incognita
w(z) appare tanto fuori quanto sotto il segno integrale. Per esprimerla si
ha quindi un'equazione integrale da risolvere, E questa V'equazione di
Volterra di 2% specie, non omogenea poiché F(t) 0 .
11 Volterra istitul tutta una teoria per queste equazioni. Le riportd ad un
sistema di un numero finito di ordinarie equazioni algebriche lineari, poi,
alle soluzioni di queste scritte con I'ordinaria regola di Cramer, risali dal
digereto al continuo, ciod passd al limi # s & pervenne alla solu-
zione cercata. Nelle linee generali il suo pengiero & il seguente:
Fissati degli istanti, poniamo pure egualmente intervallati =, «, ... =
tyy tae o.. ta il nuecleo ereditario d(f, r) potri esser determinato dai soli
valori che tale funzione assume nei nodi del quadrettato compreso nel-
I'area triangolare { > <. Il valore generico per gh istanti = = < < £, t = &
&l indichi con @, Con notagione conseguente si scriva brevemente w () —
= w; e w (5) = wj. Posto egnale ad uno l'intervallo costante tra istante
ed istante, la equazione [19] ¢ sostituita dal sistema,

w, =fis
[20a] Dy, w0y + Wy = fas
gy Wy + gy Wy + Wy = fas
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B questo un ordinario sistema’di equazioni algebriche lineari e non omo-
wene e distruttura un po’ particolare; maneano tutti i termini a destra della
diagonale. Si hanno soluzioni dedueibili ad esempio eon la regola di Cramer,
pur ¢he il suo diseriminante

s iine s i

[ O
21 D= |%n
(21} . Rl

gia zero. E questo lo & infatti ed & anzi sempre uguale ad 1 poiché si
riduce al prodotto dei soli elementi — tutti eguali ad 1 — sulla diagonale
e nulli essendo tutti gli elementi a destra di questa.

Secondo le regole di Cramer si ha quindi, poiché D = 1,

[21a] W= =D;

con D, determinante ottenuto da D sostituendo la colonna ime con i ter-
mini noti fi. Con eid, almeno per punti, passando dal continuo al disereto
la fungzione incognita ¢ determinata.

Per ritornare al continuo, occorre passare al limite per u s+ ciod consi-
derare il determinante infinito Dy,

Con una abilith analitica d’eccezione il Volterra riusei in tale intento e
diede la funzione incognita nella forma inversa della [20a].

[204]* wlt) = k¥ + [ Rt ¥ e

In tale espressione, che costituisce il suo principio di inversione, & R =
= R{4, 7) il cosidetto nueleo risolvente, dato da una serie uniformemente
convergente di eui i termini si oftengono con quadrature sul nueleo © (f,7).
Closl restd espresso il duo principio di convergenza.
Ma non si arrestd qui; pose a confronto le soluzioni ottenute con altri pro-
cedimenti che egli stesso istitul; approssimazioni successive o equivalenti,
come quelle di iterazione, delle serie di potenze di un parametro a fattore
di @®ft, 7). Ritrovd naturalmente gli stessi risultati in particolare che
la soluzione w poiché R(t, r) risulta funzione intera di 2 & una funzione
olomorfa di &
Le estensioni che egli trasse passando dalle espressioni integrali a quelle
integrodifferenziali hanno lo spunto nella dinamica ereditaria. Infatti, =e
al problema statico-elastico della molla sollecitata da una forza F(t) fun-
zione del tempo si sostitnisce quello dinamico, che interviene appena F
vari con relativa rapidita rispetto al periodo di oscillazione della molla,
oceorre per il principio di d'A]ilemhert. che riduce ogni questione dinamica
ad una di statica, sostituire ad F la forza perduta, ciod F meno la reazione
d*w
di inerzia m —gy, essendo m la massa virtuale della molla.

Ma genza soffermarsi sulla semplice questione tecnica del caleolo di m,
oecorre gubito notare che l'incognita funzione w(t) appare non =olo sotto
il segno integrale, ma, fuori da questo ed anche sotto il segno della doppia
derivazione. Pereid 'equazione si chiama integrodifferenziale. E considerd
sistemi pin complessi che gli vennero offerti dai sistemi elastiei continui.
Per questi la memoria pud non esser sempre sufficientemente rappresentata
da una sola funzione d(f, v) come avviene che non una sola costante k
pud esprimere le proprietd elastiche. Le quali, come &i sa, per i corpi iso-
tropi, sono gid due, le famose costanti di Lamé, per i corpi anisotropi sono
21 e sono le costanti che intervengono nell'espressione del potenziale ela-
stico unitario. E cosi la memoria venne espressa da una matrice con elementi
funzioni di f ¢ © e le equazioni via via si complicarono. Le loro soluzioni
perd le ricondusse tutte ad un solo criterio generale risolutivo.

In questo campo inesplorato eghi spinse tanto la sua euriositd da non avver-
tire un vieino ancor pitl fecondo e che gia gli si era presentato nell'ambito
funzionale. Si trattava di equazioni della stessa forma [20] salvo ad avere
il limite superiore fisso; serivendo in Inogo di t e =, » ed #', precisamente
dell'equazione

i
[22) wle) = f) + 3 [ @, 2 0 () o

Come pin tardi si ¢ visto & questa specifica si pud dire di tutti i capitoli
della fisiea matematiea, dell’elasticita, dell'ottica geometrica, della teoria
cinetica dei gas, e di quel capitolo che costituisee il tratto d'unione tra
fisica matematica classica e moderna fizica atomica, costituito dalla mee-
canica ondulatoria secondo Schridinger.

Alla soluzione di queste equazioni & pervenuto Ivar Fredholm in una cele-
hre memoria degli Acta. Ma quanta parte del lavoro del Volterra stia
nella soluzione del Fredholm & facile vedere gia nei brevi termini seguenti.

Nel caso dei limiti fissi, la riduzi dell'eq integrale a sistema alge-
brico vale naturalmente egualmente; si ha, in luogo delle [20q] il sistema
(1 4 Xy vy 4 A Wyl AR WhF e =f
122a) Mgy w0y + (140 D) wy + ANy W05+ voe =y

Ly, wy + Bge wy + (140 D) wy + ... = [,
e la regola di Cramer porge
Di. .
[23] 10y = I)(}l\} 3

Dy ha il significato di prima e D(3) & il discriminante che non & perd in
ogni caso diverso da zero.

I1 guo non annullarsi dipende dal valore del parametro 3. Se % & una radice
dell’equazione algebriea

[24] Din) = 0

le w; divengono infinite ed il sistema non ha praticamente soluzioni come &
notissimo E:gli elementi di algebra.



Seguendo i eriteri di sviluppo adottati dal Volterra si perviene ancora ai
suoi teoremi di inversione e convergenze nella forma equivalente alla [20a]*.
11 terzo teorema perd, quello riguardante il parametro porta ad esprimere w
non pilt come funzione olomorfa in A ma come funzione meromorfa; le sue
singolaritd sono i soli poli i quali stanno li dove 2 si identifica con una
radice della [24]. Questo cPtn‘a.nuat;m ha un significato ben preciso. In ela-
sticith e in dinamica ondulatoria & una frequenza. Le radici 2y, %5 .3
costituiscono uno spettro che per i sistemi atomici si identifica con gli
ttri classici della serie di Balmer, di Paschen, ece. Sin la struttura fine
che appare quando una riga spettrale si divide in pii righe ha il riscontro
in una radice multipla d’ordine p di una equazione algebrica che, ove si
mutino di poeo i coefficienti, si divide in radiei vieine di ordini di multi-
licith py, Po .; di somma = p legati alla perturbazione dei coef-
cienti.
Nessun dubbio ehe Fredholm in quest'ordine di ricerche ha avuto un
sueeesso clamoroso che ha soverchiato quello delle equazioni del Volterra
con le quali hanno tanta evidente affinita.
Intimamente egli si dolse di non aver colto cid che aveva quasi a portata
di mano e che sostanzialmente, come &i & visto, egli stesso aveva dato il
modo di vedere senza trovar, ineredibilmente, il dovuto riconoscimento.
Ma & ormai ora di lasciare queste equazioni integrali, tanto, a parlarne
non & finirebbe mai. 8i riaceenneri ad esse trattando la teoria matematica
della lotta per la vita, quella che costitui il dolee svago dei suoi ultimi anni.

Volterra all'Universitd di Roma.

Riandiamo all'inizio di questo nostro secolo, gtmndo mancava a quanti
Iammiravano nella pace di quei tempi felici ed ammirano tutt'oggi negli
seritti e nei ricordi Eugenio Beltrami, matematico-fisico massimo del nostro
risorgimento scientifico.

Era ovvio che a succedergli alla Cattedra di Fisiea Matematica e di Mec-
canica Celeste fosse chiamato il Volterra.

Con I'insegnamento di tali digcipline nell'Universitd di Roma si iniziarono
per lui i migliori anni della sna vita. La sede ambitissima, il suo matrimonio
con Virginia Almagia, la diletta compagna della sua vita, fedele e impareg-
ginbile custode della sua memoria.

Segnirono ben presto i riconoseimenti uffieiali, la nomina a Senatore del
Regno, la indiscussa fama internazionale.

In Francia ebbe onori accademici e quasi una nazionaliti onoraria, amicizia
sineere; le sue idee trovarono risonanza completa in quella fiorente seuole
matematica,

Egli ricambid quella simpatia che trovd si vivida nel modo pitt completo.
Come pochi contribui a rinforzare 'amicizia verso il nostro Paese, la sua
stessa memoria contribuizee a rinnovarla dopo le recenti erisi, siccome
avviene spesso di rilevare.

La vita attiva, il suo indirizzo anche pubblicistico della scienza ¢ delln
matematica che di il mezzo per praticarla, non lo distolse mai dalla ricerca
attiva.

Completd in trattati le sue lezioni romane sulle equazioni integrali, quelle
alla Sorbona sulle funzioni di linea, le legioni di Stoccolma sulle equazioni
della fisica matematica.

Li sono sistematicamente presentati i suoi profondi pensieri sulla nozione
di funzione di linea, sui funzionali, sul caleolo funzionale.

Ma, instancabile nel ricercare campi di indagine per quei rami della fisica
matematica che pareva esaurirsi o quanto meno evolversi verso orienta-
menti non strettamente classici, nel senso come egli lintendeva, di un
eapitolo dell'analisi che poteva restare anche al di Ii delle premesse iniziali
qualcosa di utile in ogni caso per lo studio dei pin disparati problemi. Non
gono forse le funzioni di variabile complessa, nate in idrodinamica altret-
tanto utili nei problemi della teoria del calore, dell’elasticita, nello studio
della torsione?

Un qualche segno di esaurimento dava allora in particolare la teoria mate-
matica dell'Elasticita che, per l'influenza del Betti e per innata disposizione
era diventata una teoria nazionale, una vera causa personale dei nostri
pitt eminenti fisici matematici, tra i primi, Carlo Somigliana, coetaneo,
amico per la vita et unltra del Volterra, ancor oggi inesausto nella ricerca,
presidente della sezione matematica e meccanica dei Linecei, maestro caris-
simo e venerato da tutti noi anziani,

Le distorsioni elastiche.

11 riolo essenziale che ha la connessione del dominio in eni si opera sulle
soluzioni delle equazioni differenziali & gid apparso in gueste pagine tanto
nell'ambito dell'idrodinamica, quanto, per merito del Volterra, dell'ottica
dei cristalli. Ma, prima che in questi problemi, la topologia si era gia intro-
dotta in fisica matematica attraverso la nozione di nodo nello studio del-
I'induzione mutua dei cireniti elettrici proprio dove, per la prima volta,
&'t rivelata la periodicitd di un integrale ciclico.

Lo stesso studio delle funzioni algebriche e dei loro integrali (integrali
abeliani) sopra quelle superfici topologicamente riducibili a spazi con una
ben determinata connessione lineare che Riemann ha ideate per la loro
uniformizzazione, trova risorse intuitive nel campo della elettrologia. E cid
alla maniera con cui Riemann, metallizzandole per renderle conduttrici e
ecurando isolamento nelle sezioni di diramazione per poterle considerare
sedi di correnti elettriche, dimostrd intuitivamente Uesistenza su di esse
di un potenziale armonico uniforme ¢ (con ovvia singolarith nei poli di
applicazione).

Appena accennando all’estensione di queste ricerche, dall’equazione di
L;i)iam a quella dell’equilibrio termico con irraggiamento od a quella
dell’equazione delle onde in presenza di uno spettroscopio a diffrazione,
fermiamoei a considerare il saliente ruolo che in elasticitd ha la connes-
sione. Essa interviene attraverso certe operazioni nei corpi non semplice-
mente connsesi, operazioni che il Volterra chiamd distorsioni e sulle quali
costrul una teoria che ha avuto ed ha una influenza notevolissima anche
nell’ambito tecnico.

Distorsione elementare di Volterra in un eilindro eavo per asportazione
di un cuneo ¢ suecessiva saldatura (fig. 16).

Egli si domando, riprendendo uno studio del Weingarten sulle superficie
di discontinnitia nella teoria della elasticitd dei corpi solidi, apparso nei
Rendieonti dei Lineei (1901), che cosa avveniva se in un corpo semplice-
te o non sempli te connesso, fatto un taglio si forzava tra le facce
di questo un enneo rigido; oppure se, asportato un cuneo di materiale ela-
stico, si rinsaldavano con movimento rigido le facee dopo averle forzata-
mente avvicinate o, pin generalmente, se fatti dei tagli secondo piani si
praticavano su queste movimenti rigidi relativi qualsivogliono, Trovd che
nel primo easo non restavano soddisfatte le coaidc{ettﬂ condizioni di regola-
ritd istituite da St. Vénant, condizioni che esprimono la congruenza, cioé
la compatibilith della deformagzione di ogni elemento che costituisce il
corpo. Nel secondo caso, ciod per i corpi non semplicemente connessi, la
regolarith della deformazione rimane inveee rispettata.
Cid signifiea che per i corpi semplicemente connessi, la distorsione & local-
mente sempre ritrovabile (si ammette una esecuzione ad hoe, diremo ideale,
della_saldatura dopo il taglio). Non cosi invece nei corpi a connessione
multipla, nei quali la distorsione & localmente introvabile pur potendosi
rilevare lo stato di coazione con mezzi vari, fotoelastici se possibile, ela-
stodeformometriei.

Distorsione elementare di Volterra in un cilindro cavo per asportazione
di uno spessore costante e sueccessiva saldatura (fig. 17).

Non si arresto egli certamente a questo punto fondamentale, ma diede le
soluzioni complete per le sue distorsioni (quelle dianzi definite) mettendo
in luce la caratteristica peculiare della polidromia delle funzioni che espri-
mono gli spostamenti, la continuita invece sino alle derivate secondo della
deformazione,

Che le funzioni che dinno gli spostamenti siano polidrome & facile rico-
noscere.

Con rignardo ad un anello (efr. fig. 15) in cui sia praticata una distorsione
per asportazione di un cuneo e successiva saldatura delle facce A B e A’ B’
aperte dal taglio, si esaminino gli spostamenti (a saldatura fatta).

I punti A B di una faccia del taglio non si sono spostati mentre quelli A*
B’ dell’altra si spostano dellas larghezza della fessura. Pereid, partendo da
un punto M di A B ¢ percorrendo un cielo interno all'anello per arrivare
in un punto M’ di A’ B’ seguendo gli spostamenti che procedono per con-
tinuitd vi si arriva con valori differenti da quelli che si avevano in partenza;
si tratta dungue di una polidromia del tipo gid segnalato per la funzione.
Per queste distorsioni trovd teoremi di reciprocita, eleganti conferme spe-
rimentali fatte su anelli, cilindri eavi (efr. fig. 16, 17) assoggettati a distor-
gioni elementari (rotagioni, traslazioni per solo scostamento rispettiva-
mente per solo scorrimento delle facee del taglio), realizzando un complesso
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Realizzazione secondo Albenga di una generale distorsione di Volterra in
un arco elagtico con tre distorsioni in sezioni obbligate (g, 18).
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di deduzioni limpidissime che costituiscono uno dei pin bei capitoli del-

nli di Volterra si praticano anche in teenica, ad npio quando
ai disarma un’arco con le presse idrauliche in chiave, cioé si allontanano
relativamente le facce dei due semiarchi ;{t‘H.lll e maturati sulla centina,
gino a ehe s provoea la spinta necessaria per realizzare la coincidenza
dell’asse con la linea delle pressioni. Bloccate le presse si fa poi il sigillo
che & equivalente alla interposizione, tra le facce del taglio, di adeguati
spessori, Tale distorsione si pratica anche a titolo curativo. Ad esempio,
se un arco od una fondazione, poniamo per sempliciti si sposta orizzontal-
mente, allora I'arco subisce una vera e propria torsione del tipo consi-
derato ('areo prolungato nelle fondazioni assieme con il terreno realizza
'anello).

Ove si manifestino disturbi si pud annuollarla seng’altro con nna distorsione
opposta tagliando arco in chiave ingerendo in pari tempo le presse
idranliche per farle ag o al ripristino della spinta iniziale.

Ma si pud anche eliminare una qualunque accidentale distorsione di Vol-
terra siccome pud essere provocata in un arco incastrato da un qualungue
cedimento delle fondazioni. Si procede, fissando 'attenzione su tre sezioni
(efr. fig. 18) dell'arco che sieno facilmente operabili, introducendo in eia-
seung di esse un cuneo di apertura conveniente. Questa si pud valutare con
una costruzione grafiea informata alla nozione di ellisse terminale di elasti-
citd proposta dal nostro Albenga. Probabilmente egli non pensd all'intro-
duzione effettiv questi cunei, che avrd considerato una ben violents
cuneoterapin, Ci pensd inveee ing. Miozzi, dinamico eapo dell'nfficio teenico
comunale della Serenissima. Da buon anconetano, li dove poteva non poté
non far sue le distorsioni del suo grande concittadino. E non si arresto al
ponte Druso a Bolzano; progettista anche del bel ponte degli Sealzi a
Ve , non maned di sottoporlo, a titolo preventivo, e senza inconve-
nienti, a interventi distoreenti con tecnica sempre pin adeguata.

Questi interventi hanno una notevoele importanza in qu.mlr- iniziarono anche
da noi lilll‘]l( costrizioni od autotensioni artificiali nelle ¢ , inangurate
in Francia dal Sejourné e dal Freyssinet per il ponte di Villeneuve sur Lot
sin dal 1910 e costituiscono u”_l;i gotto i pitt vari aspetti, promossi dal
Freyssinet—=oprattutto, la maniére, anzi la manie di qus anti costruoiscono
con quella pietra filosofale, non sempre dura, che & il calcestruzzo di eemento,
Tutti sanno infatti che la pratica offre innumerevoli esempi in euni, pur
mancando le forze esterne non & affatto nulla la deformazione e quindi lo
stato di tensione interna del corpo. Basti ricordare le tensioni provocate
da difetti di fusione, a non uniforme raffreddamento delle colate, ai getti
=considerati di liquidi calcestruzzi in particolare, alle tensioni dovute alle
introduzioni forzate di membrature, pretensione delle strutture con
eavi, catene, fili armonici; alla produzione di deformazioni plastiche, ciod
deformazioni indimenticabili, che non svaniscono con la eausa che le produce
¢ percio producono stati di coazione residui come & facile intuire.

Tutti questi stati & sanno pit o meno caleolare con metodi abbastanza a
punte che risalgono a Lord Kelvin e, seendendo per i rami zono stati via
via adottati alle circostanze specitiche della teeniea,

Le autotensioni non sono  una  attualit ogni  cerchiatura a  caldo,
ogni ritubazione in artiglieria, ogni catena pre-tesa costituiscono pin o
meno esempio remoto degli esempi, taluno assai vistoso, della moderna
teenica del precompresso. La quale si differenzia solamente per I'altissima
tensione specifica nelle sue cerchiature, nei suoi fili armonici, nelle sue funi.
In questa sovratensione, 5 volte superiore a quella del passato (si
arriva gui 100-120 kg/mm tensione d'esercizio) sta perd il segreto del
suo successo sulla lenta 1!1'.-<|wr.-=itl||v viseosa a eni nel campo dei calcestruzzi
sono soggette tutte le diste Tali dispersioni possono esser guardate
eon utilita da un punto d ditario proprio secondo i metodi di
Volterra ed esser seguite nella loru dissipazione nel tempo.

Tali tipi di costrizioni o distorsioni non sono, come talvolta si afferma, affatto
wizzazioni di quelle del Volterra che, anzi, deliberatamente le ha
ate per considerare solo quelle che rispettano la regolariti perche
esso a tale precisazione ne seguisse quel modello di capitolo a cui
abbiamo alluso.
Un esempio singolarmente espressivo che chiarisce la posizione delle distor-
sioni di Volterra, si ritrova in idrodinamica. La, se un recipiente a pareti
+ contiene un liguido incompressibile in eni non ei sono vortiei
liquido deve stare in quiete, se il volume ¢ semplicemente connesso,
una sfera, un enbo, un parallelepipedo, che sono tutti {(|l|1\:11|-h11 I movi-
mento & invece possibile solo e soltanto se la connessione & n|||1l1p|u. cioé
se alla sfern si collega uno o pit tubi-maniei, sicché lo spazio ha connes-
gione lineare multipla. Il movimento irrotazionale corrisponde qui alla
deformazione regolare,

1

Le applicazioni matematiche alle seienze biologiche e soeiali.

U'n eminente biologo dell'universitd di i"nhu.\l domandd al Volterra se era
mai ]:Irlﬂ‘-llll]l- trovare una via mate 1 per ||1t‘\1-dl\rr» le variazioni dei
imeri di individui che compongono le associazioni di pin specie conviventi.
mnda non poteva essere meglio indirizzata, Sin dal 1901 il Volterra
volto lo sguardo sulle applicazioni delle matematiche alle scienze
biologiche e sociali, ma non vi si era particolarmente soffermato poiché
quelle riguardavano sostanzialmente i metodi della statistica, sia pure
||r1|i intemente applicati, ma non i dava luogo a questioni tali da interes:
s la hiologia ed i i tempo anche la matematica.

invece la ques i presento subito diversa poichd glhi ‘<| profilo
nzi, sieuro, un interessante sistema di equazioni differenziali di eui
vedeva Pevoluzione in un sistema di |~1{1|f|rm|n integro- rllﬂl enziali;
non vi era dubbio infatti che anche la questione ereditaria si sarebbe o
prima o poi presentata.

Poiché quel hiologo, il prof. d’Ancona, era sno genero, apparve anche assi-
curato 15 ontrollo delle deduzioni teoriche con la realta osgervata nelle
specie pin disparate, dai pesci nelle peschiere e nei mereati di pesce (osser-
vazioni indirette) e gin, sino alla contabiliti decli infusori, dei microbi,
sul vetrino del microseopio,
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Curye di acerescimento di una speeie; A ed A®* secondo Malihus, B secondo
Pearl (nutrimento limitato), ¢ secondo Volterra (intossicamento) (fig. 19).

Cosi inizid i suoi studi, felicissimi, che furono i suoi prediletti, particolar-
mente negli ultimi anni della sna vita.

Comineid a considerare come continue le variazioni del numero degh ele-
menti (individui) delle singole associazioni e ad ammettere che le varia-
zioni naturali, cioé non perturbate da forze esterne, fossero proporzionali
al numero stesso degli individui componenti I'associazione.

Prese in esame il caso pin semplice di un’associazione di due specie convi-
venti che si contendono il nutrimento.

Chiamd con N, ed N, i numeri degli individui componenti, con vy, vy i,
g i coeflicienti :l| natalitd e mortalitd quando il nutrimento & tanto abbon-
dante da soddisfare Uaviditd di tutti,

I coefficienti di accrescimento s, s, restano allora espressi dalle relazioni

Uy Eg = Vg g

@ le equazioni ]n' le vs sioni di N, ed Ny con il tempo f, ehe dinno eiod
la denivata di N, N, o, parlando alla buona, la loro velocitid (di variazione)
BONO

dN, y ANy

dt =1 dt ¥

Da qui |nl|-"rmulu se g ed g, sono positivi, N, ed N, en no con legge
esponen lono ‘lrl'illllnii'n (eurva 15). Quali ne
giano le conseguenze non occorre certo rilevare, primissima ed inesorabile
In :hmmu?m:w della quantiti di nutrimento, poniamo h, N, in virtd di
hy Ny in virth di N,, quindi una diminozione totale b, N, + hy N,

e sul coefficiente di acerescimento delle due specie in isura
a puw]u\ diversi sono i hisogni.
Introdotti due nuo -m-ﬂu ienti vy, v, £, ed g diverranno ¢," =

-1 (A, N, + by Ny, gy — va (hy N, 4+ Ay \e} e leo m|lmrtnm IZ,"]]
&i um:]}iomnn »mnplu‘(‘mvuto wu.nlu(-ndn 5, con g%, g3 con g,° tutte le
costanti essendo, naturalmente, positive.
Lo studio di queste equazioni differenziali concede di far prmmuml sulla
sorte delle due specie. Ad esempio, se in particolare e, v =0,
N, ed N, tendono, dopo ovvie sofferenze, ad un wvalore onat.mto “che assi.
curerd 1 vita a tutti.
In cago diverso, ammesso che g, v, — g4 7y 8ia > 0, N, tende a zero ed N,
ad un valore costante; una specie sparisce e I'Lllln \'l\e di stretta misura.
Se fosse g; v, — g, 7, = 0 si scambiano le sorti.
A favorire questa tendenza assintotica sorge Paggressivitd di una specie
in raffronto all’altra. Quella destinata a morire potrebbe finire con il nutrirsi
dell’altra e, poniamo, solo dell’altra. Percid per primo caso il Volterra con-
siderd quello in cui N, ha da mangiare quanto occorre ed N, si nut vece
di solo N, cid signifiea che N, si esaurirebbe per fame se N, non ci fosse
e che il coefficiente di acerescimento & — =, (con g = 0), 1 coefficienti
di acerescimento nel regime che si considera (N, mangia N,) divengono

5" Gl YiNae &° g+ e N,

y ed N, funzioni incognite di ¢ &i serivono sostituendo
* gg" ad g, 5, dunque

e le equazioni per N
nelle [25] tali espressioni di =

AN _ dN,
[26] a =wN. lew

Studiandole con singolare perizia il Volterra & giunto a dare il comporta-

mento in grande di N; ed N,.



Librazioni stabili in grande di due specie attorno alla soluzione stazionaria
(Ng mangla N; cho ha, per Ipotesl, nutrlmento limitato) (flg. 20)

Comineciando dal caso elementare in cui N, = 0, si ha cioé una sola specie,
le [26] porgono, essendo N, il numero iniziale di individui,

e ext

e -+ Noy (e 1)

[27] N =N
P la legge dell’acerescimento secondo Pes quando 'aumento della popo-
azione rende difficile la vita (nutrimento limitato). 8i ha la tendenza asin-
totica ad un numero N* (curva B della fig. 19)

indipendente dal numero iniziale di individoi, Ove Paumento di N provochi
I'intossicamento per metabolismo o psicologico, N tende a zero in un tempo
finito come s pud verificare, opportunamente perfezionando le [26] con
I'aggiunta di un termine ereditario (eurva C). Per 0 (nutrimento illi-
mitato, convivenza pacifiea) si ripete il caso delle [2

N Ny s

@ la famosa legge di Malthus; per = = 0 si ha ac wnto o esauri-
mento esponengiale (eur ). Per il eazgo delle due peie conviventi inte-
resss la soluzione statica (numero costante degli individui,

che si ha quando inizialmente N,, ed N, coincidono proprio con detti valori.
In caso diverso N, ed N, fanno delle librazioni stabili, come & vedra, in
grande, attorno a questa soluzione.

Cid appare ben chiaro in figura 20 dove, eliminando il tempo, & riportato
N, in funzione di N, Appare, con riguardo alle curve chiuse attorno ad O
(ognuna, orbita del punto I’ P (N, N,) purché in un certo istante N,
ed N, abbiano i valori che ad un suo punto corrispondono), che N; ed N,
oscillano tra un estremo superiore ed uno inferiore. Tale oseillazione risulta
in un grafico di N, ed N, in funzione di ¢ (efr. fig. 21).

Volterra ha anche determinato il periodo T della librazione, che chiamd
periodo della fluttuazior d ha stabilito il teorema fondamentale che la
media del numero di N, rispettivamente N, su qualunque ciclo, ciod N =

T
: f:.LX dt & invariante, ciod & sempre la stessa, Quindi la media di N, ed N,

¢ indipendente dai dati iniziali. 8i tratta di un invariante notevole delle

Fluttuazionl corrispondenti alle librazioni stabili di due speecie (N3 mangin N;
eho has, per ipotesl, nutrimento Himitato) (fig. 21).

specie in generale ch'era stato gid intuito da C. Darwin. Non solo, ma ha
considerato anche il caso in cui per cause esterne N; ed N, fossero distrutti
uniformemente e proporzionalmente al loro nume rattandosi di dune
specie di pesei, tale distruzione corrisponderebbe alla pesca, a paritd di
furbizia rispetto al pescatore).

Avviene in tal easo che se una specie mangia 'altra, si avvantaggia sempre
la specie mangiata. 11 che corrigponde ad una saggezza superiore per eni
gli aggressori, giacchd le forze esterne che distruggono tutti piit o meno
uniformemente ¢i sono sempre, non hanno la meglio, sia pure alla lunga.
Si tratta in questo caso, di una perturbazione della legge di invarianza delle
medie. Queste perturbazioni sono molto conformi con le leggi di fluttuazione
6 conservazione tratte dalle variazioni dei patrimoni ittiei nelle peschiere
dell’Alto Adriatico, Si noti che la legge della perturbazione delle medie
fu anch’essa intuita gia da C. Darwin.

Naturalmente tutto cid non riguarda che i primi passi della teoria, I1 Vol-
terra non si arrestd innanzi alla plaralith di specie conviventi e neanche
innanzi al cago delle azioni ereditarie dell’ambiente, del nutrimento, dell'in-
tossicamento chimico (prodotti del metabolismo) e psicologico nelle specie
superiori, Pervenne ad equazioni integro-differenziali del suo tipo predi-
letto e di queste studid le soluzioni in grande, cioé qualitativamente. La
periodicitd vien naturalmente meno come in tanti fenomeni con isteresi,
ma permane inveee la legge di fluttuazione nella pin lata espressione di
oscillazione attorno ai valori stazionari con passaggio attraverso infiniti
massimi ed infiniti minimi e si ritrovano anche i easi di assestamento
{efr. fig. 22) ben noti ai tecniei, in particolare la tendenza asintotica ad un
ciclo periodico, e cid & pud provare applicando i suoi ultimi teoremi ener-
wetici sulla degradazione ereditaria. La leggze di conservazione delle medie
&i riferisce a medie asintotiche, cioé per T =- = e cid era da attendersi non
essendovi pitt un periodo. La legge della perturbazione delle medie permane,
riferita non al periodo che non esiste ma ad un tempo sufficientemente
grande.

Fluttuazioni di due specie, nelle eondizioni della fig. 20, sulle quali grava
perd Pereditarietd. E possibile una tendenza asintotiea alla periodicitd come
nel cieli di isteresi del materiall (Tig. 22).

Che si possa da qui istituire una teoria matematica della lotta per la vita
non vi & dubbio, come non vi & dubbio sulla possibilith d introdurre in
questi studi i principi teologici e finalistici (prinecipio della minima azione,
principio dell’ Hamilton, ece.) informatori dell’eterno alternarsi nel mondo
vivente, alternarsi ehe & in ogni cosa dell'universo, la luce e le tenebre, il
bene ed il male, il caldo ed il freddo. Tali prineipii si reggono, come si pud
dimostrare, anche quando sovrasti, ma sia lenta rispetto ai periodi d’alter-
namento, come & suol dire in meccanica sia adiabaticamente agente, la
degradazione energetica delle azioni ereditarie, causa dominante della ten-
denza ineluttabile alla fine. A meno che, s'intende, la creazione non sia
sempre, 0 (uanto meno saltuarinmente in atto, come vorrebbero vedute
molto recenti sulla materia. Ma in tal caso la fine pud non esser molto
preoccupante per la sua attualiti.

Questi cenni, pur tanto so wari, rendono evidente la straordinaria visione
di ingieme che il Volterra aveva della natura del mondo matematico, fisico
o vivente; dei metodi che servono a scoprirlo,

Con una visione della fisica matematica come dottrina che nella fisica ha
solo lo spunto e resta invariante comungue la fisica vada evolvendosi,
rimase egli apparentemente agnostico innanzi alla erisi che da un lato apri
la teoria della relativitd, dall’altro, la teoria dell’'atomo di Bohr econ il
compromesso dei postulati di Sommerfeld. E tale attegginmento non cambid
pur con il grandioso progredire e consolidarsi delle nuove teorie.

Questo agnosticismo era un segno di eoerenza, in lui innata, eon un modo
di pensare che aveva seguito tutta la vita: fedelt I'opera immortale,
che l'aveva sempre ispirato, dei grandi fisiei matematici della prima meta
dell'Ottocento. Non solo, era anche una tendenza a mantenere I'equilibrio
tra le applieazioni elassiche dell’analisi alla geometria, alla meeccanica, alla

fisica, alle lucenti teorie, essenzialmente formali, veri i alla seienza
elleniea, al di 14 di ogni pin roseo sogno dei agoriei, costituenti, per usare

Pespressione di un grande matematico francese, In méta-matematica della
senola moderna di fisica.

(Seguira: Volterra e le istituzioni scientifiche italiane).
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