Sulle configurazioni d’equilibrio instabile
d’'una piastra elastica sottile ™,

§ 1. Tra le sollecitazioni cui una piastra elastica sottile pud essere cimen-
tata, a quelle nominate piane o fangenziali spetta notoriamente importanza
cospicua, e cio, sia per la vasta cerchia di quesiti della pratica che portano
a considerarle, sia, e pili ancora, per I'interesse, invero notevole, che destano
certi problemi d’analisi (cosidetti problemi d’autovalori) che a questi si colle-
gano.

Come si sa, a particolari valori di queste sollecitazioni (sollecitazioni
critiche, chiamate anche di puwta nei sistemi unidimensionali) corrispondono
configurazioni d’equilibrio caratteristicamente instabili, intendendosi con cid
alludere a stati d’equilibrio tali, per cui anche il piu tenue cimento, statico
o dinamico che sia, produce in generale perturbazioni grandi oltre ogni limite.

Queste circostanze di fatto, cui I'esperienza da ben conosciuti riscontri,
si sogliono per lo piu studiare alla stregua d’un noto criterio di stabilita d’uso
assai frequente. Il quale criterio, traducendosi in una proposizione d’esi-
stenza di minimo per un certo integrale (dell’emergia potenziale totale) conte-
nente una funzione incognita, caratterizzante la configurazione d’equilibrio,
porta, con l'impiego adeguato di alcuni algoritmi del calcolo variazionale,
primissimo tra questi quello del Ritz, ad esaurire con agilitd e speditezza
pressoché qualunque quesito che la pratica chiama a risolvere [1].

Ora, pur riconoscendo (pei risultati conseguiti) P'utilitd indubbia di tale

“modo di riguardare quest’ordine di problemi, non sembra si possa ritenere
proprio conseguita, con tutta la generalith desiderabile, la dimostrazione d’esi-
stenza di tali configurazioni, come pure una loro caratterizzazione qualitativa
e quantitativa completa.

E percid che non pare del tutto inutile considerare qui con qualche diffu-
sione gli aspetti analitici delle suddette questioni, come anche di segnalare in
pari tempo alcuni procedimenti risolutivi validi in ogni caso.

Riprendendo una mia Nota [2] concernente la quistione ora nominata, si
comincia col riportare (§ 2) 'equazione differenziale del problema (che, sotto
debite ipotesi di derivabilita e continuitd, traduce il principio di minimo di
cui sopra) ad una equazione integrale del tipo classico di Fredholm onde
sfruttare (§§ 3, 4) ben noti teoremi d’univocitd ed esistenza, nonché i metodi
risolutivi assegnati per queste equazioni.

(¥) Dagli « Annali di Matematica pura ed applicata» Serie 1V, Tomo IV (1927).
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Indi, non essendo pero possibile attribuire a detti metodi che un valore
essenzialmente teorico, si introduce (§§ 5, 6) un algoritmo d’approssimazioni
successive che, sulle direttive magistrali di Schwarz, Poincaré e Picard, non
¢ difficile né impostare né giustificare.

§ 2. — POSIZIONE DEL PROBLEMA.

Sia 8 una piastra sottile, elastica, isotropa.

Indichino: % lo spessore, piccolo di fronte alle altre dimensioni, E e v le
costanti d’elasticita, modulo e coefficiente di contrazione del materiale che la
costituisce.

Orientati nella superficie mediana (alla quale, secondo l'uso, andranno
riferite le considerazioni che seguono), due assi cartesiani x ed y, si porti nor-
malmente a questi, quindi alla nominata superficie, piana in condizioni natu-
rali (si vuol intendere in assenza di sollecitazioni), ’asse delle z. Allora, sc
con p = p (x,y) specifichiamo una distribuzione di pressioni sulla 8§, agenti
secondo z, ove si indichi con w = (x, ) lo spostamento d’un punto generico
P di coordinate x , y, I'equazione per I'equilibrio si scrive [3],

(1) Adw (x,3) = p (=, ¥),
essendo scelte le unita di misura in modo, che risulti = 1 (per sola semplicita
di scrittura) il coefficiente di rigidita (Steifigheits—koeffizent, flexural rigidity)

EA3
12 (1—v?)

R =

che notoriamente moltiplica in quest’equazione il doppio operatore laplaciano

2) M=(sm+ o) (ar F o) — w2 g ot

ox oy dxt 9.1:2 ay

Cio posto, detto S il campo d'integrazione definito dalla superficie testé
definita, il bordo della quale si indichera con o, sia G =G (P, P’) una funzione
(la seconda funzione di Green) di due punti P e P’ di S, (di coordinate x , y
rispettivamente £, %), tale che si abbia in tutto il campo:

AAG = o,

a) Toperatore AA essendo indifferentemente formato colle coordinate
di P o di P

4) che al contorno & soddisfi alle condizioni che si vogliono imporre
alla 7, le quali sono, per i tipi di vincolo piu frequente, 'incastro o V'appoggio
libero fornite dalle due coppie

<3) w =0 3 _87 = 0,
rispettivamente

82
) w=o0 , D(w)=vAw+ (1-—v) 5 =0,

essendo # la normale esterna, spiccata in un punto P di o;
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¢) che in tutto S si possa porre

Ol G, P)=5=rlgr+g(P,P)

con » eguale alla distanza PP'=)(x—E)* + (y —n)* e g=g (P, P') fun-
zione continua con le sue prime quattro derivate (seconda funzione preliminare
di Green.

Sorpassando sulla questione d’esistenza come pure su quella costruttiva
di una tale funzione, esaurita dalle ricerche di Boggio [4], Hadamard [5] ed
altri, l'integrale generale dalla (1) si scrivera nella forma

©) w (P) = j'G (P, P) p(P) dS,

essendo &5’ 'elemento di superficie di S espresso nelle coordinate £ ¢ 4 di P’.

Dopo questi preliminari, di cui ci si varrd in seguito, si caratterizzi
una sollecitazione piana con le tre componenti caratteristiche n,, — v (P
My = Wy (P), 1y, = n,, (P).

Relativamente ad esse riterremo, in conformitid con la teoria classica, che
possano ricavarsi come derivate seconde d’una funzione A = A (P) (fun-
zione di Airy [6] biarmonica in S, tipica della sollecitazione che si considera,
secondo le relazioni
zA 2ZA 22 A

3y? ' ey :ﬁ——axt?y ’ Myy = ox2

(7) Plyx —

e si abbiano quindi in tutto il campo le relazioni, fondamentali nella nostra

ricerca,
OFlyy 3txy Crtyy My
(8) Qx + 3}/ =0 3 9}/ + or —O:
e
2 Flpn 32 4y, 92 4y .
(9) 47 + 2 3}’ dx + 8}/2 =0

Riterremo inoltre, come condizione essenziale, che dette componenti,
riguardate come coefficienti d'una forma guadratica in due variabili ¢ e P

(10) Fo= .0+ 2n,eb+ n, {?

steno tali da renderla definita e negativa, vale a dire, che si abbia in tutto il
campo [7] oltre a n,, <o ©,

(11) My Mgy —— Wogy => O ;

con che si vuole esprimere che la conica delle sollecitazioni relativa al punto
generico P & chiusa, dunque una ellsse.

(1) In questa Nota si chiamano, con uso invalso in Elasticith matematica, di compres-
sione sforzi, #.., 72,, negativi. Da cid la richiesta del carattere definito negativo della F.
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Allora, se con L indichiamo Voperatore differenziale

a2 o

82 2
(IZ) Li%xxa—x{‘**Z?ny axay +nyy@2—,
manifestamente aufoaggiunto per le nominate relazioni (8), I'equazione per
gli spostamenti w (quella che traduce il prencipio di minimo di cui e cenno
nel § 1), permanendo ancora la pressione p, si scrive [8]

(13) AAw = <L (w) + p,

t essendo un parametro numerico, in particolare eguale all’unita, che molti-
plica le tre componenti 7.

Poiché il termine additivo <L () della p &, in linea formale, assimila-
bile a questa, dal confronto della (13) con le (1) e (6) risulta senz’altro

(14) w(P)y=~r [G (P, PHYL [w(P)]dS + = (P),
S
essendo
(15) w(P) =[G (P, P)p(P)aS
S
€
(16) U= G gt 200 G0 s e G 5

vale a dire, loperatore 1. gia definito applicato alle coordinate £ e 7 di P'.

Per riportare 1'equazione infegro-differenziale (14) ad una equazione zznte-
grale del tipo di Fredholm eseguiamo una doppia integrazione per parti, sicu-
ramente legittima per la specificazione della G. Si ottiene, sfruttando 'annul-
larsi al contorno della @ come della G,

(17) w(P) — [ ) EZI”x.r(P;)& Gr.PY |

o]

32 [nyy (PG (P, PT)]
2 L ,
ck on

+
g
2275, (PYG (P, P
+ [71» 3( 31]2 )] :

w(PHYdS + = (P),
od anche, tenendo presenti le (8) e (9), I'equazione
(18) w (P) = = / L'[G (P, P)]w (P) dS -+ = (P)
$
che ¢ manifestamente del tipo classico, non omogeneo del Fredholm,
(19) w (P) = T[K (P, PYw (P)dS 4+ «(P),
§

il nucleo K =K (P, P), logaritmicamente infinito per P coincidente con P,
essendo dato dal secondo parametro differenziale autoaggiunto della seconda
funzione di Green, preso rispetto alle coordinate di P’.
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Cio posto, in base ai teoremi generali della teoria delle equazioni inte-
grali possiamo affermare che, ove il parametro © sia distinto da una delle
radict % , 7. ,+ - -, 7, - - -; dell’equazione che si ottiene eguagliando a zero il suo
determinante fondamentale, esistera una ed una sola soluzione della (18);
che invece non ne esisterd alcuna se vi ¢ coincidenza con una delle radici
suddette.

Ed avendosi altresi dalla teoria generale la nozione d’esistenza di solu-
zioni non nulle (awtofunzioni) dell’equazione

(20) w (P) = :/'K (P, P)w (P)dS, K (P, P)=L'[G(P, P')]

S

corrispondentemente alle nominate radici 7, (cosidette valori caratteristici o
autovalori), resta implicitamente confermata 'esistenza di soluzioni non nulle
dell’equazione

(21) AAw = <L (w),

quindi, di configurazioni d’equilibrio corrispondenti alle sole sollecitazioni
plane T 7., , T My, Th 7y, -
Le quali configurazioni tutte, per quanto precede, hanno i caratteri pre-
cipui dell'instabilita (I'addizione d’una sollecitazione p, comunque piccola,
producendo spostamenti comunque grandi) come gid si ebbe a rilevare.
Con cid sono conseguiti i teoremi d’esistenza come pure, attraverso ai
metodi del Fredholm, gli algoritmi risolutivi formali del nostro problema.
Per il rigore perd fa d’uopo provare che, non solo & possibile (come abbiamo
fatto) passare dall’equazione differenziale a quella integrale, ma anche, che
¢ altresi possibile, rifacendo il cammino, pervenire da quest’ultima all’origi-
naria equazione (13). Una tale dimostrazione, come & evidente, si compendia
nella verifica dell’esistenza delle quattro prime derivate della z ricavata (in
modo qualunque) dalla (19) o (20), a seconda che sia p = o == da zero.
Rimandando alla Nota originale per la dimostrazione della Fsistenza
delle quattro prime derivate delle soluzioni dell eguazione integrale ¢ del Prin-

cipio d’equivalenza, passiamo alle

§ 3. — CARATTERIZZAZIONI QUALITATIVE ULTERIORI.

Dagli sviluppi in serie di 7, ricavabili per la @ in base ai teoremi di Fred-
holm, risulta il carattere suo di funzione meromorfa. Passiamo a dimostrare
che gli autovalori =, (= 1,2, ..), che ne sono i poli, sono tutti semplici,
reali e positivi.

Prendendo le mosse dalla (21), procedendo per assurdo, supponiamo che
un generico awutovalore <, possa esser posto nella forma complessa

’

(22) T =74 i (*', 7" numeri reali, 7 = }J—1).
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Poiché si dovra avere in conformita
(22 a) w = w' + iw’”’ (w', " funzioni reali di P)

risulta dalla (21), eguagliando tra loro le parti reali rispettivamente quelle

immaginarie,
(23) AAw' =< L (@) —~" L"),
(24) Mo’ = ' L ) + ¥ L @),

Moltiplicando la (23) perw'”' &S, la (24) per @' &S, integrando ¢ sottraendo
si ottiene

(23) / (" AAe’ — 20 Adw'") dS = < f (2" L (') — 2w L (")} dS—
s $

2 /{w L (w") 4+ L (@)} dS.

Ora, dalla formula di Green generalizzata

e on

(26) [(w’ AAw” —w" AAw") dS = [(Aw’ 91:' — Aw"’ Sw')a’rf +
: ‘

o

o, (Aw')y v (AW 4
+ /(w on —w on )UG’

si ha, come é facile provare,

(27) [ (' AAae” — " AAaw') dS = [ (9 @) 2" — D @) J‘Zﬁ) do -

$ ¢

1 j (@' D (') —w" D (w) do

essendo D loperatore gia definito al § 1 e D operatore
0

oG

D=--[A] +v

o
3 n J ’
dove # designa la direzione tangente a o.
Quindi, per le condizioni (3) o (4), in ogni caso, al posto della (27),

(28) [(w'AA w" —w” AAw')dS =o.

S

D’altra parte, poiché la 2’ come la %’ s’annulla al contorno, si avra
dalla (23)

~

(29) / {w L") —w" L(w)}dS=o0

v
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ed infine, per definizioni fatte,

(30) /wL (@) dS = — / | ey ) 2 ey s S (%)g 45> o
S g

con w eguale 2’ o w”, :

Risulta percio al posto della (23), la relazione - L = o (L = quantita
non nulla) la quale non potra esser soddisfatta che per v’ = o.

Dimostriamo infine che, per le premesse fatte, gli autovalori © son tutti
positivi. All'uopo moltiplichiamo la (14), senza termine perturbante, per L (w)
ed integriamo su tutto S. Risulta allora

(31) /w(P> Law (P) dS = f/jG (P, P) L [w (P)] L [w (P)] 4S dS'.
Quindi, ove si osservi che la G & tale che, data una qualunque funzione

® di P si ha

(32) / /’G (P, PY®(P)®(P)YdSIS >0 @

(2) Per dimostrare che effettivamente tale disuguaglianza (32) & soddisfatta, conside-
riamo nel campo S 'equazione
*) Adw = ¢,
con le condizioni al contorno fornite da una delle coppie 3) o 4).

Se § = ¢ (P) & una funzione arbitraria dei punti P di S (come vogliamo supporre) ma
tale da soddisfare alle condizioni, poco restrittive del resto, che danno i limiti d’applicabi-
lita della formula di Lauricella, avremo, con le notazioni solite

(%) w () = [ G (P, P) § (P) .
Moltiplicando allora questa espressione di w (P) per ¢ (P)&S, integrazione estesa a
tutto S da

/ w {PyAdwe (P) dS /,(:(P PYJ(PY$ (P dS 2y .
S S8
La dimostrazione della (32) & con cid ricondotta a provare che, ove la w = w (P) sod-
disfi alle condizioni 3) o 4) (come effettivamente avviene se la G sotto il doppio segno inte-
grale s’identifica con una delle due funzioni di Green considerate) si ha in ogni caso

(%) /wAAw ds >o.
g
Ci0 risulta senza notevole difficoltd sfruttando con lievi modifiche una celebre formula
da Kirchoff trovata ed adottata per prime in un campo di quesiioni prossime a quelle che
ct riguardano.
Detta formula, per il nostro scopu, si pud scrivere nella forma

} 9z 2 Fw  Fw B s 2720 |}
jw&Awd& / i B —+(1~v)9—t cosSsenS(ayz —a—x—)Jr(cm 8 - sen? 3) Sx?{yJ\dc+
a
| A (v S g V() 2 ()
J{-/ 5n ( vAze I“([ V) a z \dg‘ ,((Px) + 0: P2 +(pz) sdsl

g
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per la (30), assimilando la @ con la L[w (P)], siottiene necessariamente © >> 0,
come volevamo provare.

Riguardiamo ora la @ come funzione di 7, sotto forma di sviluppo in
serie di potenze del tipo

(33) W =1, + T+ w,? + -+ w, T+

con w,, (m =o0,1,2,---;) coefhcienti (funzioni di P) da determinare.
Sostituendo nella (21) ricaviamo lo schema algoritmico

(34) AAw, = o

e.

(35) | AAw,, = L (W) per m > 1

con le condizioni al contorno fornite (per la (35)) da una delle coppie (3) o (4).
Rilevando Uegutvalenza della formula generica (35) con le

(36) o, (P) = / LGP, PY] e () S
oppur'e
G37) w, (B) = [ G (P, P) L/ [w,, . (P)] 45,

passiamo a dimostrare che la serie (33), che sappiamo essere meromorfa in
base ai teoremi di Fredholm, possiede soli poli semplici, come annunciamo.

Supponiamo all'uopo che esista un polo 7, d'ordine » per » >1. Si avra,
sviluppando in un intorno convenientemente vicino,

¥ ) Ur—x(P)
(38) w(P) =2y
(t—1,) (x—T ) + ,
v,,0 _., -- essendo funzioni di P che si sanno calcolare. Infatti, sostituendo
nella (21), prendendo i termini in - L risulta
(t— ) (T—Tk)
(39) AAy, = 7, L (z,)

essendo p, € ¢, le curvature principali della superficie w = w (P) e 8 I'angolo che la normale
esterna 7 fa con l'asse x.
Sfruttando in definitiva le condizioni limiti 3) o 4), si ha

Iy 2v IV oo
(_P:) R +(?2) s

Si riconosce ora in modo immediato che, se v <7 1, la funzione integranda del termine a
destra, riguardata come forma gquadratica nelle variabili 1/p,,1/p,, sard senz’altro positiva.
Poiché effettivamente, per realta ben note, la costante v &, per ogni materiale, minore
dell’'unita, resta conseguita la giustificazione della (¥*¥),

~ -~

[ 2 AAw 4S :/
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e
(30 @) Mo, =7, L(5-) + L ()

con le solite condizioni ai limiti (3) oppure (4).
Moltiplicando la (39) per , ,dG, la (39 a) per v,dS, ove si integri in
tutto S e si sottraggano una dall’altra le equazioni che risultano, si ricava

/@r L ANy — 7, ANy, ) dS = =, [ W L(v)—o0,L{, ) dS - / v, L.()dS.

S S

Ricordando alcune trasformazioni ed eguaglianze gia adottate (le (26), (27),
(28), si ottiene

~

co, \2 Cty v, cvy \2 |
[:nxx(-—)‘}"any—éﬁy—ﬁ—%yy( r) ’d’S:O.

cx |

Perché tale integrale si annulli & necessario che identicamente si annul-
v, v,

i poiché, come si ebbe a rilevare,
c C

lino in tutto il campo le derivate

la funzione sotto il segno ¢, per ipotesi, in ogni caso differente da zero.

Ma al contorno o, si adotti la coppia di condizioni (3) o la coppia (4),
la o, deve annullarsi. Percid si avra in conformitd, z, = o in tutto S.

Tale procedimento essendo naturalmente valido per ogni » intero supe-
riore all’unita, porta a riconoscere che effettivamente la % non puo avere che
poli semplici.

Concludendo, osserveremo che il Boggio [12] ebbe gia a rilevare, addu-
cendo esempi assai cospicui dalla teoria dell’elasticith, del calore e dell’elet-
tromagnetismo, che in generale, ove le funzioni che soddisfano alle equazioni
delle corrispodenti teorie, abbiano, per rispetto ad un parametro, dei polz,
questi, necessariamente, debbono essere semplict.

§ 4. — INTRODUZIONE DELLE COSTANTI DI SCHWARZ.

Conseguite le caratterizzazioni qualitative delle soluzioni del nostro pro-
blema, resta a vedere come queste possano ottenersi evitando le formule gene-
rali del Fredholm, di costruzione estremamente complessa nel caso nostro.

Ci proponiamo di trar partito del metodo universale e fecondo delle
approssimazioni successive. All'uopo ci informiamo alle direttive fondamentali
di Schwarz e Picard e per quanto riguarda sia I'impostazione algoritmica sia
la sua giustificazione.

Riattaccandoci allo sviluppo (33) del precedente paragrafo, fissando 1’at-
tenzione su due coefficienti generici w,, ,7,, formiamo gli integrali

(4()) Wm,,,:[L(wm)-wndS, (7}1,%,:0’1,...),
g

che, per certe loro proprietd di comportamento, chiameremo brevemente:
costanti di Schwarz.
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Relativamente a queste costanti passiamo a dimostrare alcune proprieta
importanti.
@) Si ha in tutto il campo

(41) Wm,n — Wn,m-

Infatti, integrando la (40) due volte per parti, sfruttando le (8) e (9) si
ottiene 3

[L (w,)w, dS :.].me(w,,) ds.

o

vale a dire W,,,, = W, ..

) 11 valore di W,,,, ¢ dipendente dalla somma »z + #, non dai partico-
lari valori di 7z ed 2. Vale a dire, indicato con @ un numero intero <Cm , < #,
si ha

(42> Wm,n :Wm-p,,n+u:Wm+p,,n—p:Wm+n-

Infatti, esplicitando nella (40) la funzione w,, pel tramite della formula
ricorrente (37 @), si ottiene

W, ., = [L(w,,) w,, dS = [/L [ew, (P)] L' [G (P, P')] w,_. (P dSdS =

§9

S
= ”L [, (P)] G (P, PYL' [t (P)] 4SS =

:]w"+=(P') L [wy s (P)] S =Wo s s
¢

e quindi, ripetendo @ volte la stessa operazione, la relazione (42) che si vo-
leva provare.

§ 5. — COSTRUZIONE DELLA PRIMA AUTOFUNZIONE
E DEL PRIMO AUTOVALORE.

Essendo, per quanto precede, lecito adottare un indice solo nella costante
W, poniamo , il primo awutovalore . e la corrispondente autofunzione che
indicheremo con w®, & fornito dalle relazioni /im:t:

@) Jim =
(43) lim [ w,,] = w®.

(3) Posto che la w,, ricavata dalla (34), sia nulla al contorno.
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§ 6. — ESISTENZA EFFETTIVA DEI LIMITI (42), (43).

Per giustificare le nominate relazioni introduciamo i rapporti

(44) o = m=1,2,--),

Faremo vedere anzitutto ch’essi soddisfano alle disuguaglianze fonda-
mentali

W,,, Wm--—x Wmh2
(4‘5) Wmﬁr > \lV;nw-Q > Wm*“B > o

Introduciamo all’'uopo lintegrale positivo

@) T o+ B+ 2y (0 + e,
§

2
) @ (awm + Bwn) + Tyy

%(mwm—l— Bwn)722d5>o,

con « e [ costanti qualunque.

Ove si osservi che si ha identicamente, poiché tutte le @ si annullano al
contorno,

Wzm - Wm,m - [ZUML<wm> as

S

W, _ /w,,, L (w,) S

S

W2n :Wn,n - /'wnL(wn) dS
S

risulta al posto della (46), eseguendo materialmente le operazioni,
(47) [ =W, +2a8W,,, + 3 W,, >0,

che per costruzione ¢ una forma quadratica positiva e definita nelle « e 8.
Si ha quindi
(48) . W2 m Wz w an,n >0

od anche, per z = m 4 1,

Wzm W2m+1
(49) Wzm+1 >

W, m+-2 .

Cio posto, introduciamo, sfruttando la (32), I'integrale positivo

~ .

(50) J= [ G @) (L [0 ()] + EL [s0m 2 (P}

SEYe

AL [2w,, (P)] + PL [ . (P)]} dS IS’

con « e 3 costanti da riguardare alla stregua di prima.
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Eseguendo materialmente le operazioni, ove si osservi che, per le (37),
valgono le relazioni

W,y = W, ,,,+,:/w(mH)L(wm)dS—-//G(P P L [w,, (P)] I [w,, (P)] dS4S,

Wom =W —[w L(wm)dS—/[G(P PYL [ (P)] I [0, (P)] 4S dY,

58
Wos o= Wi = /me (Wn—r) &S :/ [G (P, P Liw,, ,(P)]L [w. .(P)]d5dS,
§ 55
sl ottiene

J = o” W2m+1 + 2 O(-szm + 52 Wzm—l >O-

Potremo percio esprimere tale disuguaglianza nella forma

<Sl> W2n1+lw2m—r_wjm>oy
Oppure

Wsz,»I Wzm V\‘yzm =
(52> Wrzm > Wzm—l > Wzm—vz > -

Associando queste relazioni (52) alle (49) restano manifestamente provate
le (45). Quindi i valori p,,, in conformita con le (43), ¢rescono con m. Comunque
pero, essi tendono ad un limite findzo. Cio risulta osservando che altrimenti,

la serie
(53) W0+WIT+W2TQ+”"—J’_Wme_’_"'
non convergerebbe che per il valore banale v == o, il che porterebbe a dichia-
rare divergente per ogni valore non nullo di © la serie
7U0+w11+w272 + +mem + )
in contrarietd con i teoremi di Fredholm.
Si avra dunque necessariamente

(54) P, e e: (p. = quantitd finita non nulla).

7
m=00 “’”

Dimostreremo ora, che 1fp € il raggio di convergenza della serie (335) e,
per quanto precede, il primo autovalore =,.

All'uopo cerchiamo di costruire una disuguaglianza che colleghi la gene-
rica w,, dello sviluppo di w alla generica costante W,

Poniamo nella (46) la G (P, P’) al posto della w, (con P’ fisso) ed in essa
dividiamo la w,, per yW,,, . Otteniamo allora, integrando per parti, ancora
indicando con I 'espressione che ne risulta, con A 'operatore definito dalla (28)

W2m ZOCB ' B
(55) [=o g2 — 22 / Alfew, (P),G (P, P)]dS
S
o 3G (P, P") |2 3G (P, P") 3G(P, P’ 3G (P, P") |2 )
—Bj nxx[ <3x —l} + an,y (Sx ) (81/ )+nyy _(ST)} :ds > 0.

S

I5
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Avendosi perd con una ulteriore integrazione per parti, (ove si ricordi
Palgoritmo costruttivo fornito dalla (37)

—[A[wm P),G{P,P)]d4ds = [L (G (P, P)]w, (P)dS =w,,,, (P'),

potremo scrivere, poiché ¢ I > o, indicando con € (P’) il coefficiente di §°

nella (53),

az+2agw+ 82 Q(P) > o
VWaom ’
e quindi, coi soliti criteri
w,, | (P) ,
(56) < Q).

Osservando poi, che per essere o, < g, < -<9,,, si ha

W2m+2 _ W2m+2 V\’rzm-}—r . > 2
Wzm o W2m+1 WQM sz-}-z sz—ux pI

e percid
2
Wzm—}-z > PI Wzm;

ponendo eguale ad () il limite superiore (positzvo per premessa) di € (P"),
potremo anche scrivere la disuguaglianza (56) nella forma

VQ  —
Wy .1 << o VWszrz ’

oppure, sostituendo m ad # + 1,

(57) w, < K| W, (K _ Vf).

w, . .
~—-— non supera mai, qualunque sia #z, una

szm

costante finita K, scende, seguendo un criterio di convergenza dovuto a
Schwarz, che la serie per la w, converge assolutamente ed uriformemente in
tutto S per ogni valore di 7 inferiore a 1/p,, e quindi che T = 7; = 1/p, ne
¢ precisamente il raggio di convergenza.

Infatti, la serie

Dal fatto che il rapporto

K (Wo+ VW, - w7 W, )

maggiorante della (33) converge per T < 1/p,, come risulta osservando che il
quoziente tra due termini successivi

vawam — Wam Wam—: _TV—_“‘““—_
T Wy Wan W = R f

ha per limite (per » = oo) il valore pr.
Per dimostrare la (43), osserviamo che il punto 1, =1/p, dev’essere ne-
cessariamente un polo semplice.
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Quindi in un suo intorno sara legittimo lo sviluppo del tipo

(58) w (P) :ﬂj% +o.P)+o.P)r+ - Lo, (P4

] —

I

w' = w' (P) essendo il residuo del polo; vy, v.,---,v,,; essendo funzioni deter-
minabili di P.

Confrontando questo sviluppo con l'originario (33), si ottiene senz’altro
@’ (P)

’
m
T
1

e dunque ovviamente
. i r
lim w,, v, = w'.

m =00

Introducendo la (58) nell’equazione (20), eguagliando i coefficienti delle
potenze eguali si trova

(60) w = / L'[G (P, P)]w'(P) dS
§
ed il sistema ricorrente per la formazione delle v

%% :Tj 1[G (P, P)] e/ (P') dS,

S

- Vo= / L'[G (P, P))] v, (P") 45,

..............................

v,,= ] L'[G (P, P)] o, (P") dS'.
g

Ora la (60) ¢ proprio I'equazione di cui si cercava la soluzione, la %' la
soddisfa identicamente, come pure soddisfa alle condizioni al contorno. Si
avra quindi 2= %™, cioe I'identitd tra la (50) e la (43), ed infine (1/p) = =,
come si voleva dimostrare.

Cio posto formiamo con le v testé definite, poiché ne ¢ assicurata la deri-
vabilita, le costanti positive

Wisn = f L (w,) v, dS .
S

Si avranno ancora le disuguaglianze

Wi < < W
W, W
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dalle quali st conclude l'eststenza d’un limite finito g, del rapporto

W,
Wo—s

Che se cio non avvenisse, sarebbe necessariamente Jivergente la serie
U0+UIT'+’"'+7JMTM+“'1

la quale pero, converge anche al di la di =,.
Della disuguaglianza, analoga alla (57)

|, (P)| < KW,

che si stabilisce nel modo identico al precedente, resta provata l'identitd del
cerchio di convergenza delle due serie

v+t + - Fo,

e
’ ? L
W, 4 - Wir + -0+ Woe?
Con ci0 si arriva al secondo polo 7, =1/p,.
In conformita, ove si osservi che in un intorno conveniente di =, si dovra
avere
v
W= ——— T Mottt U, T
I —_—
Tz

da un confronto con l'originario sviluppo
Vo + T+ - U, T A

risulta la relazione analoga alla (59)

’ Uon
o = w2
T

2
e quindi

7 =limn~, v,.
=200

ke

Una tale funzione soddisfa alla (25) e quindi alla (26) nonché rispetta le
condizioni al contorno. Percio essa s’identifica come integrale relativo all’auto-
valore 7,, quindi come seconda autofunzione w®.

Procedendo cosi di seguito, sulle tracce segnate da Picard, si dimostra
Uesistenza di tutti gli autovalori, di cui l'insieme, chiameremo spettro rela-
tivo alla specifica sollecitazione n, e delle corrispondenti soluzioni o awutofun-
zioni caratterizzanti le configurazioni (instabili) d’equilibrio.
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NOTE E COMPLEMENTI

Le generalith che precedono sl illustrano bene attraverso 'espressione bilineare, secondo
Hilbert, della funzione di influenza G = G (P, P"). Per arrivarvi, sommariamente proce-
dendo, si considerino le vibrazioni libere della lastra elastica che si considera. Se po &
la massa per unith di superficie si ha per la configurazione # = » (P) di vibrazione, 'equa-
zione integrale del Fredholm

* 1#(P) =0 [ oG (P, P") u(P)dS (P

S

o2 essendo notoriamente legato al periodi di vibrazione T dalla relazione T = 27w :o.
La (¥) ammette, per una serie discreta di awfovalori cz (p=1,2, --;) tutti reali e

positivi, ordinabili in serie crescente, aufosoluzioni u, = u, (P) ortornormali chiuse, quindi

soddisfacenti, per esse soltanto, I’equazione

,uauQquSz 7

I == T,

Sviluppando la G (P, P') in serie di autofunzioni #,, procedendo alla Fourier si trova,
cid che vale in rigore, la annunciata espressione bilineare

0 at, (P) 2, (P’)
G(P,Py=Y ¢ 7 e 7.
I ¢ O'i
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Per una piastra rettangolare di lati @,4,S = a X & &, come subito si constata, ove
sui bordi si abbia I'appoggio snodato, (= = o, %" = o),
2 . mm .7 B |/mm e /
**) u, (xp) = u, (P) = - sin "= x sin ¥, 60 = —— '(1’%’1) (
¢ ¢ Vab po a b ¢ uo |

T (2|2

b

a
p indicando una coppia di interi 7, 7. Segue per P = P (x,y), P" = P’ (2, y")

.M .onm i .
0o s —— & sin T—y SN — & SIN oo y

4 w a 4

mr 2 oam 2]z
)+ 5]
Ora la (18), per = (P) = o per semplicitd, consente il calcolo degli autovalori © reali

positivi ordinabili in serie crescente se 7zxy 72,y — ”:y > 0, #xx << O (con che anche 7,, < 0)
attraverso un principio variazionale non naturale o atipico, precisamente

(***) G (P , P/) _— -

ad po ‘:mn

(rxe) / ; w ()~ [ 1[G (PP (P) 4’| 8w () S = o
§ s
w (P) essendo pero limitata alla classe di funzioni
w (P) = T, A u, (P)

con le A_ arbitrarie ¢ le %, = t, (P) ad esempio le autofunzioni (**) del problema vibratorio.

Da (¥***) si trova, ponendo ordinatamente in Sz,
Ar=1 , Ag=o0 per p== ; Az=1 , Ag=o0 per p==2; etc.,

un sistema di equazioni algebriche lineari omogenee nelle A, di cui la condizione di compa-
tibilita fornisce un’equazione di cui le radici, almeno per N - co dovrebbero tendere agli
autovalori = . Ponendo 7z > 0, 7, > 0, sforzo di compressione come d’uso, non resta che
richiedere il carattere definitivo delle F. e si ha, per 7y, = 0 (caso particolarmente sem-

plice attesa 'ortogonaliti)
mm \2 am \2
wn =T (T

ab mr \2 aw \2}2
(ESRIS)
a 14
il minimo essendo riferito alla coppia di interi mz , 7.
Per 74y == 0 le variabili non si separano pilt ed occorre affrontare il sistema algebrico
completo per la Ay, (come si fa a pag. 275). Anzi, sl pud dare la circostanza che per sz, =

= #yy = 0, h abbia doppio segno (caso della lastra sollecitata da soli sforzi di taglio ai
bordi che si trova in condizioni identiche se si cambia il segno).

A = Ay = min



