Stabilita dell’equilibrio elastico .

1. STABILITA DELL’EQUILIBRIO ELASTICO. — Come nella Statica dei
corpi rigidi cosi anche in Elastostatica il teorema del Dirichlet da il criterio
dominante per il giudizio qualitativo dell'equilibrio: stabile o instabile & I equi-
librio a seconda che U'energia potenziale totale 8, somma di quella elastica W*
e di quella § dei cavichi, é un minimo o un massimo. In pratica, non basta
conoscere la gwualita dell’equilibrio, occorre conoscere anche una misura o
un indice della sécurezza dall’instabilité. Nessun migliore indice si pud asse-
gnare se non il minimo fattore numerico 2, che deve moltiplicare i carichi
IY effettivamente agenti, perché instabilitd abbia luogo. Giustamente lo si
chiama fattore o moltiplicatore critico b, della assegnata distribuszione di
carico. Nessun dubbio che 3, ha da esscre possibilmente >>>>1; percio in
pratica, a seconda det materiali, si sta nell’intervallo 4 =Z &, << 8.

La condizione di minimo o massimo della 8 risulta dall’csame della
variazione A& di 8 quando si passa dalla configurazione di equilibrio C,
ad una prossima C ottenuta spostando i punti del sistema secondo una
terna # , v, w; funzione dei punti stessi.

Separando da A& i termini §, 8 di 1°, rispettivamente 8, & di 2° ordine
in #,v,w (e delle corrispondenti derivate) si ha, indicando con - - termini
d’ordine superiore:

Ad = 8,8 |- 3.6 |-«
Poiché si tratta di equilibrio, qualunque esso sia, st ha innanzi tutto
8, 6 = 0; la gqualita: stabilita, indifferenza o instabilita appare dall'ispezione

del valore; positivo, nullo o negativo di 3, 8. Alle soglie dell’instabilita si e
quando

(1) 3.6 = o.

St tratta di rendere esplicita questa condizione. Poiché & — W* - &
con W* energia elastica, & energia potenziale dei carichi, la (1) si scrive
3, W*+ 5,8 = o.

Quanto a 3, W*, variazione 22 di W* (contenente quindi soli termini
di 2° ordine in % ,v, w, o derivate), dell’energia elastica nel passaggio dalla
C, alla C, si ha, come si puo verificare, nello spririto dal principio dei lavori
virtuali,
3. W* —= W 4+ LT,

(*) Dagli ¢« Annali di matematica pura ed applicata» serie IV, tomo XXIX (1949)
con agglornamenti a pp. 179-183.
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con W energia elastica corrispondente al passaggio dalla configurazione
Co (== v == w == 0) considerata come naturale (cioé priva di sforzi interni)
alla C, assegnata da #,v,w; £ termine di 2° ordine (in %, v, w); del
lavoro fatto dagli sforzi interni (corrispondenti alla data condizione di equi-
librio), sempre nel passaggio dalla C. alla C. Sul calcolo di W ¢ su quello
di ¥¥ ritorneremo tra un momento. Resta da rendere esplicito 3, &, Si ha
3.8 = — Y, con £, espressione, ristretta ai termini di 2° ordine, del lavoro
fatto dai carichi esterni nel passaggio da C, a C. Il moltiplicatore a di £F
e di ¥ Interviene automaticamente, quando lo si pensi a fattore dei carichi ™
di cui si tratta. Anche per il calcolo di ¥;, come vedremo, si pud dare qualche

espressione generale. La (1) assume cosl la forma W + A (%¥F — Q) = o,
con che risulta
W
(1a) A= - =
Eg—fg

Se gli spostamenti si scelgono cosi che risulti nullo ©F
semplicemente come condizione di labilita,

(16) W =28,

, allora si ha

il che vuol dire che si ¢ alle soglie dell'instabilitd quando per una terna di
spostamenti #z,v,w a partire da C,, ¢ tale che ¥ = o, il lavoro ¢,
(di 2° ordine) fatto dai carichi cguaglia o supera la corrispondente (ad
#,v,w) energia elastica di deformazione. (Criterio di Bryan Timoschenko).

I.a (1 @) o la (1 6) non basta perd per calcolare & che nel caso in cui
il sistema ha un solo grado di liberta. Allora l'unico parametro ¢, == ¢ che
determina gli spostamentt si clide nel rapporto. Altrimenti occorre introdurre
un ulteriore criterio. Per il pratico questo ha carattere prudenziale, ¢ porta
a richieder con riguardo ad (14} il valor minimo possibile %, di %; per uno
spirito teologico, indotto a pensare anche all’esistenza di configurazioni di
minima resistenza, la richiesta non si sposta. E cosi la (1 @) diviene in ogni
caso

7

._...:E_
QT -£'2

(2) }, = IMin

Da qui scende la condizione 3% = o con riguardo a variazioni 3¢, dei
parametri g,{(4 = 1,2, -.-); del sistema o du, dv, dw; degli spostamenti
#,v,w. Si arriva pertanto alla condizione

(3) SW 4 28 (S —9,) — o,

Con piu aderenza concettuale alla Meccanica analitica si perviene ancora
alla (3) cercando nuove forme di equilibvio prossime alla C,, .
Cio porta a richiedere direttamente il carattere di estremo per Ienergia
W 4 % (W -— £,) sintetizzato dalla (3). L'apparire di queste forme annuncia
I'instabilitd. Infatti, sccondo un teorema di Poincaré, quando le soluzioni
H
di un sistema meccanico dipendono da un parametro A, ove per un valore

(*) Che possono portare all’instabilita.
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2 di & due serie, cosidette lineari, di soluzioni diverse ¢ = ¢ (h) ¢ ¢* = g* ()},
si confondono in una seluzione unica, cosidetta soluzione o forma unita, per
riapparirec poi diverse, sia pure imaginarie, una volta superato %,, allora,
ove la serie ¢ o ¢* sia stabile per k <k, ¢ instabile per & > &, e viceversa.
Il punto %, & evidentemente un punto critico onde si pud scrivere senz’altro
A, = 2,. La piu suggestiva applicazione di questo feorema ¢ stata fatta,
dal Poncaire stesso, nello studio delle forme di equilibrio di una massa fluida
rotante. Nel caso di cui si tratta, seguendo Love, si consideri un’asta con
sforzo assiale 3N, sia ¢ la deformazione, € la curvatura totale.

F

Nel piano (e,

ogni traiettoria di M una serie lneare di configurazioni. La serie & = o

&) ad ogni punto M corrisponde una configurazione, ad

corrisponde cvidentemente alle soluzioni retti-
lince. Nei punti e, ,¢, ---; di € =0 dai quali
si diramano altre serie per la quali & €0
(e € & con ¢ una ben determinata funzione di
wNo}, si ha scambio di stabilita.

Questi punti corrispondono ai noti carichi
di Eulero dati dallo spettro discreto
="

/

; 12
AQN(‘J:‘\' ]E]o, '(P—'I;Zs"';,])

essendo BV, il coefficiente di rigidita, I la lun-
ghezza dell’asta; 2, & il moltipleatore di Ng
per cui si hanno soluzioni prossime alle C,;
infine Ay =4, .

2. JLLUSTRAZIONI DELLA (2). — Si consideri
dapprima il sistema indicato in fig. 1 ma con
due sole aste snodate con richiamo clastico alla

configurazione rettilinea, soggetto a sforzo as-
siale N,. Sia £ la caratteristica della molla,

cioe sia £ la forza di richiamo quando la mol-
la viene allungata dell’'unita. Configurazione
d'equilibrio C, ¢ evidentemente la configurazione rettilinca (¢ = 0) coinci-
dente con la dirczione di Ng.
Si ha evidentemente un unico parametro ¢ e, in termini di questo:
Welig2, fmo |, &=2(—\FP—g®N,2N/L;

da qui segue per la {1 )

ry No = — Al
2

Come si vede, per A, =— 1 cioe quando N, potesse allungare la molla

di - -/ si avrebbe equilibrio indifferente.
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Si consideri ora (senza limitazioni) il sistema della indicata fig. 1. I para-
metri sieno #;¢,,9.,--+,¢9,; » le molle richiamanti. Essendo, con simboli
evidenti

R d— 1

*
X7 1 ul 2 Ok N g;l—-l’ S
“ _ _2_ ;& ‘éix 9’,& ’ ke =0, Ny = N 12 ZA 1

appare subito come la (1 @) non consente pit1, da sola, il calcolo di %, e quindi
la necessita del ricorso alla (2).
Da questa segue con riguardo ai parametri g, da cui si fa dipendere

U,U,W;

G y, — =,

(3 6) Bugy + AN, T — o,

Sono le (3 @) e quindi le (3 4) equazioni algebriche, lineari ed omogence
in g.,¢:,---,4,; perché esistano soluzioni == o0 dovrd esserc nullo il discri-
minante D (A) e percid occorrera che ) sia radice della equazione algebrica
di grado # in 2,

(2 ¢) L=

Tra tutte le radici interessa la pili piccola A, — %, ; che significato abbiano
le radict successive, il criterio pratico, evidentemente, non consente di vederlo;
si invece il teorema di Poincare sullo scambio delle stabilith e certe loro
proprieta di smininmo-massimo che trovano anche pratica applicazione.

3. SISTEMI CONTINUI. — Per una configurazione C,, indichino X,V , Z;
X,,Y,,Z,; i carichi agenti: forze di massa e superficiali; 2, , X, ..., Zz, le
corrlspondenm componenti del tensore degli sforzi: # ,v ,7; gli asscgnabili

spostamenti funzioni di ¥,y ,2; €., , €., , - -, €,,; le corrispondenti componenti
del tensore delle deformasziont per le quali s1 pensera separata la parte & ... ;

di 1° ordine in # , v, da queclla e ... di 2° ordine. Te ¢ sono ben note,

le ¢ sono in appresso date esplicitamente. Si ha allora, come & facile dimo-
strare, W =W (e, ¢} nota forma quadratica nelle ¢ che da I'energia
elastica corrispondente ad #,v,w, e, almeno nello spirito dei lavori virtuali,

~

(4) = | X, 2+ X, 62 - ) dS.

& Vxx ¥ Txy
o
8

Infine per ¥.; quando sono ovunque assegnate le # ,2 ,7 si ha in gene-
rale ¥, — 0 a meno che i carichi non stano funzioni di #,v,w {(come ad
esempio avviene se si tratta di una pressione idrostatica) o quando una o

due componenti degli spostamenti siano espresse in termini di 2° ordine
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delle rimanenti, come pud tornare conveniente in molti casi (quando si applica
il criterio di Bryan-Timoshenko). Cosi, passando dal contorno (Q, (¢ = v =
—w = 0} a quello Q per #,v,w assegnato, se con 4,V si indica la parte
di 2° ordine in #, v ,w dell’elemento di volume &V generato nella trasfor-
mazione di dQ, in JQ, il termine ¥,, per una pressione idrostatica p, vale
(5) G=— | pda V.

0,

Rilevato che W (e, o) ¥ ¢, si sanno calcolare in termini della
#,v,w ¢ derivate (e tra un momento daremo le relazioni esplicite per il caso
pitt notevole delle superfici cilindriche a base qualunque), 1l calcolo di A ¢
ricondotto ad un problema variazionale nel quale i parametrt ¢,,¢., " ;
prima considerati, sono sostituiti dalle funzioni # ,»,w; salvo a riapparire
sotto forma di coefficienti dello sviluppo delle %, v ,w; stesse in termini di
funzioni note. Infatti, un metodo ormai classico, cosidetto dzretfo, del calcolo
delle variazioni sta nel riportare il problema ncll’ambito prima considerato,
cioé dell’estremo di una funzione di un numero finito di variabili (le

"

Gey G2y 75,

Basta porre # ,v,ww sotto forma di combinazione lincare, a cocfficienti
costanti incogniti A, , B, ,C,, di funzioni assegnate u,,v,,w,; soddisfa-
centi le condizioni limiti, dunque

w=N A0, , v=23By0, , w=2XCrwy.

Allora a risulta funzione dei coefficienti A, , B, ,C,; e cosi come prima, le
condizioni di stazionarietd (3 ) divengono

(&) W )?(‘-’z-- -*—‘-f)_o oW, 24D aw kS'(fej—f‘f-’f)
3 RN TRy T U B, sBe ' 3Cq 3G,

Si ha percid ancora un sistema di equazioni algebriche lineari ed omogenee
nelle A, , B, ,Cy; 1 nuovi parametri al posto delle 2, v, 2. Il discriminante
di questo sistema, eguagliato a zero, porge I'equazione di cui la pili piccola
radice da il cercato moltiplicatore critico.

4. CALCOLO DFELLE COMPONENTI e/ - ¢ DELLA DEFORMAZIONE PER
UNA SUPERFICIE QUALUNQUE ‘“. — Premettendo nota la classica trattazione
del Tove della teoria generale delle volte sottili, ritacciamo il calcolo delle
¢:, ¢, ®w che interessano per i nostri intenti, tenendo perd conto dei termini
del 2° ordine, ivi trascurati.

Senza indugiarci quindi in quelle precisazioni che si richiederebbero
per una autonoma trattazione, mantenendo i simboli del Love, riferiamo

(1) Cr. Moltiplicatore critico L., di una distribuzione di carico su una wilta autopor-
tante, Nota I di G. KRALL (¢ Rend. Ace, Naz. dei Lincer », Classe di Scienze fisiche, ser. VIII,
vol. I, fasc. 12, pp. 1281-1295 (dicembre 1946)).



174 Stabilita dell’equilibrio elastico

la superficie, per ora qualunque, indeformata Q ad un elemento lineare &s
espresso in coordinate curvilinee «, B,

(6) ds* = A’ du® + B*dB3 + 2 AB cos y dudf

cssendo:

A, B in generale funzioni di o, &;

% Vangolo che fanno tra loro le tangenti nel punto P (a, B), alle
linee o = cost., & - cost. Se ammetteremo che dette lince sieno Ziee ds
curvalura, sard y = m/2.

In P consideriamo una terna x, ¥, 2z, di assi essendo 2z orientato secondo
la normale ad Q, Passe x tangente alla curva B = cost., Passe ¥ normale ad «,
¢ con verso tale che la terna x, v,z risulti desta.

Sieno: u,v,w gli spostamenti applicati a P riferiti alle tangenti, ed
alla normale in P, alle curve B = cost., « = cost..

R: ed R, 1 raggi di curvatura di quelle sezioni normali della superficie
che hanno per tangenti in P gli assi x, .

Orbene, dette:

a) e = ¢ 4 @ | e = el Lo g, = =M u® le compo-
nenti della deformazione (corrispondenti nel piano cartesiano alle v By V]

0) ', ¥', & le coordinate del punto P’ ottenuto da P di Q con uno
spostamento definito da una terna %, v, w funzione continua con le derivate
prime e seconde di «, % ; essendo x', 3, & una terna fissa.

Con origine in P’ sieno definiti rispetto ad Q' deformata di Q, assi
%,¥,%& cosl come la terna prima considerata per €.

(Converra identificare poi tale terna di Q con #/, ¥/, &Y.

I coseni direttori di x,y, z, rispetto a a’, ', ' sono raccolti nella
matrice,

a{:’ )).r 3; |
x Iy iy Xy
!
- ;
¥ la 1z Ha
z I8 73 Hy
|

¢) definito con @s" I'elemento lineare di ' deformata di Q, con ye
l'angolo che formano le « = cost., & = cost. su ', si ha

6a) di'*=A*(1+e) do*+B* (1+e)? dp>4-2 AB (1-Fe,) (14-€5) cos y’ da dB.

Se le o, f coincidono con le lince di curvatura di Q e sono quindi orto-
onali, con che il &s* definito dalla (4) si riduce a
L

6 ) ds* = A*du? + B* dp

risulta cos 3 = 0 ¢ cos ' dell’ordine di e.
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Poiché cos ¥ = w = ¢, si potrd anche scrivere
6 ¢) ds'*=A" (1+e) doa*+B? (14e.)? df*+2AB (1+e) (14e;) o dx df.

In base all’espressione (5) di &5’ segue per i coseni direttori / , 7, , 7,
della tangente in P’ alla curva 3 = cost,,

. 3’ " 5 3
AG4e)l, =2 Au—ke,)ml—-% , AU+ e)n = 22,

[siv 8

e, essendo (Z,siny -/, cosy'), (m,sin y 4 m,cosy'),--+; 1 coseni direttori
della tangente in P’ alla curva o = cost., sara

/3 ’
B(1+e)(, siny -1/ cosy)—= 3{; ,
) [ B (1t e Gnasin /4 m cos 7)) = T
| B (1t e) (. siny + n, cosy) = iﬁ,

Ma, poiché cos y'— @ con o piccolo del 1° ordine se loriginario ds era
ortogonale e, a meno di termini d’ordine superiore al 2°

- [LH]
sif =1 ———
risulta al posto delle (7)
: : mg er
s B(1 +e) [z’g (1— . : 1 V3
(7 @) i [ : ,
(7 @) B(1 |e,) _m,( —|— ", } 8
[ w?’ oz’
B(1 + ¢,) l_ne (\.T — o -|— 7, ] £

Si ha infine, per i coseni direttori Z, , m, , 7, della normale in P’ alia ',
Iy = m, n,— m, n, , =l —n,l . By =Lyl W

Segue dalle (6) quadrando e sommando

® o= WS+ + -

Dalle (7 @), con le stesse operazioni, attese le condizioni di ortogonalita,
si ha

e R R A

ovvero, trascurando il termine in w*,

o BT
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Infine, per moltiplicazione di (6) per (7 2) si ha sommando

o
o

AB( +e)(1 +e)w=

cx’ oxf Sy’ 3y oz’
ir i

% 3 T w3

£
e quindi, poiché il termine a destra & del 1° ordine, si potra ritencre dal
quoziente 1: (1 4 ) (1 + ¢} la sola parte del 1° ordine f—e— 4D e
scrivere in definitiva

X P T Y a3 ot At N,
(IO) — I % g(r) . {?(l]) (‘-wft:_ [ A _]_ L-z f }
b AB L = Lex 5 Dx G dor 88 J

L

ALY . cx . .
Cio posto, non resta che esprimere -0 per tramite di ., v, w, per
P
avere ¢, , ¢, , w.

Ora si hanno, secondo Love, le seguenti relazioni fondamentali che

cx’ ox’ oyt oy ;
legano gl B | S —’Zﬁ ; -—é{;— , ece. a w,v,w secondo ¥, v 2 e corri-

spondenti derivate,

ox' AL S | v PA Azer . dw i B
Qo = S B <p R ' dx 2z B &
¢z’ dw Az
’ ) l‘.“"ﬂ T 8?_ : RI !
I1 ¢
B - ~ - =
ax’ e v B ay B i du i ¢B B
B B! A e R T BT A R, '
S | By
f2 B ' Ra

Queste espressiont introdotte nelle (8}, (9), (10) danno, ove si trascu-
rino potenze d’ordine superiore al 2° in #,v,72w, le cercate componenti
delle deformazioni ¢, = (V202 | ¢, — e teld @ = w4 w® con la voluta
precisione, ciot compresi 1 termini di 2° ordine.

Con cio il nostro problema & risoluto nello spirito della trattazione del
Love.

Senza scrivere qui per disteso le espressioni di-e®; ¢ w® {quelle

) sono note) ci limiteremo a calcolare quelle relative ai casi

di e, 6, o

specifici che tratteremo. Ma prima premettiamo, notevole, la seguente
Osservazione. —~ Per le superfici cilindriche che esclusivamente vien fatto

di considerare nel nostro problema, converra ridursi ad un &s* che seriveremo

nella forma

(4 a) ds* = dx* +R2 ({)
essendo R = R (}} il raggio di curvatura della base, espresso in funzione

dell’angolo ¢ che la normale nel punto generico I’ fa con una direzione
assegnata.

Per il caso della direttrice circolare, 4 & addirittura 'anomalia del riferi-
mento polare, e R = cost..
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Per la base ellittica, ove il conteggio di ¢ si inizi. dall’asse minore
K* b
K Ernin

e s ; ¥
(sin? Y- K2 cos? )32 @

R () = a- ,
a, b essendo 1 semiassi.

Alla espressione (4 @) del ds* per lellisse si arriva facilmente trasfor-
mando DPelemento lineare ds® = dv* — dz° della direttrice ellittica, riferita
agli assi ortogonali y ,2

con le relaziont immediate
yan (K4, 2= BE, Y

nelle quali

1 I

OC'{I{,'\I: : > e ¥ ﬁ(I\:,‘ll\,“:—_:_
KW= ey POV o

-+ K=

Altre possibili direttrici della volta cilindrica sono fornite dall’equazione

intrinscca
a
=
R = cost
che per z == 0 da il cerchio, n = — 1 la cicloide, # — 2 la catenaria, # = 3

la parabola. T casi » —=2,3 non hanno, come & noto, pratico interessc nel-
ambito delle volte autoportanti. Cid posto, passiamo a scrivere per di-
steso le espressioni di e, , €., @ per il ds* or definito.

Si ha senz'altro, A = 1,B = R ().

Le (11) porgono, identificando ¢ con &, poiché R, = oc,

3R

12_2 b R (1_])) 5 = =
" X
cx’ ; ox' .
=— L == =
da F : B !
oy ; oy’ ;
S = , e R4 —aw,
3z’ r ez’ .
o = W 3 c‘%_ = W v.
essendosi posto per i termini a destra

P _(y 5 &

— = ) =

CX ‘ ’ C‘sl) N

Scgue

2% '
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quindi
(12 a) e(ll) =" egﬁ) _ ij-u_]z w'
o= Y+ R+ —wy + (0| 0 —1 — & 0 —w) +
+ 2—;2 (@ + * 4 2000 + 07)
quindi
(12 8) A e S Sy P
o= (1= =2+ w)ii+ 0 R+ o —w) -0 (o & 0)] —

= (% e ﬂr) 4 TIQ l‘ ?gﬁ s Elii — R V' w' o + o v
e quindi
(12 ¢) wl = ]i— Fo' ,  w® = %fni + ———Z&Jw’g L T w v

Queste espressioni (12 @, 4, ¢) sono dunque valide per una volta cilin-
drica con direttrice esprimibile nella forma intrinseca del tipo

(13) R=R(@)
R = raggio di cirvatura, § angolo della normale con una direzione prefis-

sata. Esse rivestono quindi una generalita e in pari tempo una semplicita
di cui vedremo ['importanza. Per R -» oo, con che, posto RBE =y ¢

) 2
= I Yo -
( )"_-..: , il e
. dx R cy
risulta in coordinate cartesiane
(1) Ju (=) I | Sz dzer 2
€r = 5 s €’ =—|i Y4 + ) il
ax 2 |\ ax 8z /4 |
(1) v (2) 1 P i 2 ‘Do 2]
€y = 5 ’ ey =i LT +(_)J’
ey 2 .\¢y) |
Ju S cw Jee cu du du ov
@= s et 5 @B Y T e il e
dy x cx &y  Px ¢x cy 3y

Rilevero ancora che le e () sono state calcolate per via geometrica
e con riguardo al solo cilindro circolare, quindi per R = cost., dal Fligge;
per via analitica, sempre per R —= cost., compresa la w®, da A. Galli. Ma
dette espressioni trovate per ¢ ed w® non coincidono per un termine con
le nostre (12 4, ¢) per R = cost. Cid ¢ dovuto alla circostanza (l'osservazione
¢ del prof. L. Broglio) che la v & misurata in quegli sviluppi non come abitual-
mente secondo la tangente (asse v) in P, ma sull’arco di cerchio passante
per P. Si tratta quindi di definizioni diverse della componente », che si
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fanno sentire sui termini di 2° grado negli spostamenti. Naturalmente tali
divari scompaiono per R — oo, cio¢ per il cilindro ridotto al piano carte-
s1ano.

Il risultato effettivo sta nell’aver conseguite espressioni delle e®), ¢, @
invarianti rispetto alla forma della dircttrice con rispetto alla base geome-
trica (4 @) nella quale interviene il solo raggio di curvatura dell’equazione
intrinseca. Poiché gli sforzi T, ,T.,S si calcolano sempre con riferimento

a detta equazione intrinseca ¢ chiaro che solo cosi si pud accedere al calcolo
di @,

4. CALCOLO DELLE VARIAZIONI DI CURVATURA X;, %:, %i.. — Sono suffi-
centi, poiché nei nostri calcoli partiamo da distribuzioni non flessionali di
sforzi interni limitati alle T,,T,,S (escludendo la flessione G, = G, =
== ;. = 0) le espressioni limitate ai termini del 1° ordine, date dal Love
e che qui trascrivo per completezza

_ 1 3 {1 dw # 1 A1 dw |, w

\ “ =K s A T T) T AF B (\? ® T R;)

) 1 3 {1 Jw @ 1 B 1 dw |, wy
(t4) w=palE gt tas wla )
' N 9[ I é‘w_l_ 2 I 0A Tw 1w
T TA B\ B 38 R, } A°B 3 dx AR, &

Da queste si ha, con riguardo al &s* dato dalla (6 @), quindi per A = 1,
B=R.,—R,R, =00 a=x,p—4

i
2 g U(T)

=¥}

I ;
T R'J ’ KIQZT 3 + 3 :

3 S @ ( 1 S ., v
A = Yo = o |
/T e 0 B TR OGUR

L3V
=
L]

5. OSSERVAZIONI SULLE VARIAZIONI DI CURVATURA (*¥). — Merita rilevare
subito, a scanso di ambiguita, che le %, anche se sono chiamate dal Love
(¢ quindi da tutti, attesa I'universalita del trattato) change of curvature, in
verita non rappresentano la variazione di curvatura della linea o superficie
per v,w o u, v, w bensi la variazione angolare specifica riferita al ds origi-
narzo, anziché a quello variato &s’, o meglio le caratieristiche di deformazione.
Cio risuita anche da un susseguente lavoro del prof. G. Ferrarese dove si
deducono classicamente, utilissime in quest’ordine di problemi, le caratte-
ristiche di deformazione e la variazione di curvatura di un solido tubolare
a quattro parametri.

Sicché, mentre per una linea piana C, variata in una C con spostamenti
- —

v, w secondo la tangente ¢ e la normale interna » la variazione di curvatura
£ & espressa con ovvi simboli da

Ay Ay

¢ _ 1 T
(15) k=g VIR Tk

(*) Cfr. nota in calce a p. 160,
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la caratteristica %, sin qui chiamata change of curvature, & invece espressa da

AW —di
i A — SRR .
(16) % =

Sia la linea piana C, data nella forma:

(17) R =R (),

—
dove ¢ ¢ I"angolo che la normale 7 (nel punto generico P di C,) forma con
una direzione fissa assegnata arbitrariamente a priori (la normale in un
punto, il vertice ad esempio) ed R & il raggio di curvatura di C, nel punto P.
Siano, altresi, assegnati gli spostamenti ¢, in funzione di ¢; si trova per
la parte di prim’ordine »(9:

2

(16%) e =B L A WY 4
(1675 " ’dn,'J(._R & T x a’r(_ds * RJJ
e per la parte di second’ordine e
@ |idw 7
(2} W@ e T o N
(16 ! rll A R) ng

essendo ¢ la componente del prim’ordine della deformazione ¢, data da

)] 3 dv 7
ST R L e - N
W2 ¢ R f ¢ rha R

All'espressione (16®) di »® si perviene in vario modo. Ad esempio
osservando che

/ |/ dw
eyt |G 4] 5 e,

sicché

dy'—dy a (a’fs.'_ v ]_ < [(@ k=¥ 3

% ~a&\a TR T s

Con cio appare esplicito il termine del primo ordine # del Love e
quello di second’ordine x{® qui assegnato in (16®).
Merita rilevare subito che per la variazione di curvatura (15) si ha invece:

e da qui, tenuto presente che
ds'= (1 +e)ds = (1 + & + &2 L. ) s

e che per la componente ¢® del secondo ordine della deformazione ¢ si ha
Pespressione, ove si ponga # = 0; perché qui si tratta di flessione pura nel
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piano v , w)

‘e z 1 [ dw v \?
(2} {(2) — st T o
([? ) 82 'sz(\dL;J +D) 2( das + R] :

segue, apponendo l'indice deponente , alla £ della (153),

b= BB+

k(:):i(i I _?’.\)_ % 1
|

(18) 2 ds \ dw R | R
’ j {2) ()2
d | dw Y d | dw v gt ]
@ ) 2 0 @ _#(__ By fe TN
£ st‘(d;+1{,]"'z‘+"’ ds \ ds R)’ R {

Le formule esatte per le %%, x®, 2@ non sono in tutto conformi e,
cio che & sorprendente, non sono univoche, nel senso che ci sono due modi,
egualmente legittimi, di calcolarle con risultati non equivalenti per le %,
non solo del secondo ordine ma anche del prim’ordine secondo Love, almeno
nel caso estensionale.

Si trae da qui la conclusione {cfr. anche pp. 216-217) che ¢ trascu-
rabile I'influenza sul ,, dei momenti (& dell’ordine 4/R rispetto a quella degli
sforzi assiali), ma nel caso non estensionale da not considerato non si annulla
la ), mentre si annulla ancora la »®) e, secondo uno dei due modi di calcolo
(quello che da la »{ di Love), la x(fz).

Osservazione. — Questa non univocita del caleolo e dei risultati dello stesso
viene posta in luce da G. Ferrarese ® in un importante studio Swulle deforma-
zioni finite di una volta.

La ragione sta nella circostanza che nella teoria del Love, sulla super-
ficie trasformata C’ per spostamenti #,v,w dei punti P di una assegnata
superficie C, il calcolo delle %, , %, , %, si riferisce ad una terna mobile orto-
gonale T”’, che ha comuni necessariamente due soli assi con la terna trasfor-
mata T’ (ovviamente non ortogonale) della originaria T (ortogonale), sulla

—

—p

C, data dalla normale # e dalle due tangenti # ,#, alle linee di curvatura
I, , I, passanti per P.

Le linee 7,7, di C' - trasformate delle /,,/, di C — non risultano
generalmente anch’esse ortogonali e non ¢ pilt ortogonale la terna

- 2
T (#, %, t,). Percid occorre adottare una convenzione per la scelta della
terna ortogonale T” di riferimento sulla C’; si possono considerare due

eventualita:
. . ., — "*J — i —
x) si sceglie la T" con #' = # e #; =¢# e con l'asse ¢, ortogonale
- - —
al piano 7" #;; questo #, non &, ovviamente, tangente alla /, in P’
— — - - —_
. ’ 1 - . 1 - . “r ' "
B) anziché # coincidente con £, si puo scegliere £ =1#, e l'asse £,
— =
ortogonale a #" #, (quindi non tangente alla /).

(2) Cfr. « Rend, fisici Acc. Naz. dei Lincei», Vol. XXXVI, fascicoli 3, 4 € 6 (1964).

12
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La convenzione a) ¢ quella adottata dal Love; con la 8) si hanno risul-
tati diversi.

Dalle formule complete del Ferrarese si riporta qui qualche risultato
interessante per le volte cilindriche,

Assumendo la convenzione «) ed essendo /Z; , /, le generatrici (x — var.)
rispettivamente le direttrici (y = var.) ed R = cost. si ha per le = in
generale

oz o [ dw | 1 8 fow
sl s, = @ gy, & ¢ § e § @ o I
‘{(: T ox? M= R= 3{}) SL]) ! UI ! xm R ax ( G,‘;J —i_v ’
cioé le espressioni del Love.
Con la convenzione ) si ha invece:
22 I & Jomwm , 1 3 due %
@_ % ) I P e ) = L ( o B
* 7 R B R 30 Ls;p i ""’) » T TR\ R)

ciot le a0, »(? del Love, ma non pil la »®.

Accennando appena alla questione, che nasce da questo risultato, per
il calcolo del potenziale elastico, rileviamo che per le x® yelative a deforma-
zioni prive di estemsiome si deduce dalle formule genecrali del Ferrarese:

1 dw o*u 1 T [du\2  [dw\=
(2) — I - U - NN 1 v . S . S [ B _) SHRE {2) = -
a) }(.1 =} ' J'C2 12.2 ax 84,2 2 R le ( an ' + (\ axJ J 3 Klz O!

1 Jw FPu I [ I [ ou (aw‘ﬂ
[ {2} — b2y . E. SrTL s T e S
15) KI 0] 1 KQ Rz SL!J 34)2 2 R LRQ (\ anJ + s Sx)J ?
- It ]
() o I (_""‘_i = .
e Rz \ 3¢ i ”) a3y

cioé rimangono immutate le z®, »®, ma la = non si annulla ncll’eventua-
lita B), in conformitad con 1 nostri risultati.

6. ESPRESSIONI DEL POTENZIALE ELASTICO PER LE SUPERFICI ELASTICHE
DEL LAVORO DI 2° ORDINE 2¥ . — Si ha, secondo Love (detto v 2/ modulo di
Poisson),

(19) W—‘Wf -+—“T‘

con W, energia di flessionc (potenziale elastico flessionale) della superficie,
data da

~

(19a) Wy= ——}LJ {rrt 2vren, +xa+ 2 (01—} dQ,

24 (1—V9)
Q

¢ W, energia dell’estensione (potenziale elastico estensionale) della super-
ficic, data da

Ex \
2(t—v?) | {
Q

I—V
2

(19 4) W, = a4 2vee,+ e+

(ﬁ”E d€) .

Nelle (19 @), (19 &) si & indicato con Q il manto della volta.



Stabilite dellequilibrio elastico 183

p:k

Per il calcolo di dall’espressione generale

Qbiwxe@+xy$;-g¢s
5

~per un corpo elastico qualunque S, soggetto a sforzi X, , X, , -+ corrispon-
denti all’equilibrio che si esamina, si ha per una volta sottile.

(20) 5y [ (T. e + So® + T, ) 2Q + f (G + Gu, v + G 1) dQ
é &

T,,S,T, essendo le componenti dello sforzo superficiale, G, , G, , G, i mo-
menti flettenti.

7- CALCOLO DEL LAVORO DI 2° ORDINE DELLE FORZE ESTERNE. — Per
il passaggio dal contorno Q, (% == v == w = 0) a quello Q (per uno sposta-
mento #,v,w assegnato) la trasformazione dell’elemento di superficie
d€), nel dQ genera un elemento di volume @V, del quale interessa, per
carichi idrostatici, la parte di secondo ordine in #,v,ww , che indicheremo
con 4,V. Pil precisamente, posto

dV =d.V + d.V
si ha
S iV —= — wR d{ dx,

(21)

v -|- v |- w?—dw-— Ra'' w + Row' u
| 4,V =22+ : o 2y dx.
Nel caso di un tronco di cilindro (anche non circolare) a generatrici
parallele all’asse x, indicati con ¢ l'anomalia della normale principale alla
direttrice e con R () il raggio di curvatura, si ha:

3
2, = ! A=1 , B=R=R, , R‘
I

2 \
5 w

» TR = R%

La (21) si estende nel modo seguente, valido per spostamenti finiti,

| &, V=—Rwdrd}) , d,V= ._w H_; . 934, (%)_R_x(z]dxdnp
(21a) ¢ s o s
|av=go o (B s (51 5 () ()= (5) & (3] dee

Queste formule generali che esauriscono in rigore il calcolo del volume
dello strato compreso tra Q e la trasformata ' per deformazioni finite, sono
dovute a G. Ferrarese @,

8. ESEMPI ILLUSTRATIVI.

a) Cilindro civcolare indefinito soggetio a pressione po sul manto,
Per intendere 'impiego di queste formule si consideri a titolo di esempio
un cilindro indefinito soggetto solo a pressione p, agente sul manto esterno.

(3) Cfr. « Rend. fisici Acc. Naz. del Lincei», Vol, XXXVIII, fasc. 1 (1965).
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Una terna non cstensionale, come immediatamente si verifica, ¢ data da

6 a) =0 v;%Asinznp , w=~Acos2{.

~

E dunque, in base alle (8), &? = & = o'V =
Si ha inoltre secondo le (14) e (12)

. o 3A 1 . .
=0, W= = —0082¢ ;=0
[+3
Az
=0 , B= 92 sin® 2 b, @ =0,
9 z \2
al
Poiché, evidentemente
T,=0o , T.=—pRs , S=0
segue, secondo le formule del n. 6
6 A* 5 T 5 T
Wf=38-EJoE- . We.=wo |, Lz‘z——%——}v;),, : 5;2=38 A2 p,

e la (2) porge in definitiva, poiché 'unico parametro A si elide
porg I p

-]

A
6EJo ==
< 36IL] 3 _ 3EJe

T 9ATpo+3A%40  poRI

Posto p, = 1, A da addirittura la pressione critica.
b) Asta rettilinea con sforzo assiale N,.
Si consideri ora un’asta rettilinca soggetta a sforzo asstale AN,. Fissando
I'attenzione su inflessioni nel piano x,s; x essendo coincidente con [’asse,
si ponga,

- . e
=0 , wv=o0 |, w-——Eg(JesmpTx

e sl trascuri la dimensione secondo z.

Allora e 20 = eg;)] == (’E‘j = 0 e quindi W, == 0 mentre per Wy si ha,

poiché » = w'’

:
=t (B (T ar = LETL S C2 (25
W= J EJo (%) @ =+ EJ.%,C2 (57"
1 [dw\=2 - = p
Da ¢ = 2-(-5,;) risulta, essendo X, = —N,: A, con A, area dclla
sezione, '
. / \ 2 [ P2
[ Wionll
e — NOLQCQ( s
e, poiché » — v —w == 0 agli estremi, 2, = o, segue dalla (2),
~a [ PT
EJo EQ(,Q(—w)

No A

!
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da cui, in base alle (3 &), che risultano a variabili separate, appare lo spettro

pTT

)‘Q:(__!_)ZEJO: (p=1,2,--)

Ma anziché la terna (12) si poteva, ferme restando le z,, scegliere v,
cosi che risulti &) = o. Riattaccandosi alla espressione completa di e,, che
per definizione &

o =Y + ) 0 —1,

si trova che basta porre

x
U= — {w”dx
°

per averc, oltre a W, = o, anche ©f = o. Ma allora ¢, non & pit nullo e si
ha, in conformita con la posizione fatta da Timoshenko

Z

AN
L = mzi w'? dx

¢ quindi per la (2), ancora la stessa espressione per 2, .
c) Flessione deviata di una trave elastica soggetia ad un momento M
nel suo piano.

Si evita sempre, per quanto si ¢ detto, il metodo energetico e diretta-
mente si scrivono le equazioni alle variazioni. Perd, poiché possediamo ormai
le componenti del 2° ordine delle variazioni di curvatura x(), x4, xfpﬂ) {pit pre-
cisamente le caratteristiche di curvatura) per un sodido tubolare, anche a 4
parametri secondo G. Ferrarese, ¢ facile applicare il solito criterio energetico
del Dirichlet.

Secondo questo si ha com’¢ noto, A = 2, dal principio variazionale (3)
che ripetiamo, 8® = o con

(D:W—R(Q;—ff,

Nel caso specifica si ha per Wy
L

- 5 i
W e ?J (B.w''? + B, 2/’ + Cy¢'®) dx ;
o
essendo: B, , B, le flessorigidezze per flessione secondo w nel piano Il della
trave, secondo # normalmente a II, rispettivamente C la torsiorigidezza.
Per ¢, si ha ¢, =0 e per £,

L
Q::fM.xg)dx.
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Essendo per una barra piana curva, con R raggio di curvatura

e

o= 3+ s v

per R = oo, siccome & per la barra rettilinea, risulta » = o'’ e
% :fM e’ dx
o

onde segue da 0® = o variando, w, %, ¢, di Sw, Su , 3¢
. B,wv =o

(22) \ (B, 27" L% (Mo)' =0
L —(Ce Y42 Mu'=o0

e da qui, avendosi dalla seconda delle {22)

(22 a) _ Be' + 3 My = a, v + a,

segue, per @, = a, = 0, la celebre equazione di Prandtl-Mitchell,
N . M?
(22 8) Coy+ae L g oo,

Da questa, per B ,C = cost., M = cost. 7 ka per wuna trave semplice-
mente appoggiata, rispeitivamente incastrvata agli estrems,

) ™
(23) M,; = 21:/ - JCB,.

Per una mensola con carico P all’estremo, libero rispettivamente con
¢'=o0
4,013 S
(24) Pﬂ‘ = , > I YCBI %
6,97

Per una trave semplicemente appoggiata, rispettivamente incastrata agli
estremt, con un carvico P al mezzo,

16 93\

(25) P,= = it T i ICB,.

Per una trave semplicesnente appoggiata, mxpe#wamem‘e tncastrata, con
un carico uniforme gq,

238 30\ —
= B
(26) Io= o300 T IC

Per una mensola con carico costante q,

(27) Gu = mif_s JCB; .
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Per una trave semplicemente appoggiata con 2 carichi P simmetrici ad
1/3-1. dagli estrems,

(28) P =202 yER

d) Torsione deviata di un'asta soggetta a momento torcente M,.
Anche per questo fondamentale esempio si cvita sempre, per le ragioni
dette, il metodo energetico.
Poiché disponiamo perd della componente del 2° ordine della caratteri-
stica ) di curvatura, precisamente, con riguardo ad una barra piana curva
di raggio R,.

) e ) 2+ )t )

risulta per l'asta rettilinea, con R = oo

I
(29 a) w(@ . . %” y’,\i_ iu’ w”.
P 2 2

Avendosi
L
W = %f(Bzw“Q + B, #''?) dx,

L
I

=0 , QFe=—. J‘Mf (0" w' — o w'')dx,

2
Q

si ha da 8® = o con
O =W-—2(2—eH
variando w di 3w, # di Sz,

| (BawY' 4 2 OO,y + 2 (M, w0y =o,
(30) : 5 ;
‘ (Bx %H')N_ 2_ (;\{[! w!)”'-"-%(M; ?ﬂ”)'i 0,

Per B,, B.,M,, costanti, risultano le note equazioni di Grenhill,
(30 @) Boow™ +2M,#"” =0 ; Byu"—iM,»"" = o;
dalle quali si deduce, ad esempio; per una trave snodata agli estremi,

(31) M,,, = i, M, = -Z-L" VB. B, .

Come si vede non interviene la torsiorigidezza C.
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Per vari casi di associazione di M, con M, (flessione), N, sforzo assiale,

cfr. la Nota: Sicurecza rvispetto ad una associazione dei tre casi di instabilita di

FEulero, di Mitchell-Prandtl e di Reissner, riportata a p. 243 di questa Raccolta.
e) Volta autoportante (cfr. fig. 2) a direttrice semicircolare.

Fig. 2.

In merito alle applicazioni delle considerazioni generali precedenti, si
sostituisce al n. 3 della Nota degli « Annali » il seguente Riassunto delle Note
redatte in collaborazione con D. Caligo; Moliiplicatore critico X, per volte
autoportanti. In fig. 2 se ne indicano due tipi notevoli: il tubo e la vasca
semicilindrica corrente su timpani e soggette al peso ingente del liquido,
di cui ne abbiamo costruite nell'immediato dopo guerra, taluni notevolis-
simi a base semi-circolare 24 == 6,00 m, 2/ =15,00 m, sulla copertura di una
torre—carbone 2lta 65,00 m.



