9. Elementi finiti monodimensionali raffinati

I due elementi finitj ‘di base’, introdotti nel capitolo precedente, permettono lo
studio di una qualsiasi struttura monodimensionale, ad asse rettilineo o ad asse curvo,
con elementi a sezione costante o variabile secondo una legge arbitraria. Ed infatti
un elemento strutturale ad asse curvo pud essere approssimato con una successione di
elementi rettilinei, cosi come un elemento a sczione variabile pud approssimarsi con
una successione di elementi a sezione costante.

Daltro canto. e evidente che simili operazioni hanno un peso elevato, sia da un
punto di vista computazionale (maggior numero di incognite lagrangiane, ¢ maggior
tempo di caleolo) sia da un punto di vista umano (maggior tempo di preparazione dei
dati di ingresso. con conseguente maggiore probabilita di errori).

Esistono due vie per aggirare le difficolta menzionate. Si possono scguire i dettami
dell’analisi matriciale classica, e giungere alla matrice di rigidezza csatta per una trave
a sezione variabile secondo una certa legge (cfr. cap.b), oppure per una trave curva
sccondo una certa curvatura (ad esempio per una trave ad assc circolare), e quindi
utilizzare questa matrice, calcolata ad hoc, nell' ambito dei particolari problemi in cui
compalono quel particolari tipi strutturali. Perd ¢ evidente la limitata utilizzazione di
un tale procedimento, che presuppone lo studio preliminare dell’elemento.

Si pud invece assegnare una legge generale di variabilita della sezione, o della
curvatura, ed usare le funzioni di forma -di base’ per ottenere la matrice di rigidezza
approssimata dell’elemento finito in esame. Questa matrice di rigidezza potra poi
essere utilizzata al posto della matrice di rigidezza di base. Infine, si possono introdurre
macroelements a piu di duc nodi. oppure si possono definire ulteriori gradi di liberta
al nodi estremi.

9.1. Gli elementi finiti asta a sezione variabile

Si vuole ora dedurre la matrice di rigidezza di un elemento asta la cui sezione
retta ha area variabile secondo la legge generica (Figura 9.1):

Alz) = A (1 + ex?) (9.1)
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dove A; & l'area della sezione retta nel nodo 1, x e l'ascissa adimensionale x =
x/L, ed infine ¢, p sono due parametri che definiscono la variabilita della sezione.

- - - -
Fa1 u1 \ u2 Fa2
_+ <
)
L
Figura 9.1- Asta a sezilone variabile
La soluzione dell’equazione della linea elastica:
(EAW) =0 (9.2)

& molto poco agevole, e si preferisce quindi ricorrere alle funzioni di forma dedotte
nel capitolo precedente per 'asta a sezione costante. La matrice di rigidezza si ottiene
allora dall’integrale:

L
kC:EAlf (1+ ex?) B'Bdx (9.3)
0

con la matrice B fornita dalla (8.36).

Svolgendo i calcoli tramite MATHEMATICA, si ottiene la matrice di rigidezza
approssimata per asta a sezione variabile:

EAL C 1 —1
B ()] 0
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9.2. L’elemento trave a sezione variabile

Si consideri ora il caso di un elemento trave il cui momento di inerzia varia secondo
la legge:

1(¢) = I (1 + s¢7) (9.5)

dove ¢ = z/L, ed i due parametri s ed r definiscono la variabilita della sezione.
Anche in questo caso la soluzione dell’equazione differenziale della linea elastica:

(EIv")" =0 (9.6)

non si presenta agevole, ed ¢ quindi conveniente ottenere una espressione approssi-
mata della matrice di rigidezza usando le funzioni di forma cubiche (8.71). Si deve
calcolare l'integrale:

L

k. = El / (1+ s¢")BTBdz (9.7)
Jo
ottenendo:
i 12 6 12 6 7
Cuﬁ _012'1;; _Cliiﬁ WC14Z
C ~6— 4C C! E 2C
EIl 12L 22 23L 24
k, — (9.8)
L 12 6 C 12 6
_CIBE szz 3372 0342
—C E 2C C E 4C
i 147 24 34 a4 |
I coefficienti correttivi C;; sono dati da:
3 12 12
= Qn = = 1 > - 9.9
Cn =0 = Crs +5<1+r 2+7‘+3+r) (99)
4 14 12
= Coa =1+ — 9.10
Ch2 = Czg +9(1+r 2+r+3+r> L
2 10 12
=Cay=1 — 9.11
Cra = Caa +S(l+’r 2+T+3+T‘> ( )

4 12 9
=1+ — 9.12
Co2 +g(1+r 2+r+3+r> ( )
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4 18 18
=1 - .
Cza +S(1+r 2+r+3+r> (9.13)

1 6 9
Cii=1 — .14
44 +S(l—l—r 2+7’+3+r) (9.14)

Si noti che lintero procedimento ¢ sintetizzabile in poche righe di input del
p g p

MATHEMATICA.

9.3. Gli elementi asta piu raffinati

Un ulteriore possibilita di ottenere matrici di rigidezza che tengano conto delle
variabilita di sezione risiede nell’assumere come campo di spostamenti un polinomio
di ordine piu elevato di quanto fatto per gli elementi di base.

9.3.1. Elemento finito asta di tipo quadratico
Per I'elemento asta, si pud assumere che la funzione spostamento vari con legge
quadratica all’interno dell’elemento:
u(z) = Ag + Az + Ayx? (9.15)

e di conseguenza le deformazioni e tensioni varieranno con legge lineare. Nasce
la necessita di definire un terzo parametro nodale, al di la dei due spostamenti agli
estremi. Identificato all’'uopo un terzo nodo in mezzeria, il vettore delle coordinate
nodali sara (Figura 9.2):

1 2 3

* . ’
—_— —_— = —_—
Uy Uy Uy

p—
b—
—_——

1 L2 | L2

Figura 9.2- Primo livello di raffinamento per I'’elemento asta
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dT = {Ul,UQ, Ug} (916)

e sara possibile esprimere le coordinate lagrangiane A; in termini di coordinate
nodali u;, imponendo le condizioni al limiti:

ur = u(0) = Ag (9.17)
L L?
Uz = U(L) = AO + AlL + A2L2 (9.19)

Matricialmente si ha 'usuale relazione:

d—CA (9.20)
con: -
10 0 ]
. |
c=1|; L L7 (9.21)
2 4
|1 L L?

Invertendo questa matrice si ottiene:

1 0 0
O O A
Cl=|-7 7T 7 (9.22)
2 42
L2 T2 17

Le funzioni di forma si ottengono immediatamente dal prodotto «C~1, dove « &
. il vettore di monomi {1, z, xQ} (Figura 9.3):

2

X X
—1-32 4022 2
Ny BL +275 (9.23)
Ny=df 4% (9.24)
*TL L2 '
xr .CC?
Ny=-—2 425 (9.25)

L L2
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ELEMENTO ASTA A 3 NODI E 3 GRADI DI LIBERTA'

POLINOMIO QUADRATICC
FUNZIONI DY FORMA

N1 N2 N3

Figura 9.3- Funzioni di forma per 1'asta di primo livello

La matrice di deformazione B si ottiene derivando le funzioni di forma:

3 T

4 T

By = - —8—
T L L
1 T

ed infine la matrice di rigidezza si ottiene dal triplo prodotto matriciale:

78 1
3 3 3
ke:EA/LBTBdgE:Eé 8 16 8
0 L 3 3 3
18
L3 3 3 -

(9.26)

(9.27)

(9.28)

(9.29)

I carichi nodali equivalenti ad un carico agente lungo 'asta si ottengono usando la

(8.91). Se ad esempio 'asta & soggetta ad un carico assiale p uniformemente distribuito,
si possono dedurre i carichi nodali equivalenti come:
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1/6

L L
q= ] N pdzr = p/ NTdr =pL{ 2/3 (9.30)
0 /) 1/6

9.3.2. Elemento finito asta di tipo cubico

Se il campo di spostamenti & assunto di tipo cubico:

w(z) = Ag + Az + Asa? + Agx? (9.31)

si hanno due possibilita immediate di scelta delle coordinate nodali, come illus-

trato in Figura 9.4.

=y
N
w
EN

a) ® ® ® ®

 _d - —_— —_—
u u u u
1 2 3 4
% ¢ 1 |
L/3 V3 L3
1 2
b) ® ®
 _d - -
u1 u'1 u u:?
2
i L i
T 1

Figura 9.4- Le due aste di secondo livello di raffinamento

Nel primo caso, si € in prescnza di un’ asta a quattro nodi equidistanziati, ed il
vettore dei gradi di liberta e costituito dagli spostamenti u; dei nodi.
Imponendo le condizioni ai limiti si ha il sistema:

U = A() (932)

L LZ LB
= Ag+ A1 = + Ao + Aq— 9.33
uy o+ Arg +Aro + Ay (9.33)
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2 4. 8 .
uy = Ag + A~ L+ Ay— L + As— 3
us 0+ 13 + 29 + 327

Ug = A() + ALL -+ A2L2 + A3L3

Invertendo la matrice dei coefficienti e sviluppando il prodotto «C~! si ottengono

le funzioni di forma (Figura 9.5):

ELEMENTO ASTA A 4 NODI

POLINOMIO CUBICO
FUNZIONI DI FORMA

(9.36)

(9.37)

(9.38)

(9.39)

N1

Figura 9.5- Funzioni di forma per lo schema di figura 9.4.a)
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La matrice di rigidezza & quindi definita da:

- 37 189 27 13 7
10 40 20 40
189 54 207 27
W o EAL a0 5 10 20 (9.40)
L | 27 207 54 189
20 40 5 40
13 27 189 37
L 40 20 40 10

Tl secondo schema di figura 9.4 porta a definire come gradi di liberta nodali non
solo gli spostamenti «, ma anche le derivate prime v, e quindi il vettore dei gradi di
liberta nodali é:

d? = {ui, ul, us, uh} (9.41)

Imponendo le condizioni ai limiti si ottiene il sistema:

up = Ag (9.42)

ul = A (9.43)

Uy = Ap+ AL+ AsL? + AsL? (9.44)
uhy = Ay + 2A5L + 3A5 L7 (9.45)

1

Invertendo la matrice dei coefficienti, e svolgendo il prodotto aC ™" si ottengono

le funzioni di forma (Figura 9.6):

N, :173%2 +2§ (9.46)
Ngzx-2§+g (9.47)
Ny = 32—2 - Qi—i (9.48)
Ny (9.49)
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ELEMENTO ASTA A 2 NODI E 4 GRADI DI LIBERTA'

POLINOMIO CUBICO
FUNZIONI DI FORMA

0 2 4 6 8 10 12

Figura 9.6- Funzioni di forma per lo schema di figura 9.4.b)

La matrice di rigidezza ¢ quindi definita da:

- 6 L 6 L -
5 10 5 10
L 2, L L?
EAL 10 15 10 30
k., = —
L 6 L 6 L
5 0 5 10
L _E _L ELQ

- 10 30 10 15 -

9.4. Gli elementi trave pitu raffinati

(9.50)

Ogni nodo dell’elemento finito trave di Eulero-Bernoulli ha almeno due gradi di
liberta, e di conseguenza il piti semplice campo di spostamenti ammissibile & cubico.

Il passo successivo conduce ad ipotizzare un campo di spostamenti quintico:

’U(Z) =Ag+ A2+ A222 + A323 + A4Z4 + A525

(9.51)

e quindi occorre definire altri due gradi di liberta nodali. Le due scelte piu ovvie

sono illustrate in Figura 9.7.
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1 2 3
® ® o
Y4 04 v, 4, Vg 03
L2 L2

+ +-

Figura 9.7- Le due travi al primo livello di raffinamento

Nel primo caso si & introdotto un terzo nodo in mezzeria, e ciascuno dei tre nodi
pud abbassarsi e ruotare, mentre nel secondo caso i nodi restano due, ma si ¢ aggiunto
il grado di liberta curvatura x, pari a —v".

9.4.1. Elemento finito trave quintico a tre nodi

Imponendo le condizioni ai limiti, ed invertendo la risultante matrice dei coeffi-
cienti si giunge a definire le funzioni di forma quintiche (Figura 9.8):

2 3 4 5

Ny=1- 23% + 66% - 68% + 24% (9.52)
No=—z+ 6% - 13%2— + 122—1 . 42—1 (9.53)
Ny = 162—22 - 32;—33 + 16%:— (9.54)

Ny = Sz—; - 322—2 + 40%4§ - 16%52 (9.55)
Ns = 7%25 - 342—2 + 522—1 - 242—2 (9.56)
Ne— 2 —5iiisi 4t (9.57)

L L? L3 LA



232 FElementy finiti e strutture

ELEMENTO FINITO TRAVE DI EULERO-BERNQULL|

POLINOMIO QUINTICO ED ELEMENTO A TRE NODI
FUNZIONI DI FORMA DEL PRIMO NODO

0 2 4 6 8 10 12

ELEMENTO FINITO TRAVE DI EULERO-BERNOULLI

POLINOMIO QUINTICO ED ELEMENTO A TRE NQODI
FUNZIONI Di FORMA DEL SECONDO NODOQ

ELEMENTO FINITO TRAVE DI EULERO-BERNOULLI

POLINOMIO QUINTICO ED ELEMENTO A TRE NODI
FUNZIONI D) FORMA DEL TERZO NODO

1.2

T U

[ T T UUVR USRS SUSS

0.6_ ....................................................................................

- 'a"n‘

[0 | R USTIRY AN \‘

N Y . ¥ N
- P L L L]
ﬂ y

0

0. i 1 1 1 L 1
0 2 4 6 8 10 12

N1 N2

Figura 9.8- Funzioni di forma per la trave di figura 9.7.a)
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che danno luogo, tramite I'usuale procedimento, alla matrice di rigidezza ele-

mentare:
- 5002 1138 512 384 1508 242 -
3502  35L  5L2 7L  35L?  35L
1138 332 128 64 242 38
351 35 5L 7 35L 35
512 128 1024 512 128
L _EBL| 512 5L 5L O s T
B I R B
7L 7 7 7L 7
1508 242 512 384 5092 1138
35L2 35L  5L2 7L 3502  35L
242 38 128 64 1138 332
| 351 35 5L 7 35L 35

(9.58)

Un carico ¢ uniformemente distribuito lungo tutta la luce si traduce in un insieme

di carichi nodali pari a:

L
q=/ N7qdz = ¢
0

¢ (7/30)L
—L%/60
(8/15) L

0

(7/30)L
. L?/60 )

9.4.2. Elemento finito trave quintico a due nodi

Adottando lo schema di Figura 9.7.b) il vettore dei gradi di liberta ¢:

dT = {Ul;QOlthUQa(P?a XQ}

Si giunge, tramite imposizione delle condizioni ai limiti:

v(0) = v;
v'(0) = —¢
0"(0) = —xa

v(L) = v

(9.59)

(9.60)

(9.61)
(9.62)
(9.63)

(9.64)
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V(L) = —p,

v"(L) = —x2

alle funzioni di forma (Figura 9.9):

7 24 2
Ay = 1-1075 +152; ~
70 24 22
NQZ—Z'FGE 833—4—332
24 3324 155
M=yt T i tam
53 24 25
s 2 z
N5 = 423 — Tﬁ + 31—
2t
No=-ort i om
ed alla matrice di rigidezza elementare:
- 120 60 3 120 60
7L? 7L 7 7L? 7L
60192 11L 60 108
7L 35 35 7L 35
3 1L 3L* 3 AL
k. — E1 7 35 35 7 35
L 120 60 3 120 60
TL? 7L 7 TL? 7L
60 108 4L 60 192
7L 35 35 7L 35
3 4L  L? 3 11L
- 7 35 70 7 35

11L
35

3L2

35

(9.65)

(9.66)

(9.67)

(9.68)

(9.69)

(9.70)

(9.71)

(9.72)

(9.73)

Un carico g uniformemente distribuito lungo tutta la luce si traduce in un insieme

di carichi nodali pari a:
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ELEMENTO FINITO TRAVE DI EULERO-BERNOULLI

POLINOMIO QUINTICO E 2 NODI A 3 GRADI DI LIBERTA
FUNZIONI DI FORMA DEL PRIMO NODO

2
.1 \ --------
4 e
-1 -_“::.“.. .......... s -"‘.:‘, '.T." ................
_2 .‘.\.“ -.‘.‘.u--.nr..‘.:.." ‘ "
‘\‘ '/l
3 i et
4 I L | 1 |
0 2 4 6 8 10 12
Nt N2 N3,
ELEMENTO FINITO TRAVE DI EULERO-BERNOULLI
POLINOMIO QUINTICO E 2 NODI A 3 GRADI DI LIBERTA
FUNZION! DI FORMA DEL SECONDO NODO
3
12

Figura 9.9- Funzioni di forma per la trave di figura 9.7.b)
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( L/2
., —L?/10
—L3/120

— T —

q—/o N gdz = ¢ ¢ L2 (9.74)
L?/10
\ —L3/120 )

9.5. La famiglia lagrangiana per gli elementi asta

Si consideri ora il caso generale di un elemento finito asta ad m nodi ed m gradi
di liberta, e si vogliano calcolare le sue funzioni di forma. La generica funzione /N;
sara un polinomio di ordine m — 1:

N = AU + AlLL‘ + ...+ ATnkl.fC'mil (975)

1 cui coefficienti possono calcolarsi imponendo che N; assuma valore unitario nel
nodo 7, e sia nulla in tutti gli altri nodi.

Si tratta, in diversi termini, di calcolare il polinomio interpolante gli m punti di
coordinate:

(20,0), (21,0), (x2,0), ..., (z;,1)... (Zrm—1,0) (9.76)

ed il problema puo considerarsi risolto, usando la:
Formula di interpolazione di Lagrange - Sia II,, ; Uinsieme dei polinomi
reali /7 di grado minore od uguale ad m — 1. I polinomi L; € 11,,, ;| definiti come:

(x —ap)...(z— rioa) (@ —zip) ... (z — Tpy1)
(iEj, — .’E()) C (IE.L' — x’ikl)(-ri — .TH_]) . (ZCZ - .’L'm,kl)

Li(z) = (9.77)

soddisfano le condizioni L;(x),) = 8;;, e si chiamano polinomi di Lagrange.
Esempio 9.1: 1l caso pili semplice, in cui m = 2, fornisce i due polinomi:

r— L
== =1-

(9.78)

1 8

Ly = (9.79)

N8

ossia le funzioni di forma (8.33).
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Esempio 9.2: 1l caso m = 3, con tre nodi equidistanziati, conduce ai polinomi:

& — b2 H@ — & x? x
_ z(z-L) S x
Le=tmmar-n =t (9:81)

_zlz—-L/2) _=x?
Ls = DLy 2? -7 (9.82)

e quindi si ritrovano le funzioni di forma (9.23)-(9.25).

Esempio 9.3: Il caso m = 4 a nodi equidistanziati conduce direttamente alle
(9.36)—(9.39).

9.7. La famiglia hermitiana per gli elementi trave

Si voglia ora calcolare le funzioni di forma dell’elemento trave ad m nodi ed a
2m gradi di liberta. Ciascuna delle 2m funzioni di forma sara un polinomio di ordine

2m — 1:
N; = Ag + Az + A222 FineF Azm_lzzm—l (983)

Se i nodi sono situati alle ascisse zy, 1 2m coefficienti A; possono calcolarsi impo-
nendo le condizioni:

dN;
dz

per le funzioni di forma relative ai gradi di liberta traslazionali, e le condizioni:

Ni(zr) = bk

(2x) =0 (9.84)

dN;
dz

per le funzioni di forma relative ai gradi di liberta rotazionali.

In altri termini, assegnate le m ascisse zj dei nodi, i valori della funzione di forma
e della sua derivata prima in corrispondenza di queste ascisse, occorre ricercare il
polinomio interpolante che assuma i valori prefissati in corrispondenza delle ascisse
2k, € la cui deriwata assuma 1 valori prefissati in corrispondenza delle stesse ascisse.

Si & quindi in presenza di un problema di interpolazione piu generale del problema
lagrangiano, in cui venivano prefissati i soli valori del polinomio. Il caso precedente
rientra invece nella piu generale:

Ni(z) =0 (zx) = —bik (9.85)
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Formula di interpolazione di Hermite - Siano z; le ascisse degli m nodi della

trave, e siano yz( )i valori che le funzioni di forma e le loro prime n; — 1 derivate devono

assumere in corrispondenza dei nodi. L’indice ¢ variera quindi tra 0 ed m — 1, mentre
I'indice & variera tra 0 ed n; — 1. :
Esiste un solo polinomio P, di grado minore o uguale ad n, con:

m—1
n=> n,—1 (9.86)
i=0
che soddisfi le condizioni di interpolazione:

PRy =¢y®  k=01,...n-1 i=0,1,..ml (9.87)
ed a questo polinomio puo darsi forma esplicita come:

m—1n;—1

P(z) = Z Z yM Li(2) (9.88)

=0 k=0

I polinomi L;; si possono considerare come polinomi di Lagrange generalizzati, e
vengono definiti come segue:
— si parta dai polinomi ausiliari:

it = EE T (222 (9:89)
k\2) = k! =0 2 — 25 '
FE)

— sl ponga:
L/L“niﬁl(Z) = li,niul(z) i= 0,1,. . .,m—l (990)
- e ricorsivamente, per k=n; —2,n; — 3,...,0:
n;—1 .
v=k+1
con:
) 0%l

Esempio 9.4: Nel caso piu semplice il numero dei nodi e m = 2, ed in cilascuno
di essi occorre precisare il valore della funzione e della sua derivata, ng = 2, n; = 2.
Occorre allora ricercare un polinomio di grado non maggiore di 3, esprimibile, secondo
la (9.88) come:
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P(z) = 5" Loo(2) + 45" Lor (2) + 4V Lio(2) + 3V L1a (2) (9.93)

I polinomi ausiliari sono:

z—L\?
loo(2) = 7 (9.94)
AN
lo1(z) = = (z ) (9.95)
L
2\ 2
ho(z) = (E) (9.96)
Z 2
(=)= (- L) (3) (9.97)
Ne segue:
23 22
L()l(Z) = l(jl(Z) = ﬁ +z— 2f (998)
3 52
Lll(Z) = lll( ) = ﬁ — f (999)
ed induttivamente:
22 2 /23 22
LIO(Z) = llO(z) - l%)(L)Lll(Z) = Eg - E (ﬁ - f)
(9.100)
22 23
=37 T
1) 52 3
L()()(Z) = loo(z) — ZOO (O)L01(z) =1- 3@ + 2ﬁ (9.101)
La prima funzione di forma si ottiene per y(()o) =1, y(()l) = 0, ygo) =0, y%l) =0,e
quindi N;(z) = Lgo(z). La seconda funzione di forma si ottiene per yéo) =0, y(()l) =—1,

y:(LO} = 0, y§1) = 0, e quindi Na(z) = —Lg1(2). Analogamente, N3(z) = Lio(2), ed

N4(Z) = —LH(Z).

Esempio 9.5: Come ulteriore esempio, si consideri il caso della trave a 3 nodi
equidistanziati a 6 gradi di liberta, per cui quindim =3, ng =2, n1 =2, no = 2. 1
polinomio interpolante ¢ dato da:

P(z) =y Loo(2) + 38" Lo1(2) + 4V Lio(2) + 3$V L1 (2)

(9.102)
-+ yéO)Lzo(Z) + yél)Lzl(Z)
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I polinomi ausiliari sono:
Z— 21 2 Z 29 2
= (572) (3)
20 — %1 20 — 22
zZ~ Zg 2 Z— Z 2
we - (5=%) (57%)
21 — 20 Z1 22
2— 25 \° z—z \?
= (=2) (75
Z9 — 20 Z9 — 24
2 2~ 25 2
lo1(z) = (2 — z0) ( ) ( )
20 — 22
Z— 2y 2 & — Z9 2
[ ={(z—-
o= (322) (322)
2 2
< — 21
) (=)

2 3 4 5

Loi(2) =lp(2) = 2 — 65 + 135, — 122 142

L L2 I

Z— 21

20 — 21

Z— 20

l21(z) = (2 — 29) (

22— 20

Si ha subito:

2 3 Z4 25

z z
Lll(Z) = lll(Z) = —S—L“ = 40? -+ Szﬁ 4 16ﬁ

22 23 24 2°

Lzl(z) = 521(2‘) = _f + 51—2- == Sﬁ +4ﬁ

e poi, per induzione:

2 3 4

1 z Z 2z
Loo(2) = loo(2) — I8 (20) Loy = 1 — 2875 + 665 — 6875 +
(1) 22 23 7
Llo(z) = Zm(z) — llO (Zl)Ln = 16§ — BQﬁ —+ 16?
2 3 4
Lao(2) = lao(2) — 1) (72) Loy = T — 342 4 522 _ 042

12 L3 L4 L5

24—

(9.103)

(9.104)

(9.105)

(9.106)

(9.107)

(9.108)

(9.109)

(9.110)

(9.111)

(9.112)

(9.113)

(9.114)
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f 1
X
+ t i
X

L 1 ]

0 1 2
l 4
1 1

L

Figura 9.10- Elemento asta in coordinate cartesiane

Si sono cosi ritrovate le funzioni di forma (9.52)—(9.57).

9.8. Le coordinate naturali (o coordinate lunghezza)

Spesso & utile introdurre un sistema di coordinate locale, scalato e nondimen-
sionalizzato all’intervallo [0, 1]. Si consideri allora l’elemento finito di Figura 9.10, di
lunghezza L, in cui sia definita 'origine O degli assi. Sia x la coordinata globale, e
siano x1 ed x5 le coordinate del nodo 1 e del nodo 2, rispettivamente.

(10) (01)

a
—4

Figura 9.11- Le coordinate naturali di tipo lunghezza

Si definiscano ora due coordinate (naturali) L; ed Lo, funzioni lineari della coor-
dinata globale x, e tali che (Figura 9.11):
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Li(zy) =1
Ly(z2) =

La(z1) =0
Lo(zs) =1

(9.115)

(9.116)

(9.117)

(9.118)

I due nodi estremi hanno quindi coordinate naturali (1,0) e (0, 1), rispettivamente,
0, per semplicita (10) e (01). Per calcolare le coordinate naturali di un arbitrario punto

intermedio di ascissa x, si consideri che dovra essere:

r = Li(x)z1 + La(x)zs

e che tra Ly ed L, vi & la relazione:

Li(z) + La(z) = 1

In forma matriciale, le equazioni (9.119) e (9.120) si scrivono:

T Io L\ (=
1 1 Ly) \1
e quindi le coordinate naturali di # saranno:

T2 —

Li(z) = i

Tr—I

LQ(IL‘) = 7

(9.119)

(9.120)

(9.121)

(9.122)

(9.123)

Tutto il processo di deduzione della matrice elementare di rigidezza e dei carichi

nodali equivalenti pud condursi in termini di coordinate naturali.

Nell’ambito di questo processo, si incontrano operazioni di derivazione e di in-
tegrazione. Per le prime pud farsi ricorso alla regola di derivazione delle funzioni
composte, per cui la derivata rispetto ad una coordinata globale = di una funzione F

delle coordinate naturali L; pud scriversi come:

dF  OF dL,
de ~ JL, du

i=1,2

dove:

(9.124)
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dl, 1
— = 9.125
dx L ( )

dlLo 1
— = — 9.126
dx L ( )

Per le seconde, & possibile dimostrare la seguente formula:

Lo 1M 9.127
fo e O ) (9.127)

L’introduzione delle coordinate naturali permette la generazione sistematica delle
funzioni di forma per elementi monodimensionali. Si consideri ad esempio 'elemento
asta ad m nodi di Figura 9.12, e si indichi il nodo generico tramite la coppia (ef),
dove e & il numero di nodi a destra del nodo in esame, ed f & il numero dei nodi a
sinistra del nodo in esame. Sara percido e + f = m.

{m,0) (m-1,1) (1.m-1) (0,m)

Figura 9.12- Elemento asta ad m nodi

La funzione di forma del nodo (ef) sara fornita dal prodotto:

Nep = Ne(L1)Nyg(La) (9.128)
con:
= Li—i+1
N(L) =1 (m—lzif—> (9.129)
=1
see>1, e

N(L) =1 (9.130)

se e = 0. Simili formule valgono per N¢(Lz). Si noti che la (9.128) non & altro
che la (9.77) in termini di coordinate naturali.



