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11. Espressione dell’angolo specifico di torsione.
Dalla uguaglianza del lavoro della caratteristica e dell’energia di de-
formazione si ha, con riferimento ad una lunghezza unitaria,
M, ¥ 1 r

= X ) dA
5 2 J, (= T )

1 [ oF \? aF \?
M,y = — —) + | — dA .
G J, 9x oy

Poiche e, per sezioni semplicemente connesse,

aF \? " 3F BF 2m 2 aF &F
f(m) dA = || — — dx dy = dy'( T dx =
A

0% Yim * ox  ox
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* Yim ox % Xy ox?
~ 2m 2 3*F 3?
= — dy F 2dx:-—-fF — dA
Y Yim x ox A gx
B’ \? " 8*F
f (8_) dA — — F . dA ,
A M3y Ya oy

si ha, per la (8-41),

) (] orme ] roncor.

Si riottiene quindi, per la (8-45), la (8-27)

T

P = —— | 46
3G (46)
da cui (8-8)
rl, .
q = 2N, 47

Il momento I, puo essere preso rispetto a qualsiasi punto; varia cosi q,
ma non . -
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12.

La sezione circolare.

Si pone

F=h (x* + y* —RY) .

Sul contorno & F=20; inoltre la (8-41) e soddisfatta:

=4 h=—r

3*F n o’F
ox? oy*

Il volume V del solido z=07F é fornito da

h AR®
V = F dx dy = h (I, — R*A) = — —
A 2
si ha percio (8-45)
M, = — 2 hl,
M,
T = 2Yyh=— y
ID
M,
T,y — — 2 Xh = X
ID
La (8-46) fornisce poi
4h M,
P = — =
2G GI,

13.

La sezione ellittica.

Si pone

F:h(xz A —'1).

a? b?

Sul contorno & F=20; la (8-41) e soddisfatta:

ey e

52F 5*F a? -+ b?
+

— hI, ;

(c"

(d’)
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Il volume V & (*)

nab
V = Fdexdy=—h —;
A 2
si ha percio
Mt _ hA
2 yh 2M,
Tox — _ Yy
b? Ab?
2 xh 2 M,
sz _ — -
a’ Aa?
Dalle (8-46) e ((8-47) si ha poi
2z b2
2h b
" a? b® M, aZ+ b?
B 2G G math?

1 (a® + b?? 1 /a b \?
q = — = —\|—+—) .
4 a? b? 4 \b a
14. L’'analogia idrodinamica.
Si consideri un recipiente cilindrico, la cui base abbia la stessa forma

della sezione retta del solido di De Saint-Venant; si imprima al recipiente,
pieno di un liquido qualsiasi, un moto di rotazione intorno ad un asse pa-

(*)

* nadb
x2dxdy =1, =

o A ’ 4

* Ttab3
ye dx dy = Ix =

Ja 4

" dxdy = A = mab
Y A
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rallelo all’asse geometrico z del recipiente stesso. Se si arresta il moto del
recipiente, il liquido in esso contenuto continua a circolare finche, per
effetto delle resistenze viscose, si arresta anche esso; considerando il moto
del liquido nei primi momenti dopo I'arresto del recipiente, si puo prescin-
dere dalle resistenze viscose, il moto & percio stazionario.

Poiche, se la velocita impressa non é eccessiva, il moto & anche piano,
esso & definito dalle componenti v, e v, della velocita in uno qualsiasi dei
piani paralleli a quello di base. Essendo il liquido incomprimibile, vale
I'equazione di continuita, esprimente che la quantita complessiva di li-
quido uscente nel tempo unitario da una qualsiasi superficie chiusa, dif-
ferenza fra tutto il liquido uscente e tutto quello entrante, dev’essere
nullo.

Come superficie chiusa si prende quella totale di un cilindro retto la
cui direttrice &€ una qualsiasi curva chiusa s contenuta tutta nel piano della
sezione retta (fig. 8-21), e di altezza unitaria. Poiche attraverso le due

Fic. 8-21

basi non si ha passaggio di liquido, la quantita di liquido uscente nel tempo
unitario da questa superficie e fornita, orientando la normale n verso
I'esterno, da

szvnds.

E)

L’equazione di continuita porge quindi

J- v,ds =0 . (e

s

La (¢’) & anche il flusso del vettore v uscente dalla curva s; per il
teorema della divergenza si puo scrivere

f divv:dA = 0. ()

A
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La (f') deve valere per qualsiasi area contenuta nella sezione retta;
se ne trae che in ogni punto & (¥)

divv=0. (g)

Si osservi che la (e’) vale non solo per ogni curva chiusa riducibile,
ma anche per curve chiuse irriducibili (fig. 8-22). Infatti lungo un con-

F1c. 8-22

torno (esterno o interno che sia) la v & tangente al contorno stesso, e per-
cio la quantita di liquido uscente da un contorno & nulla; se ne trae

J‘ Vn dSIZO

1

e quindi

f v, ds = 0.

s

Si deduce dalla (e') che il flusso di v attraverso qualsiasi linea con-
giungente due punti P e Q dipende solo dalle coordinate dei due puntl
anche in sezioni pluriconnesse.

Poiché il moto puo considerarsi stazionario, le componenti della ve-
locita angolare della rotazione della generica particella elementare pos-
sono considerarsi costanti nel tempo; inoltre di esse & diversa da zero
solo la componente «w secondo z, poiché la rotazione impressa avviene in-
torno ad un asse parallelo a z. La w & la stessa in ogni punto, e pari

(*) Se in un punto fosse div v > 0, lo sarebbe per continuita in tutta
un’area elementare, e per essa la (f’) non sarebbe verificata.
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alla velocita della rotazione impressa.

1 /av ove\ (*
Poichééw————-( LA )(),sitrae
2 \ Bx oy

rot v = cost . (h")

Le (g') ed (h"), unitamente alla condizione che su ogni contorno il
vettore v & diretto secondo la tangente al contorno stesso, garantiscono che

il campo vettoriale v coincide, a meno di una costante, con il campo vet-
toriale 1, (Greenhill).
L’analogia idrodinamica conduce ad alcune suggestive deduzioni di
carattere qualitativo:
a) il valore della T, aumenta ove le linee di flusso si infittiscono.
Percio con riferimento alla stessa linea di flusso il valore della tensione
e piu elevato nei punti piu vicini al punto T di tensione nulla (fig. 8-24);

(*) Si consideri (fig. 8-23) un elemento lineare rigido, lungo dy e parallelo
a y; nel tempo unitario esso ruota di —3v_/8y; un elemento lineare rigido, lungo
dx e parallelo ad x, ruota di + avy/ax.

Se i due elementi sono rigidamente collegati (se si congidera cioé invece di
un elemento lineare un elemento di area) la loro velocita angolare & la media

delle due prima specificate,
1 ( avy 3vy )
W = — — .
2 ox oy

Alla stessa espressione pud arrivarsi considerando (nota del § 8-3¢) la ro-
tazione del vettore velocita connesso con un moto rigido di rotazione intorno a z,
di velocitd angolare w; si pensi infatti che, fino a che non intervengono le resi-
stenze viscose, il moto del liquido dopo l’arresto del recipiente & quello di tanti
elementi rigidi di cui ognuno ruota intorno ad un asse parallelo a z con la stessa

velocita o (oltre a traslare).
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b) un intaglio sulla superficie esterna, o un vuoto all’interno (ad
esempio una soffiatura di fusione) producono (fig. 8-25) un avvicinamen-
to delle linee di forza delle 7,, e percid un aumento di sollecitazione. Pre-

3 2
=
~~ 4
=
X 1
a) ’ b}
y Y

Fic. 8-24 F1c. 8-25

cisamente, poiché & noto che un ostacolo cilindrico a base circolare pro-
voca l'annullarsi della velocitd in 1 e 2 e il raddoppiarsi di essa in 3 e 4,
lo stesso accade per la T, se l'intacco sulla superficie esterna & semicirco-
lare, o se la soffiatura interna é circolare.

b)

F1c. 8-26

¢) in un punto angoloso esterno la %, & nulla, in un punto angoloso
interno & oo (fig. 8-26 a); si ovvia a cid arrontondando gli spigoli interni, e
a volte smussando anche gli esterni (fig. 8-26 b), che non contribuiscono
alla resistenza;

d) a parita di momento torcente M,, una sezione cava continua &
soggetta a tensioni di gran lunga piu basse che non la stessa sezione in
cui sia effettuato un taglio lungo tutto un lato; osservando infatti ’anda-
mento delle 7, si deduce che, per ottenere dalle T, dA lo stesso momento
M, rispetto ad un qualsiasi punto P, nel caso della fig. 8-27 b, le 1, devono
essere molto piu elevate che nel caso della fig. 8-27 a.

L’analogia idrodinamica si presta poi a risolvere, con approssimazione,
il problema della torsione, in quanto permette di tracciare, con approssi-
mazione, le linee di flusso, sia a maniera, sia sfruttando in molti casi
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I'intuizione fisica del fenomeno idraulico, sia ancora attraverso modelli.
Conosciute infatti le linee di flusso delle T,, si considerino due linee
vicinissime; la zona in esse compresa si chiama canale di flusso elementare.

a)

Fic. 8-27

Si puo ammettere che la normale ad una linea in qualsiasi suo punto
risulti normale anche all’altra linea; il segmento dn di normale compreso
fra le due linee & lo spessore del canale in quel punto, e il luogo dei punti

Fic. 8-28

medi dei dn & l'asse o linea media del canale. Si pud anche ammettere
che lungo ogni spessore dn la 7, sia costante. Per la costanza della por-
tata, si puod scrivere percio (fig. 8-28) (¥).

1, dn = 1, dn (i)

essendo dn e d'n due spessori generici, e 1, e 1/, i valori delle corrispon-
denti tensioni. Per il teorema di Stokes si ha (si fa riferimento per ora
a domini monoconnessi)

dn
c=ftzdc=t;fd&-—-:mfzz'=r-A'm )
dn

s S

(*) Poiché div 1, =0, & il campo delle t, & solenoidale. Le linee di flusso
sono chiuse su se stesse o sul contorno; quest’ultlmo caso & escluso percheé, se
un canale taglia il contorno, per la (i’) € t, sul contorno né tangente né nulla,
e questo & impossibile.
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essendo l'integrale esteso a tutto l'asse del canale, d{ l'elemento di asse,
Y’ la cosiddetta circuitazione geometrica

d'n dé
¥ = dil — = dn _
s dn s dn

ed A’ 'area racchiusa dall’asse del canale.
Poiche & (8-47)

0T,y OTzx M,
r=_—" "™ —2q ()
| ox 8y I
la (£') si serive
X M, A’ @)
v, = n’
q Ty

Le forze elementari 7, d! dn del canale in esame hanno risultante nul-
la; infatti essendo il prodotto t,dn costante, tali forze sono proporzionali
a df, e il poligono dei vettori df & lo stesso asse del canale, che é chiuso.
Il momento dM delle forze 7, df dn puo essere percio valutato rispetto ad
un qualsiasi punto C, ed é fornito (fig. 8-28) da

dM:f 1, dn df-h = v, d’nf hdt =2A, v,dn. (o)

S

Si consideri una semiretta a con origine nel punto T racchiuso dalle
linee di.forza delle T, (¥), e per ogni canale elementare si valuti il d'n
in corrispondenza della semiretta a; se &€ o l'angolo che la tangente t al-
Iasse del canale nel punto d’incontro con la a forma con la a stessa
(fig. 8-29) risulta

d'n — da sen«

!
t

dM — 2A’, v, sena da = 2A', 2q ~ seno da

p

M, AR
—— seng da
I, J, %

Mtzr dM = 4q

(*) 11 procedimento vale anche se il punto T non & unico (come per es. in alcuni
profilati); l'essenziale & considerare tutti gli esistenti canali di flusso, e som-
marne i contributi.
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da cui

4= an : (48)
4 I sen ¢ da
Zl

Se si conosce la legge di variazione di v/, lungo a

v, = 1% f (a) (49)
si pud ottenere 1* :

M, = 21*[ A’ f(a) sena da

Q

M
T = . (50)

2 f A’ f(a) seng da

Una maniera piu facile per conoscere in via approssimata 9’ e il valore
di 1, in ogni punto, una volta conosciute le linee di corrente, ¢ la se-

Fi1c. 8-29

guente. Si divide il solido in tanti cilindri separati, aventi ciascuno come
base un canale elementare. Il generico solido assorbe il momento M,, e

ZiMi:Mt'
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Il teorema di Stokes fornisce la rotazione 9’ del cilindro i- esimo:
Ci:J. tl d&;:I‘Ami

dove A,, é I'area compresa entro l'asse.
L.a 9’ & pari a quella del solido originario, e per la (8-46)

r=2G% ;
d’altro canto dalla (o’) si ha
M;
T = .
2A,,dn
E’ percio
M, dt,
=2GV Ay
2A,; /Y, dn
da cui
dé,
M, | —
’ s dn; M,
- 4GaAn, G

avendo posto (rigidita a torsione C,— M,/¥")

4G A%,
Co= = —— 2.
di,
s dnl
Dalla relazione di congruenza
Y M, M, M,
B Ctl B Ct2 B Ctl
si ha
M, 2 M, M,
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da cui
C
Mi — . ti
LCy
e quindi
Cu 1

M,
£Cy 2A,, dn,

¥ =

3Cy

15. La sezione rettangolare allungata.

Si consideri, in applicazione di quanto sopra, una sezione rettangolare
allungata, di lati 2a e 2b (fig. 8-30) con a > b. Nella figura sono riportate
due linee di flusso molto vicine.

X {E _____ %é‘ — {t‘:

Fia. 8-30

L’analogia idrodinamica assicura che lungo il canale di flusso elemen-
tare definito dalle due linee di flusso vicinissime la 71, assume il suo mas-
simo valore dove lo spessore del canale & minimo, e cioé in corrispondenza
della mediana minore AB. E’ lungo AB che occorre percio ricercare il
piu elevato valore di 7, nella sezione; si assume quindi 'asse y come retta a.
Nei punti della mediana AB la 7, e diretta secondo x; se ne trae 1,,=—0.
Poiché il rettangolo & molto allungato, puo supporsi che anche nei punti
vicini a quelli della mediana AB sia 1,,=0; lungo AB si pud quindi porre

Tax =— Ty

BTz
ox
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Dalla condizione rot %,— cost si trae

T,

3y

= cost .

Lungo AB la 1, varia, per quanto sopra, con legge lineare; poicheé in O
€ 1,—=0, la massima tensione lungo AB, e quindi nella sezione, si verifica
negli estremi A e B. La legge di variazione di 1, lungo y & percio

y
z — Tmax T ,)
1 - (r

da cui si trae, assumendo la tensione t* di riferimento lungo y coincidente
con T.,. (8-49)

N
f(a) = — . '
(a) - )

Confondendo la generica linea di forza con i due segmenti 2a, a di-
stanza + y dall’asse x (ipotesi tanto meno lontana dal vero quanto pil il
rettangolo e allungato) si ha

A, =4 ay.
Dalla (8-50) si trae percio (sen o —1)

M, 3 M,

Tmax = _ —
b y 8 ab:
2 4 ay-; dy

o

(51)

Nella stessa ipotesi di cui prima si pud porre

=4 a;

inoltre, sempre se il rettangolo & molto allungato, si puod scrivere

4
I, =1, = — ba*.
Dalla (8-48) si trae percio
4
— bad
3 a?
1= """ 16w ¥ 4D
4 —— dy
o 4a
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O R . T (52)
GI, 16 Gab® '

16. L’analogia della membrana.

Si pratichi, in una lastra piana rigida, un foro avente la stessa forma
della sezione retta del solido di De Saint-Venant, e si distenda su questo
foro una membrana sottilissima, e percio perfettamente flessibile, di spes-
sore t costante. Se tra le due facce della lastra si genera una piccola dif-
ferenza p di pressione, la membrana si incurva presentando (fig. 8-31)
dei piccoli spostamenti, le cui componenti ortogonali al piano xy, in cui
la membrana era in origine contenuta, si indicano con w.

1]

Fic. 8-31

Si consideri un elemento Ax Ay nel piano xy, e la sua proiezione Aa Ab
sulla superficie deformata della membrana, effettuata normalmente al
piano xy; essendo gli spostamenti piceoli, si puo supporre che i lati opposti
siano a due a due uguali. Si consideri la normale nel centro C, e le
intersezioni c, e c, dell’elemento con i due piani passanti per n e per i punti
medi A, A, dei lati Aa, e B, B, dei lati Ab (fig. 8-32). Lo stato tensionale
in corrispondenza di ogni punto C della membrana puo considerarsi piano,
e il piano delle tensioni & il piano tangente alla membrana in C. Infatti le

(*) Poiché (8-46) é r = 2G ¥, dal teorema di Stokes si ha
T 4a = 4ab.-2G¥%,

max
da cui

T max

= 2bG

,8.!

e quindi la (8-52) dalla (8-51).
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tensioni 7., e 1,, sono nulle sulle due facce, e possono percio considerarsi
nulle anche lungo lo spessore, che & piccolissimo. La tensione g, € nulla
su una faccia, pari a p sull’altra; d’altro canto p risulta trascurabile ri-

Fic. 8-32

spetto alle ¢, e g,, poiché p Aa Ab é piccolo in rapporto a g, t Aa e g, t Ab,
e inoltre t € molto piu piccolo di Aa e Ab.

Anche la g, puo ritenersi percio nulla su ambedue le facce, e cosi pure
lungo lo spessore.

— 6 ;
Y

Fic. 8-33

~ Sia 5, la componente secondo a della forza interna agente sull’unita
di lunghezza di una sezione ortogonale ad o (fig. 8-33), S, la componente
secondo b della forza interna agente sull’unita di lunghezza di una sezione
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ortogonale a b, T la componente secondo b (a) della forza interna agente
sull'unita di lunghezza di una sezione ortogonale ad a (b). S,, S, e T, al
ruotare della coppia ortogonale di riferimento ab nel piano tangente alla
membrana, descrivono un cerchio (di Mohr) del tutto identico a quello
delle tensioni.

L’elemento Aa Ab (fig. 8-32) e sollecitato dalla forza p Aa Ab agente
in C secondo la normale n, dalle forze S, Ab e T Ab agenti in B, e B, se-
condo le tangenti a ¢, e secondo le normali a queste ultime contenute nei
piani tangenti alla membrana in B, e B,, e infine dalle forze S, Aa e T Aa
agenti in A, e A, secondo le tangenti a ¢, e secondo le normali a queste
ultime contenute nei piani tangenti alla membrana in A, e A,.

Chiamando (fig. 8-32) r, ed r, i raggi di curvatura di ¢, e ¢, in C, la
proiezione delle due forze S, Ab su n &

Aa Ab

T,

e la proiezione delle due forze S, Aa &

Aa Ab

I,

b

Le proiezioni di T Aa e T Ab su n sono nulle.
Per l'equilibrio alla traslazione lungo n si ha percio (¥)

Sa S,
p Aa Ab + Aa Ab + Aa Ab =10
T, Iy
da cui
Sa Sb
p + -+ = 0. (53)
r, Ty

La (8-53) & una delle tre equazioni di equilibrio degli involucri sot-
tili. Le altre due equazioni sono quelle di equilibrio alla traslazione se-
condo le rette a e b, e in esse appare T. Nel caso in esame, attesa l’estre-
ma sottigliezza della membrana, si deve porre T —=0; e infatti 1’elemento
Aa Ab si svergolerebbe per effetto di T. Questo fenomeno si compren-
dera pitt facilmente dopo aver studiato la stabilita dell’equilibrio elastico.

(*) La p € considerata positiva se p, >0, S, ed S, se di trazione; si osserva
che se p & positiva risultano r, ed r, negativi, e viceversa (vedi nota 2, § 1 del
Cap. V).



CAP. VIII TORSIONE 217

Dalla condizione T =0 deriva (fig. 8-33) S,=5,=95; la (8-53) si
scrive percio

P
= — —. 54;
ra—l— - 3 (54

La (8-54) & 'unica equazione di equilibrio degli involucri sottilissimi.
Se le ordinate w sono molto piccole, n si pud considerare parallela a z,

e i due piani n A A, ed nB, B, (figg. 8-31 e 8-32) si confondono con i
piani paralleli ad yz ed xz passanti per n. E’ percio

o'w

1 ax?

ST ER

trascurando, nello stesso ordine di approssimazione, 3w/3x in rapporto al-
I'unita, si ottiene

1 *w
T, ax®
1 A*w
Iy - oy?

La (8-54) si scrive percio, in definitiva,

*w o*w p
— = — . (55)
ox? Jy* S
Sul contorno é
w=20. (r')

Le (8-55) e (r'), rapportate alle (8-41) e (8-42), mostrano che la fun-
zione F e la deformata w della membrana sono rette dalle stesse equazio-
ni (*) (analogia di Prandtl, 1903), almeno per quanto riguarda le sezioni
semplicemente connesse.

(*) Nella (8-55) la p & costante per tutti i punti della membrana, perché é
pari alla differenza di pressione tra le due facce; S & anche costante, come si
trae per T = 0 dalle altre due equazioni indefinite dell’equilibrio. Fissata p, la
(8-55) non definisce le w ed S, ma soltanto il prodotto tra la generica w ed S.
In realtd ad una determinata p corrisponde una sola S ed una sola deformata w,
ed esse possono ottenersi con considerazioni di congruenza, introducendo il
modulo elastico del materiale.
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17. La sezione rettangolare allungata.

Se il rettangolo & molto allungato (fig. 8-34) pud porsi

oW
ox
La (8-55) si scrive percio
Fw p
3y* S
da cui
ow p
- =~ vy 4+ C
3y S Y '
W= — P + C + C
— s Y Y °

La deformata della membrana si riproduce percio identicamente lun-
go x, e la sua sezione secondo un piano qualsiasi parallelo ad yz & una

3
T

X

l!' H|
- e
« o
|
! .
}
o o

Fic. 8-34
parabola quadratica, simmetrica rispetto a z; lo stesso aspetto ha la fun-

zione F.
Chiamando F, il valore di F in corrispondenza di x, si ha

F:Fo(l— Y )
b2

Il volume del solido z—=—F &

2 8
V=—F,2b22=—F, ba.
3 3
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Dalla
3*F o'F
+—=—r
ox* ay*
si trae

rb?

F, —
2

V = — rab®. s’
3 (s")

Dalle (8-45) e (8-46) si ha quindi

8
M, = — rab?®
3
3 M,
P = —
16 Gab?®
e dalle (8-40)
3 M,
Tox — —
8 ab?® 4
Ty = 0
E’ percio
3 M,
Tmax —
ab®

18. La modifica di Griffith e Taylor.

I’analogia della membrana si presta in molti casi ad applicazioni di
carattere sperimentale, potendosi rilevare direttamente su una membrana
flessibile — costituita in genere da oleato di sodio o di potassio, e soggetta
ad una certa differenza di pressione tra le due facce — le linee di livello;
sono state ideate a cid svariate attrezzature, di carattere ottico o elettro-
magnetico, per le quali si rimanda alle trattazioni originali. La maggiore
difficoltd consiste nel conservare costante la differenza di pressione per
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tutta la durata dei rilievi; essa & stata brillantemente superata da Griffith
e Taylor nel modo che si passa ad esporre. Si ponga

r
F=®—Z(X2+y2)- (56)
Dalla
82F a?F
+—=—r
ox? oy*
si trae
3’ 3*®
-+ = 0. (57)
ox* ay?

Dalla condizione al contorno

F=0

si deduce l'altra, valevole anch’essa al contorno,
r
¢ = 7 (x* 4 y%) . (58)

Il problema della determinazione di F & cosi ridotto a quello della ri-
cerca di una funzione armonica ® di cui siano noti i valori al contorno. Si
sa che tale funzione esiste ed & unica (problema di Dirichlet). La funzio-
ne @, a meno del fattore r/2, & la coniugata della ¥ introdotta nella trat-
tazione della torsione alla De Saint-Venant; si ha infatti dalle (8-6) e

(8-56)
M, (8‘1’ n ) oF
Tx — — Q4 — - -
I 8% Y oy
M, ( ¥ ) oF
Ty — — —_— — X = — —
v d I, 3y 8x
da cui, per la (8-47),
0¥ 2 30
8 Y 3y
oV 2 30
—_— — X = —_——_— X
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ed ancora
r ¥ o ad
2 sx 3y
(59)
r ¥ o o®
2 3y ax

Griffith e Taylor hanno sfruttato la posizione (8-56), determinando
sperimentalmente la funzione ® attraverso le ordinate di una membrana
flessibile non sottoposta ad alcuna differenza di pressione, ma fornita solo
di retrattilita, come un qualsiasi velo di acqua saponata, adagiata su un orlo
le cui ordinate siano affini a quelle fornite dalla (8-58). Infatti, chiaman-
do w le ordinate della membrana valutate ortogonalmente allo stesso piano
rispetto al quale sono state misurate le ordinate (8-58) dell’orlo, I'equa-
zione di equilibrio ¢ ancora la (8-55), in cui perd il secondo membro &
ZEero:

3w 3*w
- -+ - = 0. (t)
ox ay
Al contorno le w sono fornite da
c
W=7 &E+y). (w)

Le (t') ed (u'), raffrontate con le (8-57) e (8-58), mostrano che la w
e affine alla @.

4z ©

z= % (x*+y?)

orlo membrana

ordinate w al contorno

T

sezione retta

F1c. 8-35

Si osservi (fig. 8-35) che le ordinate (u’) dell’orlo, generalmente sghem-
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bo, si ottengono sezionando il paraboloide di rotazione di equazione
c
z — T x* 4+ y9)

con il cilindro retto avente per direttrice il contorno della sezione.

19. Le sezioni pluriconnesse.

Il caso delle sezioni pluriconnesse, la cui area e compresa (fig. 8-36)
tra una curva chiusa esterna s, ed i—1 curve chiuse interne s,s,...s;
(i @il grado di connessione), ha bisogno di qualche accenno particolare. Si
& gia visto al § 8-1 che la funzione ¥ deve essere uniforme, come nelle
sezioni monoconnesse, e percio deve essere rispettata la (f).

X

¥y

Fic. 8-36

I valori della derivata normale 3¥/an sono forniti su ogni contorno,
esterno od interno, dalla (c), ove f (xy) — 0 & 'equazione del contorno che
si considera; su ciascun contorno l'integrale curvilineo della 3¥/3n esteso
a tutto il contorno & nullo.

Se si studia il problema della torsione attraverso la funzione F, occor-
re determinare quest’ultima sotto la condizione A,F—=—r, ed imponen-
do che F sia nulla sul contorno esterno e presenti un valore costante k;
su ciascuno dei contorni interni (§ 8-10). Si & osservato (§ 8-18) che
tale ricerca coincide con quella di una funzione armonica @, che presenti
su ciascun contorno i valori forniti per F—k; dalla (8-56); una tale Q,
e con essa la F, esiste ed & unica. La uniformita della F risulta dal suo
significato di funzione di flusso, oppure anche dalla (e), attraverso le
(8-59).

Si prenda in esame una sezione con una sola cavita.
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Se A é I'area della sezione (esclusa quindi la cavita) si puo scrivere,
in analogia a quanto fatto nel § 8-10,

oF oF
M, = (tyy X — txy) dA = — —x + —y] dA .
A A M OX oy

Si ottiene (fig. 8-37 a)

aF Yom 2 aF Xy oF
f_di: dyJ‘ — x dx + — x dx| =
A X ox ox ‘

Y1m 1 *3

vy X

m

= f ) dy [(Fx):i + (Fx),’:: _r F dx — r F dx] =

Fic. 8-37
Analogamente e (fig. 8-37b)
[ oF
—ydA=—YV,,
a 8y
da cui
M =2V, (60)

dove V, comprende anche il volume del cilindro di altezza k; in corri-
spondenza della cavita.
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In analogia poi a quanto detto nel § 8-11, si ha

1 oF \? aF \?
moo = [(5) + (5)] e
G A ox ay

€ ancora

X

F\2 Yom F Xy 4 52F
J‘ (_8 ) dA = f dy [(F _8 ) — f F dx] o
A ax aX X 1 8X2

Yim X
Yom F 2F
—x [ () ~ () e[ ¥ ]
X 2
F d gF
——uf () el ( =) 5 ds—f
M 8X 2dS ax 3
F d
"—_kif ¢ * ds—_.“
iax dn
y

aF \2 2m 5F Yy 4 32 F
[ (&) aa=] dX[(F—) ~f e =
a MOy 8y /4, oy*

Xim Y

) G

1m

‘e [ gF *F
= k; ( —_ ds k; _— ds — | F—; dA—
Jp \OY 3 a 0y

r 8F d
- ___zds_j
75, gy dn

Si ha percio

"~ oF
M ¥ G=—Kk ———ds-{—rJ.FdA—_—
“si on A
' aF
:_—ki ——'dS"]"rV
v s, on

1

dove V & il volume del solido F relativo alla sola area reale A.

(*) Nel primo integrale il verso positivo di s sul contorno interno ¢ quello
antiorario.
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Si ha ancora, per la (8-44),

oF
i ki e dS _— kl T2 dS ’
s, On ~

®
dove la 1, & positiva se diretta nel verso di t, e cioé antioraria rispetto
all'interno di s;.

Si dimostrera subito appresso che, dalla necessitd che la soluzione
sia ad un sol valore, deriva che il teorema di Stokes & applicabile anche
per curve non riducibili.

Quindi, se A; é l'area della cavita, e considerato che per n’ diretto
nel verso di z la circuitazione positiva & quella antioraria, si ha

I 1, ds =T A,

4

€ ancora

Mt '8', G == I‘Vt ‘
da cui si conferma la (8-46):

¥ = )
-—2 . v

Il ragionamento & valido anche se le caviti sono pitt d'una. Alla stessa
espressione si perviene (§ 8-4) attraverso la funzione W, con ragiona-
mento valido per sezioni comunque connesse.

Perché il problema sia determinato, occorre conoscere i valori k; che
la F assume in corrispondenza dei contorni interni s, .

Soccorre a ci0 il teorema di Stokes, che assume nel caso in esame
un'espressione particolare. Si & gia osservato (n. 8-3e) che nelle sezioni
pluriconnesse la differenza tra le circuitazioni ¢’ e ¢” lungo due curve
chiuse s’ ed s” racchiudenti un contorno interno s; & pari al flusso del vet-
tore rotazione attraverso l'area compresa tra le due curve; in particolare
s” puo coincidere con il contorno s;. Si pud scrivere, se la rotazione & co-
stante e pari a r,

¢ —e”" =r (Ar ——A")

=71 (A’ — A)) (z")
r (A” - Al) ’

O‘
|

o
|

Qo
|

o
|

. % rFRranciost - Vol. II 15
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ove con A’ A” A, si sono indicate le aree comprese rispettivamente al-
Iinterno di s, s”, s, (fig. 8-38).

Yy
Fic. 8-38

Nel caso in esame le (z') si particolarizzano ulteriormente. Poiche
infatti la funzione

r
®=F + 7 x* + y9) (a")
e coniugata della V¥, dalle (f) si trae, lungo ogni contorno interno s;,
o0
f =0 (b")
s, on
Dalle (a”) e (b'") si trae
oF T 8 (x2 2
LY L
s, én 4 5, an

I1 secondo integrale della (c¢”) si scrive

2 2 d
J‘ 8 & +¥) ds:f (2x—f——|—2y£)ds;
dn dn

s on s

i i

poiché le funzioni 2x e 2y soddisfano le condizioni di Gauss in tutta I'area
compresa in s;, per la formula di Gauss (8-12) si ha

dx
_[ 2x——ds=2f dA = 2 A,
s. dn A

i i

(d”)

d
J‘Zy—yds;—-—ZJ‘ dA = 2 A, .
5 dn A,

i i
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La (c¢”) si traduce percio nella seguente
F
—_— ‘[ 3‘"‘ dS e I‘Al .
s, on

Dalla (8-44) si trae che 3F/3n rappresenta la 7, sul contorno s;; poi-
ché per la convenzione di Stokes la t & diretta come nella fig. 8-39, la

[+

\ B
F1c. 8-39

normale n & orientata verso l'esterno di s,; se 3F/3n & negativo 7, & di-
retta secondo t, e quindi nel verso positivo della circuitazione, e vice-
versa (fig. 8-39). Percio &
oF
[ =,
i an

S

[

Ci = I‘Ai . (61)

La (8-61) assicura che la circuitazione lungo ogni contorno interno &
uguale al prodotto della rotazione di T, per 'area compresa nel contorno
stesso. Le (2') si scrivono percio

¢! TA’

(62)
c" — rAH ;

e cioé la circuitazione lungo ogni linea chiusa & uguale al prodotto della
rotazione di %, per l'area in essa compresa. In altre parole, il teorema di
Stokes & valido per qualsiasi linea chiusa, anche se racchiudente una ca-
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vita interna, come se il vettore rotazione fosse definito in tutti i punti
compresi entro il contorno esterno, e di valore costante r.
Alla (8-61) si pud pervenire anche attraverso la funzione W. Dalla

d
C — f (sz + Tay d—Z) ds

per le (8-6) si ha

M, U‘ (8‘1’ dx 3¥ dy) J’( dy) ]
C,=— ds — —x——}ds| .
4 I, s\ 0% ds + 3y ds + Y ds
Il primo integrale & nullo; ¥ infatti & uniforme, e quindi (f)
oW
f —ds = 0.
s, OS

1

Il secondo integrale si scrive, per la formula di Gauss (le funzioni y ed x
sono definite, continue etc. in tutto il piano)

g o=] b vy ) e=ea
— y—d;———x—— s X———i—yg s = P -

L4
5.
1

Si ha percio

A . (e

Dalle (8-6) si trae

M,
r—=rot 1, =2q I ;

la (e”) si traduce quindi nella (8-61).
Cio premesso, la funzione F si ottiene determinando innanzi tutto la
funzione F, che soddisfa in tutti i punti dell’area A della sezione retta

(A=A, — A, — A, —....— A)) la condizione
3*F, 3*F,

+ =71,
ax? oy*

e che sia nulla su tutti i contorni esterni ed interni.
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Si determinano poi le funzioni F, tali che la generica F, soddisfi la
condizione
3*F, 3*F,
+

2 2=0’
ox ay

e sia nulla su tutti i contorni salvo l'i—esimo, lungo il quale F,=1.
La funzione
F=F,+ Xk, Fy ()

soddisfa la (8-41) e le note condizioni ai limiti.
Le k, si determinano per il teorema di Stokes attraverso le i condizioni

J' ( dx n dy ) q A @)
Tox —T Tzy T 5 = Iy
; ds Y ds &
che si traducono nelle altre
F dx 3F 4
s gy ds gy ds

e, in definitiva, nelle

aF, oF, oF oF
I ( dx — dy)—l—Eh k,,f ( bodx — —2 dy):rAi. (")
5, gy 8x 55 3y 8x

Per quanto riguarda l’analogia idrodinamica, basta avvertire che nel-
la (1) Varea A’ & tutta I’area interna all’asse del canale di forza, ivi com-
prese le eventuali cavita. Per quanto riguarda invece l'analogia della
membrana flessibile, si tiene conto della cavita A,; disponendo in corrispon-

S%s_d_w.ds
dn’

F1c. 8-40

denza di ogni cavita una laminetta rigida e senza peso, della stessa forma
di A,, che possa liberamente traslare secondo I'asse z; sotto la differenza
di pressione p ogni laminetta rigida si dispone su un piano parallelo ad xy
(fig. 8-40).
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" Su un elemento ds del bordo della laminetta si esercita la forza Sds
diretta secondo la normale n al bordo stesso contenuta nel piano tangen-
te alla membrana; la proiezione n’ di n sul piano xy & normale al con-
torno s;.

La proiezione di Sds secondo z &

dw
S —— ds
dn’
pari a
) d ow d
s(w . y)&.
gx dn’ 3y dn’
Poiche e
dx dy
dn’ ds
dy dx
dn’ ~ ds

la proiezione di Sds secondo z & fornita da

) d 3 d
S(W y w X)ds,
ox ds gy ds /

e per l'equilibrio della laminetta alla traslazione secondo z si ha (p & po-
sitiva se p, > 0, S se di trazione)

ow dx ow dy P
— ds = — A, . @
s, N3y ds gx ds S

i

Confrontando la (8-55) e la (4”) con la (8-41) e la (h'') si osserva come
le coordinate w siano affini alle ordinate z—=7F anche nel caso delle se-
zioni pluriconnesse.

20. La ricerca della funzione F attraverso l‘energia potenziale totale.

La ricerca della funzione F puo essere perseguita attraverso 1l'ener-
gia potenziale totale. L’energia di deformazione & fornita, con riferimento
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al tronco di lunghezza unitaria, da

e ey = 2o [ () s
— ﬁ A(sz sz X y EE g ay X y (m

L’energia potenziale dei carichi &, assumendo pari a zero tale ener-
gia in corrispondenza della posizione indeformata,

P—=—M, ¥

e, per la (8-45),

P:—Z&’dexdy. (n")

A

L’energia potenziale totale E & la somma di P ed L:

AR
E— — —_—
2G A ox

Il principio dei lavori virtuali (Vol. III, Cap. II) stabilisce che, se
$ e Y. Y.y SOno congruenti, e dt,; dt, sono un qualsiasi insieme di ten-
sioni equilibrate con dM,, risulta,

oF \*
-+ (——) — 4Gy F] dx dy . (0")
oy

th ¥ = J‘ (dtzx T zx + d'tzy Yzy) dA =
A

i
(e o

atzx TZY

dove ¢ é il potenziale elastico.
Poiche ¢

E:"— Mt'ﬂ"_l_f CPdAy (p”)
A

si trae che, se fissato {' si esprime la E in funzione di M, e di un qualsiasi
insieme di t,, 1,, con questo equilibrati, all'unico complesso di M, e ¢ an-
che congruente corrisponde stazionarietd della E. Vale la reciproca.

Non si pensi di far discendere la suddetta proposizione dal classico principio di
stazionarieta della E (Vol. III, Cap. III), che ne é addirittura il duale. La pro-
posizione si estende in modo ovvio ad un teorema generale (valido sotto I'ipotesi
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di elasticita lineare e piccoli spostamenti), di scarse applicazioni pratiche; di
esso & caso particolare il teorema di Menabrea (Vol. III, §, 5-6), di pill ampia
portata.

Nelle pratiche applicazioni, si sviluppa F in serie di funzioni
F — El’l ai Fi (q”)

ove a; sono coefficienti incogniti, ed F, funzioni note, che soddisfano la
condizione (di equilibrio) al contorno (8-42); la (o'’) cosi & espressa come
funzione quadratica delle costanti a, . Qualunque combinazione come la (q")
soddisfa le equazioni di equilibrio: quelle indefinite, poiché le 1, e 1,
che si ricavano dalla F sono a divergenza nulla, e quelle al contorno.
Una qualsiasi delle (q”) pero, presa sola, non soddisfa la condizione di
congruenza. Questa condizione, che come & noto si traduce nell’altra
rot t,—cost, e quindi A,F—=—r, & anche espressa dalla ,E=0. Questa
si traduce nelle n equazioni (ove n é il numero di termini della serie)

oE
= ) (i=1, 2,..n) (r'")
8a; :

algebriche, lineari, non omogenee, nelle incognite a,, atte a fornire univo-
camente i valori di a;, e quindi la funzione F.
Per un solido a sezione retta rettangolare 2a X 2b (fig. 8-41) poiche

—

|
|

—— s ———ft— g
l

®
o .

-——— . —

w

Fic. 8-41

la funzione (x* — a*) (y* — b% é nulla sul contorno si pud porre
F= & —2a) (y7 —b) E, I, am X ¥y° 5 (s")

la (s") soddisfa la condizione F — 0 sul contorno.
Per simmetria, m ed n devono essere pari.
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Se a="»b (sezione quadrata), fermandosi al primo termine della serie
si ha

F=a, (xX —a) (y° — a7 . ("

La (0o”) fornisce percio

36 ) Ha e ¢ —ar e — ] —

— 4G Y a X —2a%) (y? — ad)} dx dy

e dalle (') si trae
2 a, f [x* (y° — &%) 4+ y* (x* — a%)*] dx dy —
A

——G&’J. x*—a) (y¥" —a)dxdy =0

A
da cui
16
2 a, aS—G&’—g—-a"z()
_5 G ,S,I
a°_8 a? '

Dalla (8-45) si trae

Mt=2_[

A

Fdxdy:Zaof (x> — a? (y* — a?) dx dy
A

da cui

20
M, = r G ¥ a* = 0,1388 (2a2)* G ¢

che differisce dell’1,33 % dal valore esatto
M; = 0,1406 (2a)* G ¥ .

Considerando due termini dello sviluppo (s”) I'approssimazione sareb-
be dello 0,15 %. ‘
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Le 1, e T,, vanno calcolate attraverso le (8-40), per esse pero l'appros-
simazione che si consegue & molto pill bassa, ed arriva con uno sviluppo
in due termini al 4 %. E’ circostanza generale nell’applicazione dei teo-
remi energetici che gli spostamenti siano calcolati con approssimazione
molto migliore delle tensioni.

Invece della (s') puod essere assunto lo sviluppo, per m ed n dispari,

mmx nny .,
F = 2, Z, anm, COS ™ cos ™ ; (u’)

si ha cosi, effettuate le integrazioni,

{ n* ab m? n?
E = [ E'm En amn2 ( + -

2G 4 a? b?
m+n
16 ab -
—4G¥ I 8 — (—1) 72
mn 2
La generica condizione
sE
=0
aa'IIll’l
fornisce
m+n 1
128 G &' b% (— 1) 2
Apn = (V”)
n* mn (m® «? -} n?)
b
avendo posto o — — .
a
Si ha cosi

128 G &' b* 32 ab

r* mn (m?® o® 4+ n?) mn w®

Mt=2f F dx dy = Zn Za
A

Ponendo $' e 1, nella forma (a<<b)

LY M,
" K,G (22)*2b
(63)
M,
Tmax —

K, (2a)* 2b
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i valori di K, e K, sono forniti dalla tabella che segue, in funzione di oo = —
a
(Timoshenko):

o K, K, % K, K,
1 0.140 0.208 0.263 0.267
1.2 0.166 0.219 0.281 0.282
1.5 0.196 0.231 0.291 0.291
2 0,229 0.246 10 0.312 0.312
2.5 0.249 0.258 00 0.333 0.333

Si osserva che per o —oc si ritrovano le espressioni valide per la se-
zione rettangolare allungata.

21. Le tensioni secondarie nel problema della torsione.

I risultati cui si & pervenuti, come in genere tutti i risultati del De
Saint-Venant, sono condizionati dalle ipotesi di wvaliditd del principio di
sovrapposizione; in particolare, essi esigono che le componenti uvw de-
gli spostamenti, rapportati a qualsiasi dimensione della struttura, siano
trascurabili.

Questa ipotesi pud non verificarsi; in tal caso le (8-1) non rappresen-
tano pi1 una soluzione del problema, e accanto alle tensioni tangenziali
T.x € T,y POSSONo presentarsi tensioni normali g,, dette secondarie. La trat-
tazione di questi casi in rigore & molto ardua; si preferisce sul piano tecnico
affrontarli seguendo vie non canoniche, accettando cioé per le tensioni tan-
genziali i valori che si traggono dalla trattazione alla De Saint-Venant,
e studiando separatamente il sorgere delle tensioni normali, per le quali si
perviene a espressioni di larga approssimazione. In genere le componenti
u e v assumono valori molto elevati in dipendenza di sensibili angoli di
torsione (materiali di modesto modulo elastico) o di particolari forme
della sezione retta, nella quale delle dimensioni predominino sulle altre.

Le w da ingobbimento (8-1) non generano, perche invariabili con z,
tensioni normali; queste possono studiarsi percio considerando le sole u
e v. Cio, naturalmente, se le basi sono libere e sollecitate alla De Saint-
Venant. E’ ovvio che le g,, a loro volta, turbano il quadro del De Saint-
Venant, e quindi le (8-1); questi effetti sono da considerare in una appros-
simazione pili spinta dello studio.
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Se le sezioni rette fossero a distanza reciproca invariabile, la generica

e

[ ad

~
Y——_———
™

Fic. 8-42

fibra parallela all’asse z e a distanza n da quest’ultimo si allungherebbe
(fig. 8-42) di

A=Vl — =t (V1+92n —1).

Dallo sviluppo

Vitorme1yp 20
- 2 8

trascurando i termini dal terzo in poi si ha

’8'."2 n2
dt =
2

(")

Dalla (z'") si riconosce che il caso di cui si sta trattando & quello nel
quale le tensioni normali sorgono perché $2 n* non é trascurabile rispetto
all’'unita, e cid appunto si verifica se §' & abbastanza elevato, o se, a pari-
ta di 9/, & molto elevato n (sezioni in cui una dimensione e predomi-
nante sulle altre).

Se quindi alle sezioni rette fosse impedito di avvicinarsi, si avrebbe
Iungo la fibra considerata l'allungamento unitario (¥)

& 97 @
n j— po— . a’f’
¢ P 9

(*) Alla stessa espressione si giunge dalla (8-1), calcolando la componente
del secondo ordine g, :

ow

3z

1)
%
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Poiche in realta nessun vincolo obbliga le sezioni a distanza reciproca
invariabile, si ha, oltre alle ¢, della (a’’), variabili con la distanza n dal

Frc. 8-43

baricentro, una ¢, costante; la condizione che fornisce g, & quella di equi-
librio alla traslazione lungo ’asse del solido

N_—‘_'f E (g —e)dA =0
A

che si traduce nell’altra

B.f‘l n2
I ( — eo) dA = 0. X
A 2
Per la sezione circolare la (b'”’) si scrive (fig. 8-43)
&rz R
f 2ar*dr — g, nR*2 =0
da cui
,3,12 R2
g, =
4

E 3~
OZZE (en_eo):

21 — RY) . (64)

@ 1 au 2 av 2 c2 ,8.’2
g, = — —_— + { — = (x2 + y'z) = nZ ,
2 oz 3z 2 K2 2

I1 valore di ezm & ricavato, cosi, nell'ipotesi che w sia fornito dalla terza delle

(8-1), e che quindi ogni sezione retta non si sposti assialmente rispetto alle
altre.
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La g, & percio variabile con legge parabolica lungo il raggio, si an-

R
nulla alla distanza ‘/—_ dal centro, e attinge i valori massimi e minimi
2

2

Om — + E 3§ T (65)

al contorno e al centro. Poiché per la sezione circolare &

M,
Tmax — 2
©R?
Mt Tmax
9 =2 — ,
nGR* GR
la (8-65) si scrive pure
Om E
= 4+ — Tmax * (66)
Tmax 4 G*

La g, fornita dalla (8-66) pud¢ avere un certo rilievo soltanto per ma-
teriali di basso modulo, come la gomma, in cui 1., pud essere dello stesso
ordine di grandezza di G, e ¢, quindi pud raggiungere l'ordine di gran-
dezza di E; in genere percio per la sezione circolare la tensione ¢, si tra-

-]
- -
o

—
-—4
—e

E¥'2a?
3

g _E$%a

Fic, 8-44

scura. Non altrettanto accade per le sezioni aventi una dimensione pre-
ponderante, come quella rettangolare allungata, in cui la tensione nor-
male puo raggiungere anche per i comuni materiali da costruzione valori
non trascurabili. Si consideri (fig. 8-44) il solido a sezione rettangolare
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allungata 2a X 2b; la (b"'") si scrive

'3.!2 a
f 2bx%? dx — 4¢,ab
da cui
‘8'!2 a2
€ — 5
r2
g, =E (g, —g)=E 3x* — a?) . (67)

La g, & variabile con legge parabolica lungo x, e raggiunge il valore
massimo

E 8_!’2 a‘Z

Omax = S (68
3 )
ai due estremi, e il valore minimo
E '3.!2 a2
Omin = — — (68")
in corrispondenza del centro.
Dalle (8-51) e (8-52) si ha 9 in funzione di 7,4
tma.x
P =
2Gb
da cui si trae
O max E a° 69)
prsmng — ‘tms
Tmax 12G2 b2
Omin E 3'2
- = Tmax - (70)
Tmex 24 G* b?

a
Per valori elevati di 5 la ¢ non é pilu trascurabile rispetto alla t;

delle o bisogna tener conto anche per il fatto che le loro componenti nor-
mali all’asse z offrono un notevole contributo all’assorbimento del mo-
mento torcente. La proiezione della o, sul piano normale a z & fornita
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(fig. 8-42) da
&' in

o =g, ¥ n=g, ¥+ x

e 'equazione di equilibrio alla rotazione si scrive, chiamando M’, ed M",
le parti di M, equilibrate rispettivamente dalle forze elementari t,dA e
g, xdA

16 +a
MtzM’t—l—M”tz—g—ab?‘ {}-’G-I»f g, ¥ x* 2b dx =
N (clff)
16 8
= —ab* 3 G + — a’b §° E .
3 45

Dalla (c'") si pud ricavare §' in funzione di M,, e si osserva che 3’
diminuisce (e cioé la rigidita torsionale aumenta) per effetto delle tensioni
secondarie.

Si osserva esplicitamente che le (8-66) ed (8-69) non dipendono dalla
lunghezza del solido; esse sono funzioni invece della natura del materiale
attraverso i valori dei moduli E e G.

Fi1c. 8-45

Una sezione sottile aperta (intendendo come tale quella monoconnes-
sa) di forma qualunque si vedra che non differisce, dal punto di vista delle
1 torsionali, dal rettangolo allungato; invece variano di molto le g secon-
darie. Poiché infatti queste dipendono dalla differenza di distanza delle
aree elementari dall’asse di rotazione, se tali distanze non variano di molto
tra loro le ¢ risultano piccole; in particolare, se la linea media (*) ha for-
ma circolare (fig. 8-45) le g risultano nulle. Si pud quindi asserire che le

(*) Nelle sezioni sottili si fa I'ipotesi che la normale alla superficie esterna
in un punto lo sia anche neil’altro punto, molto vicino al primo, in cui essa nor-
male incontra la superficie esterna; il segmento di normale compreso tra i due
punti suddetti si chiama spessore & della sezione retta, e I'insieme dei punti medi
degli spessori si chiama linea media della sezione retta.
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dimensioni della sezione retta, che debbono essere dello stesso ordine di
grandezza perche i risultati del De Saint-Venant siano attendibili in re-
lazione all’ipotesi di piccoli spostamenti, sono quelle del rettangolo circo-
scritto alla sezione stessa (fig. 8-46).

I risultati del De Saint-Venant, o quelli modificati come sopra, sono
validi in tutta la trave se sulle due basi la sollecitazione esterna & data

d,

d,

Fi1Gc. 8-46

da p,—=+ g,, px=— *+ T, Py=— + 1,y dove le 1,, e 1,, sono quelle del De
Saint-Venant, e le ¢, quelle determinate in questo paragrafo.

In caso contrario sorge in corrispondenza delle zone di base una per-
turbazione locale, che tende a spegnersi con la distanza dalle basi stesse.
Altra causa di perturbazione é la presenza di coppie torcenti sulla super-
ficie laterale. Queste cause di tensioni secondarie si studieranno nel
seguito.
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