CAPITOLO II
IL PROBLEMA DI DE SAINT-VENANT

1. Generalita sul problema della trave, o di De Saint-Venant.

Per trave o struttura monodimensionale si intende un solido in cui una
dimensione sia predominante rispetto alle altre. La trave risulta cosi il
pili diffuso tra gli elementi portanti; possono infatti con buona appros-
simazione considerarsi travi, o insiemi di travi, moltissime delle strutture
di piu frequente incontro: i ritti e i traversi di un portale o di un telaio,
gli archi, le strutture reticolari, i graticci, la maggior parte delle strut-
ture da ponte, gli alberi di trasmissione, etc. Purtroppo, fatta eccezione per
alcuni casi tra cui quelli gia esaminati nell’ambito degli stati tensionali
piani (Vol. I), non & in genere possibile risolvere in rigore le equazioni
dell’equilibrio elastico relative alle travi.

E’ merito del De Saint-Venant (¥) aver fornito le soluzioni esatte per
un solido cilindri¢o qualsiasi, quindi anche corto, omogeneo, sia pure solle-
citato sulle basi soltanto, ed in maniera molto particolare (solido di De
Saint-Venant). Tali soluzioni sarebbero di per sé prive di interesse, essendo
valide soltanto per determinate leggi di distribuzione delle forze esterne;
attraverso esse, pero, e sotto l'unica ipotesi che la lunghezza del cilindro
sia preponderante rispetto alle dimensioni delle basi, & possibile ottenere
con buona approssimazione le soluzioni relative al solido cilindrico ed a
qualsiasi tipo di sollecitazione che interessi le due basi, e in genere,
(Cap. XI), sia pure con minore approssimazione, a qualsiasi struttura mo-
nodimensionale comunque caricata. Questa possibilitd si poggia su un po-
stulato, di portata generale, che dallo stesso De Saint-Venant trae il nome,
e al quale si & gia fatto ricorso alcune volte nel primo volume.

(*) Barré De Saint-Venant — 1) Mémoires des Savants étrangers (1855):
2) Journal de Math. (Liouville, 1856); 3) Journal de Math. fLiouville,. 1863).
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2. Il postulato di De Saint-Venant.

Questo postulato si enuncia come segue (fig. 2-1): «se un sistema di
forze F in equilibrio agisce su una parte S’ della superficie S di un corpo,
i suoi effetti si smorzano allontanandosi da S’ ; percio la presenza delle for-
ze praticamente non si avverte piit ad una distanza che dipende dalla for-
ma di 8, dalle sue dimensioni, e dalla geometria delle forze ».

Zona in cuj si ri-
sente Peffetto delle
forze F in equili-
brio.

Fic. 2-1

Perché il postulato abbia un senso pratico, perché cioe esista in realta
un’ampia zona in cui l'effetto delle forze non si risente, & necessario che
la superficie S’ sia piuttosto ristretta in rapporto alle dimensioni del corpo.
Nel caso in esame cio si ottiene imponendo che il cilindro sia abbastanza
lungo in rapporto alle dimensioni delle basi, e utilizzando il postulato di
De Saint-Venant con riferimento a ciascuna delle basi stesse.

Si considerano nulle per necessita di trattazione sia le forze di massa,
che quelle agenti sulla superficie laterale; le uniche forze esterne sono
percid presenti sulle due basi.

 Dal postulato di De Saint-Venant si trae che, escluse le zone pilt
vicine alle due basi, gli effetti delle forze applicate dipendono soltanto
dalle caratteristiche delle forze stesse, e non dalla effettiva distribuzione
di quest’ultime. E infatti si consideri (fig. 2-2a) il prisma soggetto alle
forze superficiali p°, dA su una base, e p*, dA sull’altra; siano C°, e C
le caratteristiche di questi due sistemi di forze.

Come caratteristiche possono scegliersi le forze che si ottengono scompo-
nendo la generica forza F, secondo gli spigoli di un tetraedro, (fig. 2-3), e som-
mando le componenti lungo ciascun spigolo. In particolare, se il triedro in O é
retto, ed i vertici ABC degenerano nei punti impropri delle tre rette ortogonali
OA, OB, OC, si ricade nel caso del riferimento cartesiano ortogonale; le sei ca-
ratteristiche sono le forze aventi per intensitd la somma delle componenti rispetto
ai tre assi, e le coppie aventi come valori le somme dei momenti delle singole
forze rispetto ai tre assi (Vol. I, § 2-1).
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Si consideri poi (fig. 2-2 b) lo stesso prisma soggetto sulle due basi ad
altri due sistemi di forze p°, dA e p‘,dA, le cui caratteristiche C°, e Ct,
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coincidono con le C°, e C!, . In corrispondenza di un generico punto A del
solido, siano o, e g, le generiche componenti di tensione nei due casi.

F, C

piano F,0

Fic. 2-3

Si consideri infine (fig. 2-2 ¢) il prisma soggetto su una base alle forze
p°, dA —p°, dA, e sull’altra base alle forze p‘, dA — p*, dA; per il principio
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di sovrapposizione, la generica componente di tensione in A & o,-0,.
Poiché il sistema di forze p°, dA —p°,dA & in equilibrio (*), il suo ef-
fetto pud supporsi nullo ad una certa distanza dalla base, detta lunghezza
di estinzione d.; altrettanto pud dirsi del sistema p‘, dA —p',dA. Pur-
ché quindi il punto A sia situato a distanza maggiore di d, da ciascuna
delle basi, pud porsi g,-0,=0, e percid g,=—g,. Il valore che puo es-
sere assunto per la distanza di estinzione varia caso per caso. Nella sol-
lecitazione di sforzo assiale essa pud essere considerata pari, o poco piu
grande, della maggiore dimensione della sezione retta (**). Si tenga pre-
sente che d, aumenta al crescere dello scostamento (in senso lato) della
sollecitazione effettiva sulle basi, rispetto a quella alla De Saint-Venant,
e al diminuire dell’entita dell’errore che si tollera. I1 mezzo pil1 sicuro
per fissare d, & I'indagine sperimentale.

Si avverte esplicitamente che la dimostrazione resta invariata se sulla su-
perficie laterale agiscono forze, o se esistono forze di massa; esse infatti, iden-
tiche sulle due strutture delle figg. 2-2a e 2-2b, sono nulle su quella della
fig. 2-2¢. In tal caso la dimostrazione porta a concludere che, escluse le due
zone estreme del solido, le forze agenti sulle basi entrano in gioco attraverso le
sole caratteristiche, quale che sia la loro distribuzione,

La soluzione del problema dipende, per quanto detto, soltanto dalle
caratteristiche della sollecitazione, e cioé da sei parametri; sei perché le ca-
ratteristiche C* sono uguali e contrarie alle C°, per ragioni di equilibrio, es-
sendo nulle le forze di massa e quelle agenti sulla superficie laterale. E’
sufficiente percio conoscere le soluzioni in sei casi particolari di solleci-
tazioni indipendenti (tali cioé che le caratteristiche di una non siano
combinazioni lineari delle caratteristiche di un’altra di esse) per ottenere,
attraverso il principio di sovrapposizione, le soluzioni in qualsiasi altro
caso. Infatti, si assumano come caratteristiche le forze F,F,F, e le cop-
pie M, M, M, rispetto ad una terna cartesiana, e siano rispettivamente,
per i sei casi di cui sopra, Fi .. Ny, For o My, . Fy ... Mg, le carat-
teristiche, e g, g, ... g4 le soluzioni.

La generica sollecitazione di caratteristiche F...OR, & combinazione li-

(® Sistema di forze in equilibrio é un insieme di forze che applicate ad un
corpo privo di vincoli non gli imprime movimento; condizione necessaria e suf-
ficiente di equilibrio (deriva dal pilt generale principio dei lavori virtuali) e che
le sei caratteristiche, rispetto ad un qualsiasi riferimento siano nulle. Due si-
stemi di forze si definiscono equivalenti se, rispetto ad un generico riferimento,
le caratteristiche del primo sono uguali a quelle corrispondenti del secondo. In
tal caso, questa proprieta é valida rispetto ad ogni riferimento.

(**) C. L. Riccr - Meccanica applicata alle Costruzioni, Cap. VI, pag. 211. Vedi
pure Franciosi, Vol. I, § 6-8.
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neare delle prime sei secondo i coefficienti k, k, ..... k, forniti dal siste-
ma seguente:

k, Fiy + k Foy + o0 + kg Fee =Fs

k., F;, + k, F,, + . 4+ ki F, =Fy

. . . . . . . . . (a)
ky, My, + k, M., + ... + kg Me,=IMN,

percio la soluzione ad essa inerente é

c=%k, 0 + koo, + .. + k5.

Si osservera in seguito come sia possibile ottenere le soluzioni esatte
in sei casi particolari definiti ciascuno da una sola, o al massimo due carat-
teristiche; in tal caso il sistema (a) si particolarizza in sei equazioni, cinque
ad una sola ed una a tre incognite, ed i coefficienti k si ottengono imme-
diatamente.

3. Il solido di De Saint-Venant.

11 corpo preso in esame dal De Saint-Venant &, come gia osservato, un
solido omogeneo a forma di cilindro retto; il materiale costituente si sup-
pone linearmente elastico ed isotropo. La sezione retta (fig. 2-4) ¢ la figura

sezione retta
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che si ottiene tagliando il solido con un piano parallelo alle due basi;
Iasse del solido & 1a retta cui appartengono i baricentri delle sezioni rette;
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queste ultime risultano percié ortogonali all’asse. Si assume come riferi-
mento una terna ortogonale destrorsa avente l'origine O e gli assi x e y
contenuti nel piano di una delle due basi; 'asse z & orientato verso l'inter-
no del corpo. Nella trattazione dei casi particolari quasi sempre l'origine O
coincide con il baricentro G, e le rette x ed y con gli assi principali d’iner-
zia della sezione retta; i risultati cui si perviene in questo capitolo non
sono pero condizionati da queste posizioni.

Si & osservato gid che si trascurano le forze di massa, e si considera
scarica la superficie laterale. Con il riferimento scelto le condizioni ai li-
miti (Vol. I, form. 2-6) si scrivono:

superficie laterale (coseni direttori della normale «,, a,, 0)

Ox Oy + Ty 0ty = 0
Ty %y + Oy &y = 0 (b)
Txz “x+1yz ay-:O;

base z—0 (coseni direttori della normale, 0, 0, — 1)

Tox — — Px
Tzy — — Py ) (1)
Oz — — pz ;

base z—1 (coseni direttori della normale 0, 0, 1)

TZX — pX
Ty = Dy (2)
9 = P, -

Il De Saint-Venant ha mostrato che il problema si semplifica di molto,
pur senza che i risultati perdano di generalita, imponendo che ovunque
nel corpo si verifichi (fig. 2-4b):

Ox = Oy = Ty — 0. (3)

Sono cosi soddisfatte identicamente le prime due delle (b), e si sem-
plificano, come si vedra, le espressioni delle equazioni indefinite dell’equi-
librio.

La condizione (2-3) equivale all’altra che su un qualsiasi elemento
piano parallelo all’asse del solido (fig. 2-4) la tensione sia esclusivamente
tangenziale e diretta secondo z; si ha prova di cid osservando che in tal
caso, e solo in tal caso, per qualsiasi punto A il cerchio di Mohr relativo
agli elementi piani del fascio di sostegno z si riduce all’origine (*). Percio

(*) Si dimostra cio anche attraverso le (2-7) del primo volume.



CAP. 11 . I, PROBLEMA DI DE SAINT-VENANT 59

la tensione sugli elementi piani paralleli a z ¢ tutta tangenziale, e diretta
sempre secondo z. Si osserva che, facendo ruotare Pelemento di volume
della fig. 2-4b in modo che uno spigolo sia parallelo a z e un altro alla
direzione x, della tensione tangenziale 1, che agisce sull’elemento nor-
male a z, sugli elementi paralleli al piano X, z non agisce nessuna tensione
(fig. 2-4 c); percio lo stato tensionale derivante dalla posizione (2-3) & pia-
no, e nel generico punto A il piano delle tensioni & quello x, z definito
dalla direzione di g, e di 1, in A.

La posizione (2-3), come si é visto, semplifica grandemente il proble-
ma, senza peraltro porre delle limitazioni alla sollecitazione esterna, poi-
che sulle due basi le p, p, p, possono essere tutte, per le (2-1) e (2-2), di-
verse da zero; tutto sta a vedere se la (2-3) permette di pervenire a sei
sollecitazioni indipendenti, in modo da poter ottenere, per combinazioni di
questi casi, le soluzioni in qualsiasi altro caso di sollecitazione.

Si vedra che cid & possibile, ed anzi quattro casi sono definiti da una
sola caratteristica diversa da zero, e due casi da due.

Cio significa che in realtd qualsiasi sollecitazione sulle basi porta,
ad una certa distanza da esse, all’estinzione delle g, gy Ty -

Le condizioni ai limiti sulla superficie laterale si riducono alla terza
delle (b):

T Onx T Tyz Oy = 03 (4)

essa assicura (*) che in corrispondenza di un punto guasiasi del contorno
della generica sezione retta la 1, € diretta secondo la tangente al contorno
nel punto. Questo risultato, conseguenza del fatto che la superficie late-
rale & scarica, si & gia ottenuto nel Cap. IT del Vol. L

Le relazioni dirette di Navier (Vol. I, form. 4-4 e 4-6) si semplificano
nelle seguenti

Oz
g, = =T
E
J, gz
& — &y — — _ — —
Em m
(5)
TZX
sz — G’
Tzy
Yoy — G
Yy = 0.

(*) Nella (2-4) o  ed a , sOno i coseni direttori della normale al contorno
della sezione retta; ¢ opportuno affiancare l'indice n agh indici x ed y per ca-
ratterizzare la suddetta normale.
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Le (2-5) si traducono nelle tre relazioni lineari del primo ordine tra
le componenti dello spostamento:

su v . 1 oaw
6x 8y = m 8z
(6)
ou ov
-+ =0
3y ox

Viceversa, se valgono le (2-6), sono valide le (2-3); le (2-6) e (2-3)
sono percioé equivalenti.
La 4-7 del Vol. I si scrive

@:-1—(1—i)T= ; (1_—2——)=sz(1——2——). m

m m m

Le equazioni indefinite dell’equilibrio (Vol. I, form 2-8) si semplifi-
cano anche esse, come gia detto, per le (2-3), e si scrivono, poiché sono
nulle le forze di massa,

a'tzx
oz o
ot,

Y =0 (8)
oz g
BTz OTyz 90,

+ + =03

ox oy oz

le prime due delle (2-8) assicurano che il campo vettoriale delle 1, & Io
stesso su tutte le sezioni rette.
Dalle prime due delle (2-8) si ha

0% 8%u 3w
=y
oz dz? 8x3z

(o)
3 v F*w
y - +
oz oz oyoz
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Le (c) non sono che le particolarizzazioni delle prime due delle (5-1) del
Vol. I nel caso in esame. Infatti, dalle relazioni (2-6) si trae

3%u 32v
ax? B axoy
32u 3%v
gy? B ox3y
da cul
3%u 2%u
+ =0 (d)
9x? 8y?
e analoga
2v 92v
+ =0. (e)
ox? ay*®

Dalle prime due delle (5-1) del Vol. I si trae, per la (2-7)

3%u 32u 3%u 2w
+ + + =0
3x? oy? dz2 9zox
(f)
a%v o2%v 3%v o%w
+ + + =0

ax2 oy* Dz? 0z3y
Le (f), per le (d) ed (e), si traducono nelle (e¢).

La terza delle (5-1) del Vol. I fornisce, per la (2-7),

5w *w 2w
. + -+ 2
X 3y? 9z*

= ()

Le equazioni dell’equilibrio elastico si specializzano percio nelle se-
guenti:

5*u *w 0
5z? oxsz
v W
0 8 = 0 9)
pz* oyoz
a‘zw aZW aZW
+ = 0.

ox® ay*® oz?
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Perché una terna u v w soddisfi le condizioni del De Saint-Venant oc-
corre e basta che siano soddisfatte le (2-4), (2-6); perche la soluzione sia
anche equilibrata, occorre poi e basta che siano soddisfatte le (2-9) (¥).

Sovente si impongono al solido delle condizioni di vincolo, relative al punto O
ed agli elementi ad esso adiacenti; precisamente si impone che sia fisso il punto O,
che sia fisso I’elemento lineare dell’intorno di O disteso sull’asse x, e che I’elemento
lineare dell’intorno di O disteso sull’asse y non possa uscir fuori dal piano xy. Le
suddette condizioni si traducono analiticamente nelle sei relazioni che seguono:

u, =v, = W0=0

av ow

Y () -
ox gx /

(&)

—] =0

3y /,

Si riconosce che un tale sistema di vincolo permette una qualsiasi deforma-
zione dell’intorno di O; esso corrisponde infatti ad imprimere al corpo gli sposta-
menti u v w soddisfacenti le (2-9), le (2-6) e le condizioni (2-1), (2-2), (2-4), as-
segnando in seguito un moto rigido che riporti O’ in O, X’ in x, ed y’ sul piano
xy. Cid facendo y’ si porta su y, poiché vy, =0, ma z’ non si porta in genere
su z, perché y, e y, . sono in genere diversi da zero.

Si osserva da quanto sopra che non & perd necessario imporre condizioni
di vincolo. Infatti le u v w verificano le (2-1), (2-2) e (2-4), percid le condizioni di
equilibrio sono soddisfatte; d’altro canto il generico punto A e la sua posizione
deformata A’ sono univocamente definiti rispetto alla terna O xy z dalle coordi-
nate xyz ed

XX =x+u (Xyz)=%x'(xyz
V=y+v Xyz)=y (xXyz) (h)
2=z +wxyz)=2 (Xyz) .

Un eventuale moto rigido imposto dalla presenza di vincoli fa variare le

x’'y' z’, ma non gli spostamenti relativi dei punti del corpo. Percid la configur
razione deformata del corpo & univocamente definita anche in assenza di vincoli.

4. La risoluzione delle equazioni dell’equilibrio elastico.

In generale, il problema dell’equilibrio elastico si traduce in un siste-
ma di equazioni differenziali (Vol. I, § 5-1) connesso con delle condizioni
ai limiti, nelle quali intervengono tutti i vincoli e tutte le forze esterne

(*) Se una terna uv w soddisfa solo le (2-9), e non le (2-6), le condizioni di
equilibrio (Vol. I, § 5-1) non sono soddisfatte; esse infatti si riducono alle (2-9)
se e soltanto se sono valide le (2-3), e cioé le (2-6).
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agenti sul corpo. La risoluzione di questo sistema differenziale é molto
ardua, e praticamente impossibile nella maggior parte dei casi; il prin-
cipio di Kirchhoff permette perd a volte una notevole semplificazione.
Se infatti una qualsiasi terna u v w soddisfa sia le equazioni di equilibrio
che le condizioni ai limiti, essa & l'unica possibile soluzione del pro-
blema, e come‘/tale puo essere senz’altro accettata. Nel caso in esame
non & neppure necessario imporre a priori tutte le condizioni ai limiti,
poiché non ha interesse il valore puntuale della sollecitazione sulle basi.

L’unica condizione che si impone & la (2-4), e questo facilita estrema-

mente il problema; del resto, non si conoscono a priori le distribuzioni di
" forze esterne compatibili con la posizione (2-3).

Si assegna percio una particolare terna u v w, si verifica che essa sod-
disfa le (2-9) le (2-6) e la (2-4), e attraverso le (2-1) e (2-2) si perviene alle
p° e p*; il principio di Kirchhoff permette di asserire che a questi valori
della sollecitazione esterna corrisponde la terna uvw da cui si & partiti, e
soltanto quella. Si conosce cosi la soluzione per un caso particolare di sol-
lecitazione, valida anche se il prisma e molto corto; essa pero non rive-
stirebbe particolare importanza, essendo relativa ad una ben definita
legge di variazione delle forze sulle basi, per giunta ricavata a posteriori.
Se pero il solido & abbastanza lungo, l'effettiva distribuzione delle p° e p*
perde interesse, restringendosi questo alle sole caratteristiche delle forze
stesse. La soluzione ottenuta & percio valida, sotto tale ipotesi, per qual-
siasi altra distribuzione che presenti le stesse caratteristiche; la sua impor-
tanzq cresce percio grandemente, essendo essa, come gia visto, una delle sei
soluzioni particolari dalla cui combinazione risulta la soluzione di qual-
siasi altro caso. Si forniscono nel paragrafo che segue le espressioni delle
caratteristiche della sollecitazione esterna in funzione delle tensioni sulle
due basi.

5. Caratteristiche della sollecitazione esterna.

Sulla base z=0 le caratteristiche della sollecitazione esterna sono le
forze Fe Fo,F°, aventi come intensita la somma delle componenti delle
forze elementari p,dA, p, dA, p,dA secondo i tre assi xyz, e le coppie
Ne, M, M, aventi come momenti le somme dei momenti delle stesse
forze rispetto agli stessi assi. Si ha percio (fig. 2-5 a)

Fo, = P dA

YA

Foy - Py dA

YA
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Fo, = p, dA

YA

10

mox: P:¥ dA

v A
Moy —= — p,x dA

YA
M, = (pyx — pyy) dA

YA

gli integrali delle (2-10) sono estesi all’area A della base.

Per la scrittura delle (2-10) si & adottata la convenzione secondo cui le
forze p ed F sono positive se dirette nel verso degli assi, e le coppie IN
sono positive se portano rispettivamente y su z, z su x, x su y. Se le cop-
pie si rappresentano, come in genere si usa, con un vettore ortogonale al

Fic. 2-5

piano in cui il momento agisce, e orientato in modo che un cavaturaccioli
avanzi nel verso del vettore quando il suo manico gira nel verso della
coppia, si puo anche dire che le coppie JNt°, M, IMN°, sono positive se i
loro vettori rappresentativi hanno lo stesso verso degli assi xy z.
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Poiché & necessario, come gia fatto osservare, risalire dalle compo-
nenti di tensione alle caratteristiche della sollecitazione, si forniscono, uti-
lizzando le (2-1), le espressioni di queste ultime in funzione delle compo-
nenti di tensione calcolate sulla base z—=0:

e

Fo, = — 1 dA
YA
Fo, = — T,y dA
YA
o, = — o, dA
YA
(11)
r‘
mox: R Ozy dA
YA
Ny, = o, x dA
YA
N, = — (TyX — T y) dA .
v A

Perche le caratteristiche della sollecitazione sulla base z=—1+{ siano
fornite da espressioni analoghe alle (2-10) e (2-11), ci si riferisce per defi-
nirle non alla terna O xyz, ma all’altra O, x,y,z ottenuta traslando la
prima secondo l'asse z fino a portare 'origine O sulla base z=—=1{ (fig. 2-5b);
rispetto al nuovo riferimento si ha x,=x, y,=vy, z,—=z—1{. Si defini-
scono percio come caratteristiche della sollecitazione sulla base z—=1{ le
forze F*, F' F*, aventi come intensita le somme delle componenti delle
forze elementari p, dA, p, dA, p,dA, secondo i tre assi x,y,z, e le coppie
NV, M, I, aventi come momenti le somme dei momenti delle stesse
forze rispetto agli stessi assi. Si ha cosi, ricordando le (2-2),

F'x — px dA — ‘cZX dA
YA Y A

F, = p, dA = | =<, dA
YA YA

F, = p, dA = | o, dA
Y A Y A

(12)
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My = p.y dA = g,y dA
Y A YA

M, = — p, X dA —— | og,x dA
Y A YA

M, = (P, x—p,y) dA= (T X — 1, y) dA
v A Y A

le componenti di tensione che compaiono nelle (2-12) sono calcolate sulla
base z=1. Nella fig. 2-6 sono riportate le caratteristiche della sollecita-
zione in z=0 e z=1{, con il verso positivo.

oofi,'_._.__._ o
mx ;mzo an Zz

Fic. 2-6

Le prime due delle (2-8) assicurano che

le _ Fox
F, = — Fo, (13)
M, = — e, ;

le (2-13) sono tre delle sei equazioni della statica dei corpi rigidi, e tra-
ducono analiticamente le condizioni di equilibrio alla traslazione secondo
gli assi x ed y, ed alla rotazione intorno all’asse z. Le altre tre condizioni
di equilibrio alla traslazione secondo l'asse z e alla rotazione intorno agli
assi x e y, impongono che sia

Flz == — Foz
M, = — M°, + Fit (14)
M, = — Me, — Fi b,
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Le (2-14) sono rispettate poiché lo sono le (2-1), (2-2), (2-4) e (2-8),
che garantiscono I’equilibrio dell’elemento generico, e quindi anche l'equi-
librio globale. Si osservi che, avendo definito le caratteristiche sulle due
basi con riferimento a due terne diverse, le C* non sono piu uguali e con-
trarie alle C°; lo confermano le ultime due delle (2-14).

6. Le sollecitazioni semplici.

Scelti comunque l'origine O e gli assi x e y, € sempre possibile asse-
gnare sei terne di funzioni uv w tali che a ciascuna di esse corrisponda,
sulla base z=—1, una sola caratteristica. I sei casi particolari di solleci-
tazione che ne derivano non godono perd della proprietd della ortogonalita,
e cioé 'energia di deformazione del tronco elementare connessa con due o
pil1 casi particolari di sollecitazione contiene i termini di scambio. Si rico-
noscera invece che scegliendo l'origine O coincidente con il baricentro G,
e gli assi x ed y coincidenti con gli assi principali d'inerzia £ ed %, & possi-
bile assegnare sei terne di funzioni uv w caratterizzate dall’ortogonalita;
soltanto a quattro di esse corrisponde perd una sola caratteristica, mentre
alle altre due sono connesse in genere due caratteristiche sulla base z=1,
che si riducono ad una sola in casi particolari. Queste sei sollecita-
zioni si dicono semplici; esse di seguito si elencano.

Si ha la sollecitazione semplice di trazione (o compressione) se sono
diverse da zero soltanto F°, ed F*,, essendo l'asse z baricentrico; il nome
deriva dal fatto che le due forze F!',—=F, ed Fo,—— F, tendono a sti-
rare, 0 a comprimere, il solido.

Si ha la sollecitazione semplice di flessione relativa all’asse x=E£ se
sono diverse da zero soltanto I\, —=IN, ed MN°,—=— IMN,; il nome de-
riva dal fatto che la coppia M, tende ad inflettere il solido, e cice ad
imprimere una curvatura al suo asse.

Analoga definizione vale per la sollecitazione semplice di flessione
relativa all’asse y = 7.

Si ha la sollecitazione semplice di torsione se sono diverse da zero
soltanto NV}, = I, ed IM°, — — IM,; la coppia IN, tende a torcere
il solido, e cioé a far ruotare le sezioni rette 1'una rispetto all’altra la-
sciando inalterato l'asse.

Nella sollecitazione semplice di flessione, taglio secondo lasse y =1
e torsione sono diverse da zero (fig. 2-7a) F',—=F, ed MN',=IN,, sulla
base z—1, ed Fo,=—F,, M, =F, L, IM°,=—M,, sulla base z=0.

Il valore di IN,, & legato a quello di F,; da una ben definita relazione

mzy j—— Xc F1y N

dove X, € una costante.
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Comunemente, questo tipo di sollecitazione si chiama semplicemente
sollecitazione di taglio secondo y.

Le soluzioni uvw delle (2-9) sono valide anche se il solido di De
Saint-Venant é cortissimo, purché la distribuzione delle forze elemen-
tari p° e p* sulle due basi sia quella che, attraverso le (2-1) e (2-2), deriva
dalle stesse u,v,w; se cioe, come si dice in sintesi, le forze sulle basi
agiscono alla De Saint-Venant.

Se il solido & pero abbastanza lungo, il postulato di De Saint-Venant
permette di accettare le soluzioni anche per una diversa distribuzione
delle forze applicate, purché esse presentino le stesse caratteristiche della
distribuzione alla De Saint-Venant, e purcheé si considerino punti che siano

x,=€ X,
base z=1{
flessione, taglio
secondo y
F, e torsione
Y= Y a)
base z=1

flessione, taglio
secondo x

e torsione

e b)
Fic. 2-7

sufficientemente distanti dalle due basi. Come gia detto, & questa conside-
razione che, permettendo di far dipendere le sollecitazioni interne dalle
sole caratteristiche globali della sollecitazione esterna, rende praticamente
operanti i risultati del De Saint-Venant.

Sia presente una distribuzione qualsiasi di forze esterne le cui ca-
ratteristiche sulla base z =— { siano F#* F* F* J1U* JN*, 0*,; la solu-
zione ad essa relativa — nei punti che distano dalle due basi di una lun-
ghezza maggiore di quella di estinzione — si ottiene combinando linear-
mente le soluzioni relative ai sei casi particolari prima esaminati, secondo
sei coefficienti k; forniti dal sistema (a) cosi semplificato:
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k, F, = F*_
k, F, = I,
ks F, = F*,
(15)
k4 mx — Jr"*x
ky M, = ¥,
ky My +k, Ny + ke M, = IM*, .
Si ha cosi
P T, F*,
k1 - ’ kz == ’ ks = ’
F, F, F,
IMU*, IN* ,
k, = k= d ’ (16)
N, N,
*X F*Y
Jn'*z I mz’zi{ mzzy
ke — X v
M,
Ponendo (fig.2-7a, e 2-7Tb)
mzx
Yo — — T,
IR,
X _
C Fy
risulta (¥)
M*, + F* — F* x
k, = Yo c (17

I,

I coefficienti da k, a k; si ottengono percio come rapporto tra la ge-
nerica caratteristica della sollecitazione e il valore della caratteristica

(*) Si osservi (fig. 2-T) che x ed ¥ sono rispettivamente le distanze dal ba-
ricentro, valutate come coordinate, della risultante diVFY ed .mzy, e della risul-
tante di F_ed M __.
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del corrispondente caso particolare; il coefficiente kg si puo ottenere con
un rapporto analogo, purché a numeratore si ponga la coppia valutata,

x,=§

Yi=7

Fic. 2-8

invece che rispetto all’asse z, rispetto all’asse parallelo a z e passante
per il punto C definito dalle coordinate %, e y (fig. 2-8).
Il punto C prende nome di centro di taglio.

7. Caratteristiche della sollecitazione interna.

Si effettui (fig. 2-4) un taglio secondo la sezione retta S alla generica
ascissa z, rimovendo la parte del solido che non contiene I'origine.

Preso riferimento alla terna O* x* y*z ottenuta traslando la terna
O xyz lungo z fino a portare l'origine sul piano di S, si assumono come
caratteristiche della sollecitazione interna in S, e cioé come caratteristiche
delle forze elementari agenti su S, le forze aventi per intensitad la somma
delle componenti delle forze elementari t,,dA, 1,,dA e o,dA secondo i
tre assi x*y*z, e le coppie aventi per momenti la somma dei momenti
delle stesse forze rispetto agli stessi assi.

Le caratteristiche della sollecitazione interna sono quindi le seguenti
(gli integrali sono estesi all’area A della sezione retta):

~

o, dA =N Sforzo normale
v A

T, dA = T, Sforzo tagliante secondo x
v a

Ty dA =T, Sforzo tagliante secondo y
YA

(18)
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0,y dA = M, Momento flettente relativo ad x
YA
P
— o, X dA = M, Momento flettente relativo ad y
v A
(T X — T y) dA = M, Momento torcente (*).
YA

Pil1 propriamente si dovrebbe parlare di sforzo tagliante secondo x*
(0 y*) e momento flettente relativo ad x* (o ad y*), e adottare i simboli
T,* T,* M M *; & invalso perd nell'uso chiamare x ed y gli assi x* e v¥,
e cid & in parte giustificato dalluguaglianza delle coordinate X = x*,
y = y*

Se si rimuove la parte del solido che contiene l'origine, e si conside-
rano le tensioni agenti sulla faccia S di normale contraria a z, le compo-
nenti di tensione, e con esse le caratteristiche (2-18), cambiano di segno.
Per rendersi indipendenti dalla scelta della parte di solido che si rimuove,
si conviene chlie il segno delle caratterlstlche sia quello che compete alla
faccia di normale concorde a z.

Le definizioni (2-18) sono in accordo con quelle fornite nel caso delle
lastre-travi (Cap. VI del Vol. I) e con quelle che in genere si danno nella
teoria delle travi (Cap. VI del Vol. III), con riferimento alle risultanti
(forza e coppia) di tutte le forze (forze applicate e reazioni) agenti su una
delle due parti in cui la trave é divisa dalla sezione (*¥).

Le (2-18) coincidono, per z = {, con le caratteristiche della sollecita-
zione esterna (2-12), e per z — 0 sono uguali e contrarie ad esse (2-11).

(*) M, & diverso da zero anche nella sollecitazione semplice di taglio, mentre
in tal caso k, =0, e non si ha torsione semplice da sovrapporre.

(**) Le caratterlstlche della sollecitazione interna in corrispondenza della
generica sezione retta S di una trave sono le caratteristiche del sistema di forze
elementari o dA e t dA agenti sulla sezione, come detto ad inizio di paragrafo;
esse perd possono essere calcolate, se la struttura & isostatica, o se sono note le
reazioni iperstatiche, prescindendo dalla conoscenza delle ¢ e delle 1. Si tagli in-
fatti la struttura in S, e si eliminino i vincoli (esterni o interni) che eventual-
mente limitassero una o pii delle liberta di movimento di una (ad es. C)) delle
due parti C_ e C, che si affacciano in S, sostituendoli con le corrlspondentl rea-
zioni. Slano F, le forze, comprese le reazioni dei vincoli soppressi, che si eserci-
tano su C, le caratteristiche del sistema F; devono coincidere con quelle della
sollecitazione interna in S, intese come azione su C_, perche le prime forze, as-
sieme con le seconde cambiate di segno, sono in equilibrio; esse infatti non im-
primono movimenti al corpo libero C,.
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Valgono per le (2-18) relazioni analoghe alle (2-13) e (2-14):

N (z) = F,
T, (z) = F
T, (z) = F,

(19)
M, (z) — I, — I, (¢ — 2)

M, (z) = O, + F, (1 — 2)
M, (z) = M, ;

le (2-18) sono percio definite una volta assegnate le caratteristiche della
sollecitazione esterna.

Dalle (2-19) si trae che nel solido del De Saint-Venant le caratteristi-
che di sforzo normale, sforzo tagliante e momento torcente sono costanti
con l’ascissa, le caratteristiche di momento flettente sono invece costanti
solo se i relativi sforzi taglianti sono nulli. Si osserva pure che ogni carat-
teristica puo essere presente da sola, e in tutte le sezioni del solido con-
temporaneamente, ad eccezione dello sforzo tagliante; questo & sempre
accompagnato da momento flettente, e pud essere presente da solo esclu-

1
sivamente nella sezione all’ascissa { — T
1%
o all’ascissa { - T per quel che riguarda T, .

X

, per quel che riguarda T,,

¥y

8. Particolarizzazioni di risultati noti.

Si & osservato che in corrispondenza dell’intorno di ogni punto del
solido esiste un elemento piano su cui non si esercita tensione, quindi lo
stato tensionale e piano. Il piano delle tensioni & definito dalle direzioni di
g, € T, . Questo piano varia con il punto, ma & lo stesso per tutti i punti ap-
partenenti alla generica retta parallela a z, poiché per questi punti la t,
ha lo stesso valore e la stessa direzione (2-8). Tracciate su una qualsiasi
sezione retta le linee di forza (o traiettorie, o linee di flusso) del campo
vettoriale 1, (e cioé le linee cui le 1, sono in ogni punto tangenti) i cilindri
retti aventi tali linee per direttrici godono della proprieta che in ogni
loro punto A il piano tangente € il piano delle tensioni in A. In questo
piano sono contenute due delle direzioni principali, £ e ¢, in A; la terza
direzione, ¥}, cui corrisponde o,=0, & ortogonale al piano delle tensioni (*).

(*) Non si confondano, come potrebbe accadere per la coincidenza dei sim-
boli, le direzioni principali di inerzia della sezione retta con le direzioni princi-
pali di tensione.
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Le linee isostatiche corrispondenti alle tensioni principali diverse da
zero si sviluppano percio sulle superfici dei cilindri retti prima definiti.
I valori delle tensioni principali ¢o; e ¢; sono forniti (Vol. I, form. 2-

23) da
AN ]/ o,
=1 +
=) e (20)
4

dove &

1, =V, + Ty -

Il cerchio di Mohr relativo agli elementi piani del fascio di sostegno
v: =7 (fig. 2-4 e 2-9) & un cerchio principale; esso ¢ tangente o secante
I'asse delle 1., percio & il piu grande dei tre cerchi di Mohr principali. 11
cerchio & tangente se 1,=—=0, e cioé se esiste solo la g,; in questo caso
o, =0,, e ;= 0. Si osserva anche che una delle tracce PV e PW dei due
elementi piani su cui non si esercita tensione normale & parallela a z.

; Pl
- | /'/
\AP/'Q/ \05
-/'/ 1, \
L
o /cC D O
w
|
12/ !
)

Fic. 2-9

Le coniche di tensione, tracce dei cilindri quadrici sul piano £ g, sono
due iperboli, i cui asintoti sono a, e a,, rispettivamente ortogonali a
PV e PW; lasintoto a, coincide con x,, 'altro ¢ il simmetrico di a, rispetto
alle direzioni principali. La tensione tangenziale che si esercita su PV e
su PW e pari a 1,; la tensione g, sulle facce ad esse normali & pari a o,.

Le direzioni principali di deformazione coincidono (Vol. I, § 4-2)
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con quelle di tensione; risulta

cm (=T amm (0= 2)s 0= — 2
g_E ¢ m’E_E : m/ = mE '

Poiche le tre dilatazioni principali sono in genere tutte diverse da zero,
lo stato di deformazione non & piano. Se il modulo di Poisson & positivo —
e in pratica cio si verifica per tutti i materiali — le tre ¢ principali non
possono avere lo stesso segno; infatti si ha

g + g

m—1

&y —

e quindi, essendo m >> 2, ¢, risulta di segno opposto a quello della som-
ma g -+ e, . Si pud affermare percio che, se il modulo di Poisson & positivo,
le quadriche di dilatazione sono due iperboloidi; la proposizione & valida
per qualsiasi stato tensionale piano.

Le verifiche di resistenza sono quelle relative agli stati tensionali pia-
ni (*¥); in particolare nel criterio delle tensioni ideali, per ¢',——d", =05,

1 1
el < — < 3 la (9-47) del Vol. I fornisce (s> 0)

m

m—1 m-1

s|\———— o0, £ —— o’ + 41, )=+ G - (22)
Zm 2m

L’espressione del potenziale elastico &, in funzione delle componenti
di tensione (Vol. I, form. 8-24),

O‘zz Tzzx _|_ Tzzy
2E 2G

¢ = , (23)

e in funzione delle componenti della deformazione (2-5)

E

—E e+ D ) 24)
CP_EEZ —2—sz Yzy- (

9. Considerazioni relative alla validita dei risultati del De Saint-Venant.

I risultati del De Saint-Venant sono vincolati alle ipotesi su cui pog-
gia il principio di sovrapposizione degli effetti; infatti le (2-9) sono un caso

(*) Si osservi che, essendo le due tensioni principali di segno contrario, il
punto rappresentativo oy oy capita sempre, nel piano Oy Oy del dominio di ela-
sticita (Vol. I, Cap. IX), nel quadrante superiore sinistro o inferiore destro.
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particolare delle (5-1) del vol. I e queste si basano sulle stesse ipotesi (in
piu, anzi, il materiale deve essere isotropo).

Si ricordi anche che la portata pratica dei risultati del De Saint-Ve-
nant & tutta condizionata dal principio di sovrapposizione; & quest’ultimo
infatti che permette di utilizzare il postulato di De Saint-Venant, e quindi
di ridurre le sollecitazioni esterne alle sole caratteristiche, prescindendo
dalla legge di distribuzione, ed é esso che permette di scomporre una ge-
nerica sollecitazione esterna nei casi semplici, calcolandone gli effetti e
sommandoli. I risultati del De Saint-Venant e la loro pratica utilizzazione
sono percid tanto piu aderenti al vero quanto pilt attendibili risultano le
seguenti due ipotesi: materiale elastico secondo Hooke (anzi isotropo), e
componenti uv w dello spostamento cosi piccole che le caratteristiche della
sollecitazione interna possano essere calcolate, cosi come appare dalla
(2-19), sulla struttura indeformata. Si noti che é specifica delle travi que-
sta forma particolare sotto cui pud essere enunciata l'ipotesi di picco-
lezza degli spostamenti.

I risultati del De Saint-Venant possono percio risultare troppo lon-
tani dal vero se sono mal soddisfatte le due ipotesi suddette; in particolare,
con riferimento alla seconda, se il valore del modulo elastico & troppo bas-
so, se le tensioni sono troppo elevate, e se qualcuna delle dimensioni del
solido predomina eccessivamente sulle altre. Puo darsi per esempio che la
lunghezza sia eccessiva nei confronti delle dimensioni della sezione retta,
o che, tra queste ultime, una o pili predominino sulle altre; in tal caso si ha
che se le uvw sono piccole in rapporto alla dimensione maggiore, non
lo sono in rapporto alle altre. Sorge cosi una proposizione che puo sem-
brare paradossale: i risultati del De Saint-Venant hanno pratica utilita
nei prismi di lunghezza tale da rendere operante il postulato omonimo, ma
questa lunghezza non deve essere eccessiva, per non correre il rischio di in-
ficiare la validita dei risultati stessi.

Classico il caso della torsione, dove secondo la teoria del De Saint-
Venant le generatrici del solido si conservano rettilinee, mentre in solidi
lunghi esse si trasformano in eliche cilindriche; sempre nella torsione, la
teoria del De Saint-Venant stabilisce che g,=0, mentre questa e pre-
sente se una dimensione della sezione retta predomina sulle altre.

F’ da dire che, in presenza di forti spostamenti, i risultati del De Saint-
Venant sono ancora validi per i tronchi in cui la trave puo essere suddi-
visa; ad esempio, nella trattazione della trave sottile soggetta a sforzo
assiale (Vol. V) resta impregiudicato il legame tra momento e curvatura,
mentre le caratteristiche vanno calcolate sulla struttura gia deformata;
e cosi pure, nella torsione di travi lunghe, le eliche cilindriche sono assi-
milabili, nei singoli tronchi, a segmenti di retta.



