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6. La sezione sottile aperta soggetta a taglio.

La trattazione approssimata del taglio (§ 9-6) &, nel caso delle se-
zioni sottili, pitt precisa e di pill semplice applicazione. La maggior pre-
cisione deriva dal fatto che, scegliendo la corda b coincidente con uno
spessore, l'ipotesi di t,, costante e coincidente con la t,, media & pil
‘aderente al vero, attesa l'esiguity dello spessore; la t,, nulla ai due
estremi dello spessore, pud considerarsi nulla su tutto lo spessore (anche
se questo non & parallelo all’asse neutro), per lo stesso motivo. Quindi
la © e diretta in ogni punto normalmente allo spessore, ed & costante su
ogni spessore; 1t cioé & funzione solo dell’ascissa s, cosi come nella tor-
sione delle sezioni sottili chiuse, _

La suddetta ipotesi circa I’andamento delle t porta all’ortogonalitd
tra le due sollecitazioni di taglio e torsione. Infatti chiamando «,y, ten-
sioni e scorrimenti da taglio, t, v, tensioni e scorrimenti da torsione, si ha

1
Lab:I Ts\’aﬁdsz“a—f T, T, 0ds . @)

Se la sezione & aperta, 1, € variabile linearmente lungo & annullandosi
al centro, t, & costante, e quindi L,,—0. Viceversa, se si pone L,, =0,
discende che la 1, & costante lungo lo spessore.

 Se la sezione & chiusa, suddividendo l'integrale (i) in quelli parziali
relativi ai canali di flusso elementari della torsione (§ 8-14) (la dimostra-
zione &, cosi, del tutto generale) si ha

1 1
Ly = rn Ze _‘-me 1,7, 0ds = G By Te 8 J.ml T, ds . *)

- Le ipotesi fatte circa l'andamento delle tensioni importano, per il
taglio (¥)

rott = 0 ; (32)

(*) Dalla (9-16), esatta,
T

- ¥y
rot7 = ——— x

(m+1)IX

si osserva che la (10-32) equivale a porre 1/m = 0; cid & in accordo con la teo-
ria approssimata, dove le tensioni risultano indipendenti da 1/m. Poich& Ie
stesse ipotesi sull’andamento delle t si fanno nella torsione delle sezioni sottili
chiuse, pu¢ sembrare che anche in questa sia rotT = 0; di questa apparente
anomalia si trattera nel § 10-8, come gia detto (nota § 4-10).
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in tale ipotesi, per il teorema di Stokes, ogni integrale della ({)} & nullo,
ed L,,=0.

La maggiore semplicita di applicazione & connessa con il fatto di co-
noscere in ogni punto la direzione di 1, che anzi ¢ funzione di una sola
coordinata, s; la costruzione dei diagrammi di © & semplificata di molto,
nei tratti rettilinei di spessore costante, dalla seguente osservazione. Sia
AB (fig. 10-32) il tratto in questione, & uno spessore qualsiasi (di valore

yY

F1c. 10-32

costante nel tratto) all’ascissa s. In & si ha (9-22), se x & l'asse neutro,

T, 5,
T=— ;
I.&
e quindi
drz T, dS,
= — (m)
ds I.6 ds

Poiché puo scriversi

dS, — 3dsd,
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dove d, & la distanza di ¢ dall’asse x, la (m) si scrive

il S g (33)
ds I,

La (10-33) puo ottenersi, a prescindere dalla (9-22), dalla condizione
di equilibrio alla traslazione secondo l'asse z della parte di solido di
base & ds, o dalla espressione della divergenza (9-15).

L’inclinazione del diagramma t & quindi funzione lineare di d,, e
cioé di s (*); cio significa che nel tratto considerato il diagramma t (s)
€ una parabola quadratica.

I1 punto dove questa parabola presenta tangente parallela alla linea
media del tratto, e cioé dove dt/ds =0, & quello che corrisponde a d,=0,
e ciog & il punto E d’incontro della linea media del tratto con l'asse neu-
tro x (fig. 10-32).

In A il valore di t ¢ immediatamente ricavabile da quello del tratto
precedente, variandolo nel rapporto inverso dei 8; se in A confluiscono
piu tratti, e

IR
T = .
&

L’inclinazione dt/ds in A e poi la stessa che si verifica in A per il
tratto o per i tratti precedenti, perche d, ¢ lo stesso. La conoscenza
di 1 e di dt/ds in A basta per definire la parabola nel tratto AE (inte-
ressa pero il solo tratto AB). Assunta la linea media di AB come fon-
damentale, si traccia AC=1, normale alla AB, e la retta CD inclinata
di dr/ds. Si tenga presente che la retta m, il cui verso bisogna fissare
per poter applicare la (9-22), si orienta nel verso che si € preso positivo
per le ascisse; in base al verso di m —1 si riportano t e dt/ds, che nella
fig. 10-12 si sono supposte entrambe positive (*%*).

La parabola si traccia fra A e il punto E dove AB incontra l’asse
neutro; infatti in corrispondenza di E & conosciuta l'altra tangente, che &
parallela ad AB. Per ottenere questa tangente si costruisce il punto me-
dio I del segmento AE, da I si tira la normale ad AB fino ad incontrare
la tangente in C nel punto D; per D passa la tangente DF in corrispon-
denza di E, parallela ad AB.

'(*) La (10-33) & valida anche per tratti curvilinei; e per piccole variazioni
di 3. .

(**) Molte volte per chiarezza di disegno le 1 si riportano senza rispettare
questa convenzione; in tal caso una freccia nel diagramma di ogni tratto indica
senza equivoci il verso di 1.
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Uniti F e C, la tangente in corrispondenza di I & la parallela a CF
per il punto medio di DH. In possesso di tali elementi & facile disegnare
la parabola, di cui interessa il solo tratto relativo al segmento AB. E’
ovvio che, per una maggiore precisione, & opportuno controllare le in-
clinazioni nei vertici della linea media attraverso la (10-33), e qualche
punto intermedio con l'aiuto della (9-22) (*).

Partendo percio da un estremo, dove 1=0 (S,=0), e calcolando
I'inclinazione iniziale con la (10-33), si puo costruire graficamente, senza
altri calcoli, I'intero diagramma delle .

Nei tratti paralleli all’asse neutro (e di spessore costante) il dia-
gramma & lineare. Per questo motivo, nella ricerca del centro di taglio C
(§ 9-15) si fissano i due assi neutri, relativi alle due sollecitazioni taglianti

63,7

A

36,3 | |

43,2 48,8

yy
F16. 10-33 a

la cui conoscenza é sufficiente per definire C, paralleli alle direzioni
del maggior numero possibile di tratti; cosi si ottengono dei diagrammi
lineari, la cui area & immediatamente calcolabile. Con riferimento alla
fig. 10-33 a, i due assi suddetti sono x ed y. Scelto x come asse neutro,

(¥) Se invece é noto il valore BN e la tangente ty in N, e si vuole il tratto
NC, si costruiscono prima F e la tangente i in F, e poi la tangente t_ in C come
congiungente del punto intersezicne di t, con lasse di EA, e del punto interse-
zione di ty con l'asse di BA.
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il diagramma delle t per una T, generica si presenta come nella fig. 10-33 b.

. ng‘
{ ol =/ i
f i
pa //\’/ |
aE S
I / } i
- ( : L i
= T
o X\\i_ \ |
[ —_
l“l 1 e T\
i
=

F1c. 10-33 b

Le forze agenti lungo ogni tratto sono riportate nella fig. 10-33 c; esse si

0
2 ll
r/()/i/
03 7
P G
n=x 4 Vi 3 i
64
05
15 6
|
]
T |
g 0 !
e 1 i
061107 I
T
4 3
5 /-7
6
Fic. 10-33 ¢

compongono tracciando il poligono delle successive risultanti, e danno
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per risultante una forza T definita in intensita e retta d’azione; quest’ul-
tima avra la direzione della coniugata di x.

Ripetendo la stessa costruzione a partire dall’asse neutro y, l'incontro
delle due rette d’azione definisce la posizione di C. Le sollecitazioni ta-
glianti dei due casi si riportano a due sollecitazioni T unitarie, per poter ri-
solvere, come detto al § 9-15, qualsiasi altro caso di sollecitazione. E’ op-
portuno qui ricordare che il centro C puo anche determinarsi siruttando
le (9-19) e (9-20). Per la terza delle (8-5)

M
W Tty gy
' GI,
e quindi
w
YVe=e=——=—w,.
’8.!

dove w, sono le w calcolate per §' =1. Per le (10-13) e (10-30) e

1 P
w, = — 2A, —J‘ 7, ds
+ g J

dove l'integrale compare nelle sezioni chiuse. Le (9-19) e (9-20) si scri-
vono cosi

1 'l

X = — I w,y&ds
1 o

Vo = ; w,x8&ds .

m

Si ricorda che x ed y sono baricentrici e principali di inerzia, e le A,
sono relative al! baricentro.

Delle (10-34) si pud avere, per le sezioni aperte costituite da un sol tratto,
un’immediata dimostrazione per una via diversa da quella seguita per giungere
alle (9-19) e (9-20). In questo caso &

u ]
2 S*
Xg = —_— Ajydds = 2
L J, I
(35)
2 S
Vo = — A xgdds = 2 —
I J I
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Siano infatti x = E ed y = v gli assi principali d’inerzia della sezione (fig. 10-

&ds - h

y G

r
|
Tl
Yy

M

Fi1c. 10-34

¢
I
[Ta11

-
1

Y

I
=

34), soggetta a taglio secondo y. Il momento della forza elementare 15 ds rispetto
a G ¢& fornito, come gia noto, da '

th = t85dsh

dove h é la distanza di G dalla retta t; © & positiva se orientata nel verso di ¢,
h & positivo se G & alla sinistra di ¢. Il momento di tutte le forze 15 ds rispetto

a G & percio

T T
M, = | whds = —— S;hds = —2 — S dA, ,

m X m X m

dove dA, & l'area settoriale elementare di vertice G e base ds.
Poiché T & parallelo ad y, la sua distanza da G coincide con la coordinata x,
del centro di taglio; 'uguaglianza tra i momenti intorno a G fornisce quindi

T
Txc = — 2 SX AS
IX m
da cui
2
Xo = _ Sx dA, . (n)
Ix m

Si pud scrivere

N

2Sx*:2f A ydds I y‘éfhds’ds;

m m o
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cosi pure si ha, essendo 2 dAS = hds,

2"‘ Sdis=f hr vé&ds'ds .
m m o

Si ottiene, integrando per parti (hds fattore infinitesimo, r y & ds’ fat-

s
tore finito),

S s S
'f h.[ ydds'ds = [f hds’f des’] »—j yaf hds'ds .
m o o [} m m [1]

Poiché x & baricentrico, si ha

[fyads’] s f yéds = 0,

o m m
e quindi
S 5
f hf y&ds'ds = -—I v & f hds'ds ,
m 0 m o
da cui
2f S, dA, = — 285.*
m
e, dalla (n),
2S.*
X5 = _T_

Analogamente si perviene alla seconda delle (10-35).

La suddetta dimostrazione & stata effettuata per una sezione aperta senza
diramazioni. Negli altri casi, la dimostrazione pud ripetersi suddividendo gli
integrali in tante parti quanti sono i tratti.

7. La sezione sottile chiusa soggetta a taglio.

Si & detto nel paragrafo precedente che, partendo da un estremo,
dove t=0, si pud disegnare il diagramma di 1 per tutta la sezione. Se la
sezione € chiusa (fig. 10-35) l'inclinazione & sempre fornita dalla (10-33);
ma non esiste alcuna ascissa ove la 1 sia conosciuta.

Occorre percid rendere la struttura monoconnessa, mediante tanti
tagli S, quante sono le maglie (ovviamente eseguiti in modo da non scon-
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nettere la sezione, lasciando una parte pluriconnessa); se in corrispon-
denza dei tagli S, sono conosciuti i valori 1, delle 1, si pud risalire nel

=W

sk

®
f
=
0

A

Yy

F1c. 10-35

modo solito alle t su tutta la struttura. Costruiti cosi i diagrammi delle
T, dove le 1, sono incognite, gli m valori di quest’ultime si ottengono at-
traverso le m equazioni esprimenti il teorema di Stokes per ogni maglia.
Poiche rott=0, le equazioni sono

_f 1ds = 0 . (36)
mh
Iy 3 m 4
* *
O,ZH _+_+_0,2
e RO
! r
| |
| |
F-L———**'rL~~**“4 i0.2 4m
% !
- It | |
| 0= | 9
' m
1,422 \ ' \
il |
4402 + 1404 ﬁ
| 4,053 '
T 1
$ Tm !
0 4 m
£ —
Fic. 10-36a

Si riporta un esempio di calcolo delle tensioni © e del centro di taglio,
eseguito per la sezione quattro volte connessa della fig. 10-36 a. Il rife-
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rimento prescelto é quello disegnato nella figura stessa; l'origine O coin-
cide con il baricentro della sezione, e gli assi x ed y sono paralleli ai bordi.
Si ha:

I, — 12,67 m*
I, = 31,43 m*
I, — — 6,08 m*.

Xy

Si considera la sezione suddivisa in rettangoli, cosi come indicato in
fig. 10-36 b; i rettangoli e le maglie sono numerati, e cosi pure é fissato
il verso positivo delle «.

T i = T
off o+ lMe = e
= =y

0 4 m
I ——— — e i
Fi1c. 10-36b

Nel primo stadio si assume I'asse x come asse neutro, e si determina,
con le gia esposte costruzioni grafiche, la distribuzione delle ¢ per la se-
zione resa monoconnessa con tre tagli in A, B, C (fig. 10-37).

Per semplificare, conviene imporre la condizione (numerica)

e riportare in diagramma le quantita

t = —

>
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CAP. X

Alle t di fig. 10-37 vanno aggiunte quelle di fig. 10-38 per ripristi-

X=n
| ——
— 1
e |
Enmm A
A C
0 4m
{ —— = _]
s. 0 10 m?
- —

Frc. 10-37

nare la congruenza in A,B,C. I valori t,, t,, t, si calcolano secrivendo,

II,S t,

1,5t, l

——e
‘_—
2t2_ 1.5 t3
2tll t,—tzr 11,333 t,
E— —~  C
t

Fic, 10-38
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>“‘tdS:_O

m;

per ogni maglia:

e cioé, in termini di circuitazione di ¢,

ftds:o. (0)

my

L’integrale della (o) pud suddividersi in due aliquote: la prima do-
vuta alle t nella sezione resa monoconnessa, la seconda alle t correttive.
Per la maglia 1 il contributo alla circuitazione (positiva se antioraria)
delle t da sezione aperta vale:

ftds—}—ftds-l—jtds—{—ftds:

g '
- (ts,s + ts,s) T + (tg,s + 4t9,9 + tg,m)

9

6 +
bio ts
+ (t1o,9+ 1710.5) 9 + (t5,10+ 4t5,5 + ts,s) 6 —

— — 23,955 m?® ,

dove si & indicato con I Pintegrale esteso al tratto i di lunghezza ¢, e con
i
t,1 e t; rispettivamente il valore di t nel baricentro del rettangolo i,
e quello nell’estremo di i comune a k.
La seconda aliquota della circuitazione si scrive, detto §; lo spessore
dell'i-esimo rettangolo, e per la prima maglia:

0 _|_ %9 10

8 9

5
t, (€10+€5+&g 51 )—t2%5=16,8t1—1,7t2.

Sviluppando la (o) per le tre maglie, si ha in definitiva il seguente
sistema di equazioni lineari:

168 t, — 17 t, = 7L 23,555
— 1,7 t, + 12,347t, — 4,141, = < 25,247 (p)
— 552 t, + 12,941, = 23,117
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la cui soluzione é:

t, = 1,108 m?
t, = — 2,907 m? (@)
t, = — 3,026 m? .

Sommando al diagramma di fig. 10-37 le t ottenute dalla fig. 10-38
e dalle (q), si ha (fig. 10-39) lo stato tensionale nella sezione chiusa.

[

W Ot
{

I
GH

L

w A

il
=

w*‘
I
i

. 0 4 m
—— e e e se——]
s, 0 10 m?
_8_ ! ="
T=100t | N
F1c. 10-39

Indicando con F; la risultante delle tdA da sezione aperta agenti sul
rettangolo i, pud scriversi:
Ty
T,

— I F,
LFi .

Poiche l'asse di sollecitazione, secondo il quale & diretta la T, & co-
niugato di x, la sua equazione & (Capitolo I, § 6):
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e quindi, per la condizione numerica imposta per la valutazione delle ¢

T, I,

[

deve risultare anche

T,=—1,.

Calcolando le F, con la formula
A
Fi = | tdds = T (tn + 4t + ty),

dove A, & l'area di i, si ottiene, con i valori di fig. 10-37:

|

T,—=F, +F, +F, +F, +F =—11,97 12,67 = I
Tx:F1+F3+F3+F6+F10: 5,86 > 6,08

e

i
Fol
&

Alla sezione é applicata una forza
T=vV T2 + T,? = 13,32 m* ;

dalle t si passa ai valori di t corrispondenti a

T = 100 t
mediante la
100 y
T = m
T g M

e la scala corrispondente & riportata nella figura 10-39.

La posizione dell’asse di sollecitazione relativa al diagramma di 1 sulla
sezione chiusa di fig. 10-39 (la sua direzione, come pure il valore di T,
non mutano rispetto a quelle calcolate sulla sezione aperta) si ottiene
valutando le nuove F; e scrivendo la condizione di equilibrio alla rotazione
attorno a un punto qualsiasi:

Td = £ F,d,

in cui d, d; indicano le distanze di T ed F, dal punto P comune ai rettan-
goli 9 e 10 (fig. 10-36 b).
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Si ha:

YF d,
d = = — 3,89 m ,
T

e cio permette di disegnare 'asse di sollecitazione (fig. 10-39).
In maniera identica si procede assumendo come asse neutro l'asse y

(fig. 10-40).
LTI
HJ TTTTTTﬁ
(A -
T

AN
. \\ F ——

A C

y=ny . ° 4 m
e — e j—
S, 0 10 m?
“é“ - —
Fic. 10-40

La sezione & ancora resa monoconnessa operando tre tagli in A, B e C,
ed il corrispondente diagramma di t & costruito nella stessa figura. Si
procede ponendo (numericamente)

T, — I,

e si riportano in diagramma le
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segue
T, — I,
Con i valori della fig. 10-40, si ottiene
T, = £F,, = 31,46 > 3143 — I,
T,=2F, = 620 & 608 = —1,.

Poiché anche in questo secondo caso le t incognite atte a ripristinare
la congruenza lungo i tagli sono le t,, t,, t, di fig. 10-38, il sistema di
equazioni che le determina ha lo stesso determinante dei coefficienti
delle (p); eseguendo i calcoli, si ha:

168 t, — 1,7 t, — 21,675
— 1,7 %, 4 12,347t, — 414t, — 39,087
552 t, - 1294, = — 24302 .
da cui
t, = — 1,877 m?
t, = — 3,735 m? (r)
t,— 0,587 m? .

Utilizzando i valori (r) si costruisce il diagramma delle t effettive

//rr —— y1
SN
\\
AY

—

T 1YY

I VLT
\
\
\ )
1 ]
1 —
A 7/
r ]
—
/
7
]

—
57—
N\
\
\
{
\
{
1
1y
1
G = =il

o e o e

/
T=1001
0 4 m
{ e ————
y=ny g 0 10 m?
5 (= — ]
0 50 t/m?
T [ —— __——|

Fic. 10-41

per la sezione chiusa (fig. 10-41) e queste vengono utilizzate per scri-
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vere l'equazione di equilibrio alla rotazione intorno a P, che fornisce

TF d,
d—=——+=—10,04m.
T

Cio permette, insieme al risultato ottenuto assumendo x come asse
neutro, di ubicare il centro di taglio C (fig. 10-42).

;__._L.g
‘ 7]
Ed

e ey
< . ' 1/ |
0,44m+_ C J_{ﬁy :
I?,,:/_ e — __J. e J
"]
Yy
+ 0 4m

0,24 m f eetrr— )

F1a, 10-42

Alla sezione & applicata una forza

T=V T} + T, = 32,07 m* ;

le © corrispondenti a T—100t vanno lette sul disegno nella scala indi-
cata nella fig. 10-41, e si ottengono dalla:

100

— t t/ma .
t T 32,07 /mq

8. L'effetto della curvatura della linea media.

Si considera un tratto di sezione in cui il raggio di curvatura della
linea media sia R (fig. 10-43); se t & la tensione sullo spessore giacente
sull’asse n, risulta, con riferimento agli assi n e ¢, ed allo spessore pros-

W coawrmner - Vol 11 P
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simo a quello giacente su n,

- t (37)
Ty =
R—n
ot O ot T
r —= — = — . (38)
an ot on R—n

Nel caso delle sezioni aperte soggette a torsione, la (10-2) si scrive percio

ot T
r=2G9% = —_
an R—n
da cui
ot
— = 2G ¥ 39
n + R _n (39)

Con i dati della fig. 10-44, & §' > 0, R < 0, quindi, rispetto al pun-

Az

t)

)
\\
r

Fic. 10-43

to O ove t=0, & /R < 0 a sinistra, t/R >0 a destra. Nel punto O ¢
3t/8n=2G §' > 0; questo valore dell’inclinazione diminuisce a sinistra,
aumenta a destra, quindi il diagramma si presenta come in figura. Poiche
il flusso complessivo attraverso & & nullo, il punto O si sposta, rispetto
al punto medio di 3, a destra, e cioé verso il centro di curvatura.
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Con approssimazione, si pud supporre che il diagramma delle © sup-
plementari sia quadratico, e che l'inclinazione all’estremo di tale dia-
gramma sia pari a t*/(R —n’), dove la 1* & il valore fornito dalla (10-7)

Torsione

Sezione aperta

*3

W
_1 6 . >,
4(R-n")
4
&

Fi1c, 10-44

ed n’ & relativo al punto pilt vicino al centro di curvatura; quindi il valore
massimo di t pud porsi

)
max = 7% (1 , 40
v K ( Y (40)

e si verifica nel punto dello spessore pili vicino al centro di curva-
tura (*).

Nelle sezioni chiuse soggette a torsione la condizione t==cost lungo
lo spessore non soddisfa la congruenza; infatti sarebbe r—0 nei tratti
rettilinei, mentre nei tratti curvilinei si avrebbe r =—1/(R —n), varia-
bile quindi lungo lo spessore.

(*) S. TimosHENKO e J. N. GOODIER: ;‘Theo'ry of elasticity. McGraw-Hill,
1951 (pag. 289).
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Occorre percio correggere il diagramma costante - aggiungendo un
diagramma supplementare. Si suppone che tale diagramma sia lineare, e
si annulli sulla linea media; se 1, & il valore di questo diagramma per

] R=oc
T
’ Cw
T, n
1.=G¥3
1] .
T P
T C Mt
R=w
)
Torsione

P Sezione chiusa

R<0
C

T ‘\ C. .

+G¥3

_ )
ty 2(R-n’)

l‘ 2(R-5n')|> G¥e

F1c. 10-45

n—+4258/2, e 1, il valore medio di t lungo lo spessore, si pud porre
(fig. 10-45)

T Tm
] R —n'

Dalla (10-41), ponendo in via di approssimazione 1, pari al valore <t
ricavato nell’ipotesi di tensione costante, si ha

)
-7 —— + G¥S. 42
Tt TZ(R—n')+ $ 8 (42)
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La formula (10-42) é in ottimo accordo con quella di Timoshenko
(loco citato pag. 300).

Si fa notare che nel caso dei punti angolosi, ove R—n’'=0, sia la
(10-40) che la (10-42) forniscono un valore infinito di t,.

Se R non é abbastanza grande rispetto a 8, i valori (10-40) e (10-42)
forniscono con buona approssimazione soltanto la t sull’estremo pili vicino
al centro di curvatura.

Si constata che nei tratti rettilinei e

Ty — G'B"a ’

ed il diagramma supplementare & sempre tale da fornire un momento ele-
mentare equiverso a 9, e cioé ad M,. Nei tratti curvilinei occorre tener

conto del segno di R.
Si consideri come esempio la sezione a forma di corona circolare

F1c. 10-46

sottile (fig. 10-46) di spessore & e linea media di raggio R; per le (10-21)
e (10-22) e, prendendo R in valore assoluto, e trascurandn n’ nei con-
fronti di R,

M,

T ==

2t R?*8

M,

=

2nGR3¢

La (10-42) fornisce

M, 2 M,

— G
K 2=R5 2R | C 2nGRB
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e quindi
M,
. 4 R? ; (s)
risulta
o & ' | (t)
1 2R

)
Il termine < SR della (10-42), negativo, & in valore assoluto minore (esat-

tamente la metd) dell’altro termine G §' 3. Si osserva dalla (t) che il dia-
gramma delle T supplementari & una retta passante per il centro C.

Una trattazione di seconda approssimazione delle sezioni chiuse si ha
partendo dalla (10-41).

Si cominci con il trattare la sezione biconnessa. Il prodotto t_& & costante,
per il teorema della divergenza. Il contributo al momento M, delle ¢ &ds &

M, = 24, 1,3,

1

mentre le aree triangolari offrono un ulteriore contributo

1
M2=E'Jq ‘ttb“zds.
m

Per la (10-41) e

GV T, O 52
M, = — g3ds + ds ;
6 12

m m R
quindi puo scriversi
1 &2 Gy .
M, = 1,9 (ZAm + P qu = ds) + e mB ds . (u)

Per il teorema di Stokes &

j. T, ds = 2G¥ A,

m

che puod anche porsi nella forma

ds
tm'é'f — = 2GV¥ A . (v)
m ©
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Sostituendo la (v) nella (u) si ha

1 52 1 ds
M, =r1,8|2A, + ds + &2 ds
12 R 12A, J &

m n

e quindi le formule di Bredt corrette

M,

" 1 32 1 ds
a(zAer—f ds + — | vas
12J R 12a_J 3

ds
T, 0 _
&

T 0

m

T, = + G396 .
2R

Nel caso della corona circolare (fig. 10-46) ¢ & = cost, R < 0, e quindi

A = m R2
52
f ds = — 2w &2
n B
1 ds
g3ds = 47t &2
Am m 5 m
da cui
= M, _ M,
m 52\ 52
5(211R‘2+7r-—) 21':R25(1+ ~—)
6 12 R?
M,
P = — (z)
52
ZnGRaa(H )
12 R2
M

52
4 R3 (1 + )
12 Rz
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Dalle (z) e dalle (10-21) ed (s} si osserva che sia 1, che 1, differiscono dai
valori di prima approssimazione per il fattore

32
12 R?

1 4+

mentre t, sta a © (o a 1) nel rapporto (t)

2
2R

»

cio significa che & lecito, in prima approssimazione, e trascurando &/R nei con-
fronti dell’unita, porre v =t .

Nel caso limite della sezione piena di raggio CA si deve porre nelle (z),
prendendo CA in valore assoluto,

& = CA
CA
R= — ——;
2
si ottiene
2 M,
Ty =
3 1
nCA (1 + —
3
2 Mt
T, =
_ 3 1
n CA 1+ —
3
e quindi
3 Mt
Thax —
3
w CA
contro il valore esatto (8-31)
2 Mt
Tmax
__ .3
nw CA

L’errore si spiega facilmente, perché la sezione non é& piu sottile, e le parti
comprese tra due raggi, per quanto vicini, definiscono sempre un’area triangolare.
Nelle sezioni connesse piu di due volte, il procedimento & analogo; le equa-
zioni delle maglie e dei nodi si scrivono come noto (10-23 e 10-24) ma nelle T,
I'equazione di equilibrio globale si scrive aggiungendo al termine (10-25), scritto
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nelle 1, quello relativo ai diagrammi triangolari delle <:

1 &2 ds
M, =23%1,5 A, + —6— 3 T Ok R + G 3ds} .

k m

Nelle sezioni soggette a taglio (chiuse o aperte) 'ipotesi di t costante
lungo lo spessore € in accordo con la posizione (10-32)

rotT=—20

lungo i tratti rettilinei, non lo & piu in quelli curvilinei. E’ opportuno
percio, in seconda approssimazione, sovrapporre al diagramma costante
un diagramma triangolare, di valore 1, per n—= - &/2, tale che sia

2 - 0,

dove 1 e il valore della t,, coincidente con quello calcolato nell’ipotesi
di t costante lungo lo spessore; si ha percio

)
T —.
2 (R —n')

Ty —

(44

La fig. 10-47 mostra la costruzione grafica della 1,, nell’ipotesi che
n' sia trascurabile rispetto a R; si osserva che il valore assoluto della <
risulta sempre incrementato nel bordo piu vicino al centro di curvatura.

R<0

&

Fe DAY BRI Y]
\\ Taglio

Yt

Sezione aperta o chiusa

Fic, 10-47

Si avverte che, prendendo in considerazione l'effetto delle curvature
della linea media, la posizione del centro di taglio viene, sia pure di
poco, alterata.
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9. La torsione non uniforme.

I risultati del De Saint-Venant sono validi se — tra le altre ipotesi —
la superficie laterale é scarica, e le basi sono sollecitate alla De Saint-
Venant. Se queste due ipotesi non si verificano, in particolare se su una
base gli ingobbimenti w sono impediti dal vincolo che quindi esercita
delle p,, occorre correggere i risultati. Se § & I'angolo generico di rota-
zione torsionale, la

dd
Y= —
dz
€ costante nella teoria del De Saint-Venant (§' angolo specifico di tor-
stone § 8-2), & invece variabile con z se qualcuna delle ipotesi suddette
cade in difetto. Si parla, se

¥ =¥ (2, (45)

di torsione non uniforme.

Cosi pure cade il risultato aw/3z=0.

Si vuole ottenere il legame fra M, e ¢ in regime di torsione non uni-
forme. Si consideri, a cio fare, un tronco del solido (ancora di sezione
costante) di lunghezza dz (fig. 10-48), in corrispondenza del quale il mo-

dM=Tdz T retta di posizione invariata
( C M. <
c C
T
Q}[{
dz
a) b)
F1c. 10-48

mento torcente sia M,. Una parte M, di M, & equilibrata dalle tensioni
1, distribuite alla De Saint-Venant, e dipendenti percié da §'; pud porsi,
dato 9,

M, =C1%¥, (a")

dove C, é la gia incontrata rigidita torsionale. Una seconda parte M, &
equilibrata da tensioni interne 1, supplementari, che nascono per la varia-
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zione di w lungo l’asse z e cioé per le tensioni g, (variabili con z anch’esse)
che derivano dalla variabilita di w (¥).

Siano w gli spostamenti da torsione calcolati, alla De Saint-Venant, in
funzione di 9§ ; l'approssimazione della teoria consiste nel fatto che, per
effetto delle 1,, le w sono alterate, e di cio non si tiene conto.

Le w sono fornite per la sezione aperta dalla (10-13)

we=— — 29 A, (b

e per la sezione chiusa dalla (10-30)

1 P
— 2y (As——f uds). o
v 2G J, " (¢’

Vale sempre la condizione
f wéds — 0 ; (dh

il punto R dove w=0 deve essere scelto in modo da soddisfare questa
condizione.
Per le (b') e (c¢’) pud scriversi

w = — 29 £ (s)
oW
g = ——=—29"1£(s) (46)
oz
ow
g =K = — 2E9"1f(s),
OZ

dove f (s) & pari ad A, nella sezione aperta, alla parentesi della (c’) nella
sezione chiusa.

Le w dipendono dal centro O, traccia della fibra di posizione inva-
riata; variando O, le w (e quindi le ¢) variano di una quantita lineare
omogenea in X e y, e cioé variano i momenti M, ed M, delle g dA rispetto
ai due assi x ed y. Per la (d') si ha sempre

N:f gdA =0 . (47
- A
(*) Tale modo di procedere & giustificato dal fatto che, ottenendosi alla fine
una soluzione equilibrata e congruente, questa é la soluzione del problema.
Si precisa che la soluzione & congruente a meno delle v, = t,/G, che si trascu-
rano per non alterare le w; comunque, le y, non alterano la & (z).
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Si scelga O coincidente con il centro di taglio C, e si esprima il la-
voro mutuo tra le due sollecitazioni di taglio e torsione; esso & fornito da
(fig. 10-48)

L,, :I do, wdA ,
A

dove do; é la differenza di tensione normale tra due punti corrispondenti
delle due basi in a), e w gli spostamenti in b). Infatti, si & scelta la retta
dei centri di taglio come fibra fissa nel calcolo dei w da torsione; le ten-
sioni tangenziali in a) compiono lavoro per gli spostamenti dovuti alla ro-
tazione rigida della sezione nella torsione; quindi tale lavoro & uguale
a quello delle risultanti T, che passano proprio per C, e cioé & nullo. Non
resta quindi, in L, che il lavoro delle do;.
Poiche

si ha pure

f do,wdA =0,
A

e cioe, assumendo in a) l'asse neutro coincidente con x o y (baricentrici)

f wxéds = 0
N (e)
f wydds = 0
da cui
M, = cydA =0
* (48)
M, = — oxdA =0
v A

Poiché N =10, i momenti delle g dA sono nulli rispetto a qualsiasi retta del
piano xy.

Come la (10-47) dipende dalla scelta di R, cosi le (10-48) discendono
dall’aver scelto O =C.
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Poiche le (10-48) devono essere rispettate, ogni volta che si & in pre-
senza di torsione non uniforme la sezione ruota spontaneamente intorno
a C, se cid le & consentito. Se, come a volte accade, il generico vincolo
consente la ¥ o la ¥ intorno ad un centro obbligato su una retta, e
necessario che il punto C stia su tale retta. In genere, i vincoli che consen-
tono § o ¥’ devono anche permettere, con riferimento alla struttura fon-
damentale (*), che queste ultime avvengano intorno a C; in caso con-
trario, il regime tensionale nella torsione non uniforme presenta varia-
zioni anche notevoli rispetto a quello trattato nel presente paragrafo ed
in quelli seguenti.

Le ¢ sono in genere variabili con z; sorgono percio le t, supplemen-
tari, per ragioni di equilibrio. Dalla fig. 10-49 risulta, considerando le 7,

y
3(z2)
Z [ t&dz+ 3s dsdz
3g B
(CJ‘+ —a-—dz)ﬁds
Z--1:— G /é
X -7

F1c, 10-49

costanti su ogni spessore 3, e fissato un qualsiasi verso per l'ascissa s cre-
scente,

3 (t; 9 &
-—-(E—l— dsdz + i dzéds =0
gs 3z
da cui
8s o 8z
e, per la (10-46),
8 (1,0
M.M:zEaf,ﬂ.”" (f)
as

(*) Si intende per struttura fondamentale quella, isostatica o ancora iper-
statica, sulla quale si opera, attraverso la congruenza, per ottenere la solu-
zione sulla struttura effettiva.
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Dato un punto A fisso e un punto P variabile, dalla (f') si trae:
p
(7:0)p = (1, 8), + 2E §' f fods . (49)
A

Il calcolo delle t, pud essere eseguito attraverso le (10-49), una volta
conosciuto 3. In ogni nodo infatti deve verificarsi l'equazione (10-23)

ZiTu& = 0 ; (g")

per ogni maglia deve verificarsi I'equazione analoga alla (10-24)

f ,ds = 0,

mh

poiché il flusso della rotazione 2 G ¢ A, & assorbito tutto dalla circuita-
zione di 1, ; agli estremi di una sezione aperta & 1,=0.

t8ds

Fr1c. 10-50

Le forze t,&ds hanno risultante nulla; il loro momento M, pud
essere percio calcolato rispetto ad un punto qualsiasi del piano, in par-
ticolare C.

Si ha cosi (fig. 10-50)

M, :f 1,6hds ;

m
poicheé é

1
2df = hds — — 1,,ds
2G
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si puo scrivere

df

S

ds .

df 1
M, = 2 m'cz5—d—sds—i—5—(—}- T, T, 008 = 2 1,0

m m

Chiamando 1, * le 1, calcolate alla Bredt per le singole maglie come nel
§ 10-4d, si ha '

f 11u125ds=2h11u*5hj. T,ds =0 .
m mh
Dalla (f') si ha, partendo da un punto A ove 1,=0,

P df
M2=4E&”’f “‘ des] — ds . (h")

A ds

Se la sezione & aperta e costituita da un solo tratto, o se & chiusa e
costituita da una sola maglia, risulta

P df p
f [-[ fads]——ds:[ff des] —f f2&ds ;
A dS A m

m m

poiché

f £5ds — 0 @)

m

P df
f [I fadSJ—dSZ——I f2éds . (4"
A dS m

Se la sezione & aperta con tratti diramati, o chiusa con piu maglie,
occorre suddividere l'integrale nella sommatoria dei termini relativi ai
singoli tratti k, di estremi M, ed N,. Si ha cosi

P df N P df
Jql [.[ f5ds]—ds:2kj U. f5dS]——dS:
ds ds

m A Mk A

e pure

m

1
—— 2E,&HI

Ny

Zk [ka (12 a)Nk - ka (12 5)Mk:| i Ek J. f25dS .
My

Si puo scrivere, per la (g')

Ik [ka (12 5)Nk — ka (T2 5)Mk] = 2, (fn Zi Tai 5i) =0,
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dove la 7; & positiva se entra nel nodo, negativa se esce; quindi vale la ()
anche per sezioni aperte con diramazioni, o chiuse con pili maglie.
Sostituendo la ({') nella (h’) si ha

M2:__4Ew"f 25ds . (50)

Sia M,° il momento rispetto ad un qualsiasi punto O diverso da C; si ha,
indicando con I'esponente O gli enti relativi ad O,

dfe
M2°=J. tzahOds=2f 7,0 ds=_4Eq‘}”’f fefdds .
ds

m m m

Variando O, le f variano di una quantitd lineare in x ed y; si pud scrivere

quindi
M, =—4E§'" [I f26ds+af fx5d5+5f fy'o‘ds].

m m m

Poiché i momenti delle ¢, e quindi delle f, rispetto a qualsiasi retta della se-
Zione sono nulli si puo dire che My = M,. Cid assicura, come detto prima,
che la risultante delle 1,2 ds & nulla.

2"

La quantita

C2=:4Ej'ﬁ5ds (51)

m

si chiama bimomento della sezione; essa ha le dimensioni [F {*], e dipende
dalla geometria della sezione, dal materiale, e dal centro di rotazione O
(che regola le f), coincidente nel caso in esame con il centro di taglio C.
Nelle sezioni aperte &

Q=4EIAﬂ$. (51%)

Con la posizione (10-51), la (10-50) si scrive
M, = — C, ", (52)
e quindi, per la (a’),

M, = C, & — C, 9" ; (53)

la (10-53) é l'equazione fondamentale delle travi soggette a torsione non
uniforme.
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10. 1l caso della mensola con incastro torsionale.

Si consideri una trave a mensola AB (fig. 10-51) incastrata in A
in modo che risulti $==0, e su tutta la sezione w—20; & questo il co-
siddetto incastro torsionale. In B la trave sia sollecitata da una coppia

i t i
r_r T
m
a4 . B
z
Yy
M,
M, =N,
\ M
[}
M2=Ml -— Ml,
M, cosh ki
F16. 10-51

torcente I, applicata secondo la distribuzione di t nella sezione corrente,
calcolata per z=1{. La caratteristica torcente M, & costante e pari ad M, ;
I'equazione e percio la (10-53) per M, costante.

Si ponga
K= ()
2 = s m’
C,
risulta [C,] = [Ft*], [C.] = [F¥*], [k] = [17"].

Per la (m’'), la (10-53) si scrive
'&IH k2 '8, Mt 7 ( )
—_ Fo— n’

C,

il cui integrale generale e

t

k2 C,

9 = z+ A + A senhkz |+ A,coshkz .

Per z=0 & § =49 =0, perché nellincastro & impedita la rotazione ¥ e
la w, che & proporzionale (c’) a §'. Per z—1{ si assume ¢—0, e quindj,
per la (10-46) 3" =0.

e «r . 17 94
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Si trae dalle suddette condizioni

M,
Gk
M,
A=—A — — tgh kt
C,kd
da cui
M,
T+ = Cx [kz — senhkz 4 tghk{ (coshkz — 1)] . (o')
i
Per z-=—1{ risulta
& M, 4 (1 ! t hk@) '
¢ = C, — 7{76_ g . (p")

In assenza di effetti secondari, sarebbe §,=DM,{/C,; il termine tra
parentesi, minore dell'unita, equivale ad un aumento della rigidita, ed
¢ tanto piu vicino all'unita, a parita di sezione, quanto piu1 elevata & la
lunghezza.

Dalla (0’) si trae

M .
= (‘:t (1 — cosh kz + tgh kf senh kz)
1
M, k
P = G (— senh kz + tgh k¢ cosh kz) (a")
1
M, k*
= C (— cosh kz + tgh ki senh kz)
. .
da cui (10-52)
M, = M, (coshkz — tgh k{ sen kz) (r')
Risulta cosi:
per z = 0 M, = M,
(s)
M,
per z = { M, =

cosh ki
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Il diagramma tratteggiato della fig. 10-51 rappresenta il momento M, ,
in funzione di z; conformemente al postulato di De Saint-Venant, si rico-
nosce che l'effetto perturbante del vincolo si smorza con la distanza da
€sso.

Noti i valori 9" (z) e 9" (z) si ricavano, in ogni sezione, le g attra-
verso la (10-46), e le 1, connesse con la ¢ attraverso la (10-49); a queste T,
uniformi su §, vanno aggiunte le 1, dovute al momento M, (z) =M — M, (z)
e calcolate alla De Saint-Venant.

La (10-49), per la (10-52), si scrive pure

E P
(T, a)P = (1. a)A — Mz 'f féds ; (54)

2

quindi le t secondarie sono proporzionali ad M,, e cioé a §'", mentre le g
secondarie sono proporzionali a §".

Il diagramma delle ¢ sulla sezione & sempre (10-46) affine a quello dei
w, e varia in valore proporzionalmente a ¥ (z), mentre il diagramma
delle 1, € sempre affine a quello fornito dalla (10-54), e varia in valore pro-
porzionalmente a " (z).

fl

llx

O=C=R h

A,

w=-2&As=-ﬂ-x%
yy o K
{ Cz— E T Iy
Fi1c. 10-52

Si prenda per esempio un profilato con sezione a I (fig. 10-52); assu-
mendo O =C risulta

h
2A, — x —
2

h
W:—Z&’AS:—&'X—?‘—

h? h?
'f Az2éds = j xX26ds = |
. 16 16

5
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e quindi (10-51")

C,=E e I,.

La condizione della fig. 10-51 puod essere facilmente realizzata cari-
cando una trave, appoggiata su due vincoli a forchetta alle estremita, con
due forze equivalenti ad un momento torcente ed agenti in mezzeria
(fig. 10-53); la sezione di mezzeria, per ragioni di simmetria, presenta
ovunque w = 0.

AN
NN
Fot

/F / g

Fic. 10-53

Il Timoshenko, sperimentando secondo tale via, ha trovato buona ri-
spondenza tra i risultati teorici e sperimentali.

o
~ N
 E— -~ 4
y Zoem ]l 28
‘ 5m | ( I
+ ! 150cm | &
cm
-—
\ M,
(=} \-..,‘
2. -+ = v =+
o = s a8 =
& - o) M |a t=
~ < > - -
=y =3 =) =) s
-~
F1c. 10-54

Con riferimento alla trave a mensola con sezione a I delle dimensioni
delle figg. 10-54 e 10-55, per E=2G, si ha

I, — 0,11287 m*
C, = 0,00475 E Kgm?
C, = 0,06349 E Kgm*
k? = 0,07481 m™

k = 0,27350 m™
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y M, =1kgm
s -
1 10 m e
T T
<
o
L ] —
6l =g
C ] T
o
150cm; &
(=]
[T ]
3 3 & 3 |8 g 9
S s S M, X \ Y =
Fic. 10-55

Per luci rispettivamente di 5 m (fig. 10-54) e di 10 m (fig. 10-55) si ha
tgh kt = 0,87869
tgh ki = 0,99263

ed i seguenti valori dei rappori M,/M,

TaBELLA 13
M, /M,
z (m)
{=5m {=10m
0 1,00000 1,00000
1 0,79654 0,76540
2 0,64'709 0,58122
3 0,55145 0,44719
4 0,49624 0,34595
5 0,47740 0,26768
6 0,21040
7 0,17366
8 0,14365
9 0,12618
10 0,12180
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-24,66I 2 =

24,661 BQ

2,3781' 2\ 2,2931 S\ 1,863t AN 131 =

2.8781: N 2,2931> = 1,8631: = 1] <=~

z =0,00

o (Kg/m?)
17,901 7&] 12,26t =1 0.30
17,90t AN 12,2¢ e 0,00
<] ~ E—
1 (Kg/m?)

z = 1,00 z =2,00 z=5,00
Fic. 10-56
g (Kg/m?)
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21,21 &?] 15,951 M?} 0,00 |
1 (Kg/m?)
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7=
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Fic. 10-57

2,00

z =10,00



CAP. X

LE TRAVI CON SEZIONE RETTA SOTTILE

I diagrammi di M, ed M, sono riportati nelle figg. 10-54 e 10-55. Si
osserva come l'effetto del vincolo si smorzi molto meno rapidamente di
quanto ci si attenderebbe in conformita del postulato del De Saint-Venant;

inoltre aumentando la luce aumenta la rapidita di smorzamento.

Nelle figg. 10-56 e 10-57 sono riportati per varie sezioni i diagrammi
delle o e delle 1, espresse in Kg/mq, per una coppia torcente di 1 kgm.
La massima 1, da torsione alla De Saint-Venant & fornita nelle varie se-

zioni dalla tabella 14.

TABELLA 14
=5m =10 m
z (m)

MI/Mt ‘:1 max Ml/Mt 11 max
0,00 0,000 0,000 0,000 0,000
1,00 0,204 8,874 0,235 10,222
2,00 0,353 15,355 0,419 18,226

5,00 0,523 22,150 — —_—
10,00 —_ —_ 0,878 38,193

Il quadro delle tensioni & fornito dalla tabella 15.
TABELLA 15
{=5m Z (m) Omax T2 max T1 max
0,00 24,66 2,88 0

1,00 17,90 2,29 8,874
2,00 12,26 1,86 15,355
5,00 0,00 1,37 22,750
{1 =10m z (m) O max T2 max T1 max
0,00 27,86 2,88 0,000
1,00 21,21 2,20 10,222
2,00 15,95 1,67 18,226
10,00 0,00 0,35 38,193

L’angolo ¥, di rotazione della sezione estrema é fornito dai seguenti

valori (M, espresso in Kgm, E in Kg/mq)
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TABELLA 16
1 —=5m {=10 m
Alla De Saint- Corretto Alla De Saint- Corretto
Venant Venant
Mt Mt Mt Mt
1087 —— 377 2174 1341
E E E E

Si osservi che nelle sezioni chiuse C, &€ molto pil1 alta che nelle aperte,
C, molto pil1 bassa, k quindi estremamente piu alta; ne deriva che il fe-
nomeno delle tensioni secondarie da torsione non uniforme & molto meno
sentito.

11. Le tensioni secondarie in regime di torsione non uniforme per momento
torcente variabile (*).

Si consideri una trave a sezione costante, vincolata alle estremitd in
modo che in esse sia impedita alla sezione retta la rotazione torsionale

a(z)

A B
o

Ny

@
y + m@=a@el)

a(z)l ( #a(z)
/) +cT +CT

F1c. 10-58

(fig. 10-58). Agli effetti dell’abbassamento e della rotazione intorno agli

(*) Per la lettura di questo paragrafo & necessario essere in possesso delle
cognizioni elementari della teoria delle travi, contenute nel terzo volume.
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altri assi il vincolo puo essere di qualsiasi tipo (appoggio, o incastro pil
o meno cedevole). Deve comunque essere consentito che la % in A e B
avvenga intorno al centro di taglio.

La trave sia caricata da forze a (z) distribuite lungo z e di direzione nor-
male all’asse z stesso. Riportando tali forze sulla retta dei centri di taglio,
il problema si scinde in due, il primo relativo alla sollecitazione di fles-
sione e taglio senza torsione, il secondo relativo alla sollecitazione di sola
torsione sotto momenti torcenti distribuiti m, applicati alla trave con una
legge qualsiasi di variazione lungo 2. Il valore del momento torcente ester-
no distribuito m, (z) é fornito da a (z) - e (z), dove e (z) & la distanza tra

m,dz

———
M.+ % dz

X nd
dz

dz+m,dz =0

'_ er_
dz

F1c, 10-59

la retta d’azione di a (z) e la retta dei centri di taglio. La caratteristica
torcente M, e variabile e legata ad m, dalla relazione (fig. 10-59)

dM, (55)
—_= —m .
dz ;
Dalla (10-53) derivando si ottiene
d M,
— C1 ) — (:2 ,ﬁ.w
dz
e, per la (10-55),
9 G ™ 56
C, - c, (96)

Le condizioni ai limiti per z—0 e z=1¥ sono $=0 e ¢=0 ai due
astremi, e cioé ¢ = 9" =0.
Si vedra (Vol. V) che, in una trave appoggiata, di sezione costante,
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soggetta alle forze distribuite q (z), ed alla forza normale H di trazione,
gli abbassamenti v sono forniti dall’equazione

vw — oy = - (57)

H 2 roT] H «— /
‘ - Lﬂ - \ /__,.H
H q 4
w_ o oon_ 3 /
y VTEIY T EI fl
Tq
*_ '
(ED"=C, T=M a)
q*=m,
*_ g »_
H‘ C'n z J i l 1| H :C’
v¥=¢% §
S Cign_ me
y ¢. ¢ b)
Fic. 10-60

Dal confronto tra la (10-56) e la (10-57) si osserva che le ¥ sono gli ab-
bassamenti fittizi w* di una trave appoggiata a sezione costante, di rigidita
flessionale fittizia (EI)*=C,, soggetta al carico fittizio g* (z) =m, (z)
ed alla forza assiale fittizia di trazione H*=C,, (fig. 10-60 b). Per le di-
mensioni fisiche, i termini della (10-56) sono delle {™, i termini della
(10-57) delle {73,

Nella trave inflessa risulta (fig. 10-60)

T=M=—EIvV' =T, —HV

da cui

T, = HV — EIv"” (58)

dove T, e il taglio calcolato sulla trave considerata indeformata.
Dalla relazione

Mt —_ c1 9 — Cz 9"

e dalla (10-58) si trae che la caratteristica torcente M, é fornita in ogni
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caso dal taglio fittizio T * calcolabile per effetto dei soli carichi q*=m,;
di questa la parte C, 3 =H* v¥ ¢ assorbita alla De Saint-Venant, la par-

te —C, 8" =— (ED* v¥"” genera le tensioni cosiddette secondarie 1, (fi-
gura 10-61).
(ED*=C,
q*=m,
H'=C, 2 | H™=C)
7Z 2
y + V*=l‘}
AY

\_I aff. t,(z)

Iy
!
_.f_ | v*=y”
’\;—’/} aff. —O(Z)
Ay L &m

v =
/I aff, 12(2)

yd

Fic. 10-61

Se la rigidita EI & nulla, la trave si riduce ad un filo teso da un tiro H
noto; la sollecitazione tagliante & nulla, e le (10-57) e (10-58) si scrivono

— HvV' = q (59)
T, =HvV . (60)
Se si trascura il bimomento C, (trattazione classica) & C,= (EI)* =0,

e si ricade appunto nell’equazione dei fili flessibili soggetti ad un tiro
H*=C, noto (figg. 10-62 e 10-63). In tal caso il diagramma del taglio T*,
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che si genererebbe sulla trave indeformata soggetta al carico fittizio
q* (z) =m, (z), coincide con H*v¥ =C, ¥/, ed & tutto assorbito alla De
Saint-Venant.

Il caso esaminato & quello della trave appoggiata con appoggi torsio-
nali di estremita (=0, §"’"=0); se il vincolo torsionale & tale da im-
porre $ =0 e w=0, e cioé =49 =0, il vincolo si chiama incastro tor-
sionale. In questo caso l'analogia continua a sussistere, facendo corri-

a . b
T
- lF
F ab
H F
| ‘ l
rl
] — a
JFT
T =-EIv”=0
T,=Hv'
u [ T =F* u
A W e

F1c. 10-62

spondere nella trave fittizia all’incastro torsionale un incastro ordinario,
ove v=v' =0, v"20. In tal caso il taglio T, della (10-58) é quello
dovuto, sulla trave considerata indeformata, alle forze q ed alle coppie
di estremita. Se C,—0 si ricade nel caso del filo, e T,=HV' coincide
con il taglio sulla trave indeformata soggetta alle sole forze g, perche
le coppie di estremita sono nulle (EI=0, o H==o00, portano appunto,
nel caso in esame, a momenti di estremitd nulli).
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Il caso della mensola (fig. 10-51) ricade in quello piu generale esposto
in questo paragrafo. Il vincolo pud essere un incastro torsionale, o un
appoggio torsionale; 'equilibrio & comunque garentito per la presenza di
H*=C_C,.

Un vincolo intermedio che impedisca le rotazioni & (3 =—0) si chia-
ma appoggio torsionale intermedio; di tale tipo sono quasi sempre i vin-

a b
1
'p
t
q | F
HY / ‘H
T =-EIv"=0
Fo ~ M
T,= Hv'
a
Fy
m,=q*

Fic. 10-63

coli delle travi continue. In essi pud essere g #0 e cioé ¢ 0. Anche
in tal caso I'analogia & valida, per la stessa trave su appoggi intermedi
ordinari e con le estremitd appoggiate o incastrate secondo che i vincoli
estremi siano appoggi o incastri torsionali. La soluzione di tale trave si
persegue con facilitd attraverso le funzioni iperboliche @ (H) e W (H)
(Vol. V) del Timoshenko, ed utilizzando le equazioni dei tre momenti o
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il metodo di Cross. Se C, si trascura si ¢ in presenza di un filo flessibile,
in cui T *=H#* v* coincide con il diagramma del taglio fittizio nelle cam-
pate considerate ciascuna isolata ed appoggiata a due estremi. Nel primo

m;,

u_rrrrr Iy u 1)
LA LAL 7 bz

*_
q*:rnt V*="3‘ (EI) —CZ

T~

- mﬂﬂTﬂ _
H;zctv e — H*= él

M|=

*
i Tq {TAGLIO PROVOCATO SU OGNI CAMPATA, CONSIDERATA INDEFORMATA,

DAl CARICHIL, E DAl MOMENTI CALCOLATI IN PRESENZA DI H®%).
* % [
[T TTr \H {’ G

S 1 e S
1], I ——

—(ED*v*"=-C,%"
Fic. 10-64

caso (fig. 10-64) una sollecitazione torsionale agente su una sola campata si
risente in tutte le altre, nel secondo caso invece (fig. 10-65) si risente solo

i 1l) &0

W (recee 1 1
Wy WRAZA\\ B E
o*=m (ED*=0
H=C ot (]] H'=C,

TF=M,=C¥
F1a. 10-65

sulla campata caricata, con gli stessi effetti che si avrebbero se tale cam-
pata fosse ad appoggi torsionali di estremita.



CAP. X LE TRAVI CON SEZIONE RETTA SOTTILE 383

E’ infine appena necessario accennare al fatto che, essendo H*=C,
indipendente dal carico q*, vale il principio di sovrapposizione e quindi
la teoria delle linee d’influenza per tutte le forze trasversali; quindi si
possono costruire, per ogni sezione, le linee d’influenza di 9, di § e di §"
(e quindi delle tensioni principali e secondarie) per una forza F*—=DM,
viaggiante.

Per costruire la linea di influenza di v.* = 4',, occorre far agire in S
una coppia unitaria e costruire il diagramma degli spostamenti. Per co-
struire la linea d’influenza di v,*’" = $”,, occorre (fig. 10-66) far agire in S

A

Fv, Bl Aa=0
V; = FV[ %
F16. 10-66

una distorsione A« unitaria; il diagramma degli spostamenti si ottiene
dall’equazione (10-57) per q ==0, con la condizione che la v’ sia disconti-
nua in S con discontinuita pari a Aex. Analogamente si opera con una di-
storsione Av unitaria per ottenere la linea d’influenza di v*'" = §'",.

Se la trave € a sezione variabile, ma con i centri di taglio allineati su
una retta, le forze a (z) riportate su tale linea non inducono torsione, men-
tre questa e dovuta ai momenti distribuiti m, (z) =a (z)" e (z). Dalla
(10-53) si ha in tal caso, differenziando,

1
_mt:

dC,
¥ +C¥ - — " —C,o (61)
dz dz
dalla quale, per C, e C, costanti, si ricade nella (10-56).
La (10-61) é 'equazione piui generale della trave soggetta a torsione
non uniforme.



CAPITOLO XI

UTILIZZAZIONE DElI RISULTATI DEL DE SAINT-VENANT
E RELATIVA APPROSSIMAZIONE

1. Estensione dei risvltati del De Saint-Venant alle travi.

Si & detto (Cap. I) che i risultati del De Saint-Venant sono wvalidi,
per un cilindro corto, solo se le sollecitazioni sulle due basi sono di-
stribuite alla De Saint-Venant. Se il cilindro & lungo, il postulato del De
Saint-Venant permette di far dipendere la soluzione del problema dalle
sole caratteristiche della sollecitazione sulle due basi, e quindi di cono-
scere la soluzione relativa a qualsiasi sollecitazione sulle due basi.

Il campo di utilizzazione dei risultati, cosi faticosamente acquisiti, &
ancora perd molto limitato: solido cilindrico, senza peso, sollecitato solo
sulle basi.

Perché essi siano resi operanti sul piano applicativo, occorre esami-
nare se, e con quale approssimazione, essi possono essere accettati per
travi, e cioé per strutture monodimensionali, a sezione variabile, ad asse
curvilineo, comunque vincolate, dotate di peso proprio, e caricate anche
sulla superficie laterale (*).

Un primo esempio di estensione dei risultati del De Saint-Venant si
& svolto con riferimento alla pila di uniforme resistenza (Cap. III, § 2); si
vuole adesso trattare questo tema pill in generale.

Si consideri percidé un arco (trave ad asse curvilineo) a sezione varia-
bile, comunque vincolato alle due estremita, soggetto ad un peso proprio
non trascurabile, e caricato comunque sulla superficie laterale (fig. 11-1).

Ogni sezione retta sia definita dall’ascissa curvilinea s, misurata lungo
I'asse, a partire da uno dei suoi estremi, per esempio A. Si consideri un
tronco elementare lungo ds all’ascissa generica s, e da ambedue le parti di
questo tronco altri due tronchi, lunghi ciascuno quanto la distanza di

(*) Una trave si pud pensare generata assegnando prima l'asse A B, e fa-
cendo poi percorrere questo da un’area S (sezione retta), che si mantenga sem-
pre con il suo baricentro sull’asse, che sia sempre ortogonale all’asse, e che muo-
vendosi possa variare di dimensioni in funzione dell’ascissa s.
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estinzione d, (valutata attraverso le caratteristiche geometriche della se-
zione retta all’ascissa s).

Siano S, ed S, le estremita del tronco somma dei tre prima conside-
rati. Lo stato di tensione nel tronco ds dipende soltanto dalle caratteri-
stiche della sollecitazione sulle due sezioni S, ed S,, e non dalla effettiva
distribuzione delle tensioni su di esse. Se poi il tronco S, S, pud assimilarsi
nei riguardi della geometria e delle forze ad un solido di De Saint-Venant,
puo anche dirsi che per il tronco ds possono essere accettati i risultati del
De Saint-Venant; ovviamente, in funzione delle sole caratteristiche in
S, e S,, e cioé in funzione delle sole caratteristiche della sollecitazione
relative al tronco ds. L’approssimazione quindi con cui i risultati del De

Fic. 11-1

Saint-Venant possono applicarsi al tronco ds & la stessa con cui il tron-
co S5, S, pud assimilarsi ad un solido di De Saint-Venant. E’ necessario
percio innanzitutto che le variazioni (con s) di dimensioni della sezione
retta non siano troppo rapide, perche esse devono potersi trascurare in
relazione alla lunghezza 2 d,. Occorre poi che il raggio di curvatura del-
I’asse sia tale da poter trascurare, in rapporto ad esso, la lunghezza 2d,.
Queste due ipotesi consentono di considerare il tronco S, S, come pri-
smatico; esse escludono dai casi di applicabilita dei risultati del De Saint-
Venant le travi con sezione rapidamente variabile, e le travi a grande
curvatura.

Per quel che riguarda le forze, & necessario che le forze relative alla
massa e quelle agenti sulla superficie laterale siano trascurabili in rap-
porto alle caratteristiche della sollecitazione sulle due basi S; ed S,. Fis-
sate le dimensioni delle sezioni rette, i valori delle caratteristiche della
sollecitazione provocate dal peso proprio aumentano con la luce, mentre
il peso proprio del tronco S, S, non varia; percio ¢ necessario che la trave
AB sia abbastanza lunga in rapporto alle dimensioni delle sezioni rette.
Cosi pure, fissato il valore delle forze p distribuite sulla superficie late-
rale, le caratteristiche della sollecitazione provocate dalle forze p aumen-
tano con la luce, mentre la forza agente sul tronco S,S, & invariata.
Anche per quel che riguarda le forze superficiali distribuite & necessario

wr moawverner - Yal IT D14
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percid che la trave sia abbastanza lunga rispetto alle dimensioni delle se-
zioni rette.

Le forze o le coppie concentrate possono essere dello stesso ordine di
grandezza delle caratteristiche della sollecitazione; in tal caso esse non pos-
sono impegnare il tronco S, S, se si vuole ancora considerare quest'ultimo
come un solido di De Saint-Venant. E’ per questo motivo che i risultati del
De Saint-Venant non sono accettabili ad una distanza minore di d, dalle
forze concentrate di una certa entita, e quindi anche dai vincoli. In corri-
spondenza di queste zone é necessario prendere dei provvedimenti locali;
di questi si e gia fatto un esempio, trattando delle pile ad uniforme resi-
stenza, nella gabbia che si prevede per le costruzioni in c.a. in corrispon-
denza dei rulli di appoggio. In genere i provvedimenti locali si calcolano
ad abundantiam, facendosi guidare dall’esperienza, e chiedendo all’intuito
informazioni sommarie sull’andamento delle linee isostatiche; le armature

IRz ENE
TR |

Fic. 11-2 Fic. 11-3

L

HERE
|

||

J 11

supplementari nel c.a. si dispongono seguendo grosso modo tali linee, pre-
valentemente secondo quelle di trazione; cosi pure nelle costruzioni me-
talliche si prevedono cantonali o piatti o lastre di rinforzo che garanti-
scono con ampia sicurezza le zone di comportamento incerto. Nella figura

2C NP8

LNP4Xx4

2LNP6><G!

4

—
0

2L NP20

x

Fic. 11-4

11-2, é riportato il particolare del coliegamento di un pilastro su una trave
in c.a.; i ferri sagomati seguono approssimativamente l’andamento del-
le linee isostatiche di trazione. Nella fig. 11-3 & disegnato il particolare del-
I’'attacco di un tirante ad una trave in c.a. Nella fig. 11-4 & tracciato un
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particolare analogo a quello della fig. 11-2, per una struttura metallica.

Se il tronco S, S, & tale da consentire 'uso dei risultati del De Saint-
Venant per il tronco ds, si calcolano le tensioni relative alla sezione retta S
di ds attraverso le (3-2), (5-2), (8-6) e le prime due delle (9-9) (*); la terza
delle (9-9) non si considera, perché il tronco ds & di lunghezza elementare,
e le tensioni normali fornite dalla terza delle (9-9) sono trascurabili in
rapporto con quelle relative allo sforzo normale ed alle due flessioni rette.
Le caratteristiche NT, T, che entrano nelle suddette relazioni si otten-
gono per una trave compresa tra due vincoli A e B (esterni o interni),
(fig. 11-5) considerando la normale z alla sezione S nel suo baricentro, (e

Fic. 11-5

cioe la tangente all’asse della trave in S), e i due assi principali di inerzia x
ed y di S, e proiettando su questi tre assi tutte le forze agenti su una
delle due parti in cui la trave é divisa da S, ivi comprese le reazioni vinco-
lari, di vincolo esterno o interno; le caratteristiche M, M; M, si ottengono
calcolando i momenti delle stesse forze rispetto agli assi x ed y, ed alla pa-
rallela all’asse z condotta per il centro di taglio C della sezione S.

Orientata la terna x y z su una delle due facce risultanti da un taglio
in S in modo che z sia diretta verso l'esterno del corpo (e cioé come nella
fig. 11-5, ove S & considerata appartenente alla parte AS) le sei caratte-
ristiche, (calcolate in relazione alle forze agenti sulla parte asportata, e
cioé sulla parte SB) sono positive se dirette come gli assi.

L’energia di deformazione e fornita, attraverso i suddetti valori delle
caratteristiche, da

B Nds ,fB M,? ds fB M,* ds

L= + +
J, 2EA T J, 2mL ), 2EL
B M? ds ,[ Tds [B T.2ds 1
t), %561 X 9Ga TJ, %X 3ga’ @

(*) Le tensioni da taglio e torsione si calcolano, in pratica, con i procedimenti
gia illustrati, validi per i vari casi (sezioni, sottili aperte, chiuse, etc.).
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la (11-1) & approssimata, perché nello scriverla si & supposto che le espres-
sioni del De Saint-Venant siano valide anche in prossimitd delle forze e
dei vincoli. La (11-1) é ottenuta dalla (9-21); si ricordi che M, deve essere
valutato rispetto al centro di taglio.

2. Espressione della tensione tangenziale da taglio nelle travi a sezione forte-
mente variabile.

Si esporra in questo paragrafo un notevole esempio di tensioni secon-
darie derivanti dalla non assimilabilita del tronco S, S, ad un solido di De
Saint-Venant; si intendono al solito per tensioni secondarie i termini cor-
rettivi da affiancare a quelli derivanti dalla trattazione alla De Saint-Ve-
nant. Si consideri una trave a sezione fortemente variabile, ed in questa un
tronco elementare ottenuto tagliando la trave con due piani ortogonali
all’asse e distanti dz (fig. 11-6). Sia x 'asse neutro, M, la componente del

Fic. 11-6

vettore momento secondo quest’asse, T, la componente del taglio secondo
la normale y ad x. Si suppone che la tensione normale ¢, sia ancora for-
nita dalla formula di Navier (in assenza di sforzo normale)

M,
L

G, — Y - ) (a)

L’equazione di equilibrio alla traslazione secondo l'asse z della stessa
parte di solido considerata nella trattazione approssimata del taglio (§ 9-6)
e la stessa (9-u)

Tum P dz+f dog,dA =0 . (b)
A
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30, [1 de_I_M d(l)]
sz I, dz *dz \1

e quindi, essendo T,dz—d M, (fig. 11-7),

Dalla (a) si trae

da, T, d 1
dg, = dz = ydz + My, y — dz . (c)
0z I dz

La (b) si scrive percio

T, d y T, d S,
Tam B =— ——— S, — M, dA —— S, —M, —
I, dz 7, I, I, dz

da cui

(2)

T,S, M, d (S)

 Lb b dz \1I

tzm ha—

Scegliendo le corde b parallele all’asse neutro, la tensione in corri-
spondenza dell’asse neutro é fornita da una espressione binomia il cui pri-

) M.+ T,dz

T,
Fic. 11-7
mo termine coincide con la (9-26); poiché in tal caso & I,—=—S, h¥*, si
trae dalla (11-2)
T, M, dh*

(3

szn s

b,h* b h* dz

Si consideri, per esempio, una trave appoggiata con bordo superiore
orizzontale, in cui il braccio h* aumenta dall’appoggio alla mezzeria
(fig. 11-8 a); se le forze sono verticali, comprese le reazioni, si usa sce-
gliere i piani che definiscono le sezioni rette anch’essi verticali, perché
sia N=0 sulle sezioni che cosi si considerano. Poiché T>0, M>0,
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dh*/dz > 0, si osserva dalla (11-3) che i due termini della formula sono di
segno opposto, e percio il momento esercita una benefica influenza nei
riguardi della tensione tangenziale (*).

AT>0 fT>0

)

M> 0 a)
b T > 0 FT > 0
AT I .
AnBnBInnanmgm
| 3 q
| R !
"z ‘ \
/ . dhe o
<0 y dz
Iy M<J<O0
d)
M >0 b)
Fic. 11-8

La spiegazione fisica & immediata, non appena si tenga conto del verso
delle t,, e delle tensioni sul bordo inferiore, poiché quest’'ultime presen-
tano una componente verticale dello stesso segno delle 1,,, che percio
con esse collabora all’assorbimento del taglio.

Effetto benefico il momento esercita anche nelle travi incasfrate in
cui h* diminuisce dall’incastro alla mezzeria, nelle zone in cui M & negativo
(fig. 11-8d).

Il contrario accade nei due casi illustrati nelle figg. 11-8b e 11-8c. Si
osservi-che i due casi in cui il momento esercita un’azione benefica sono
quelli in cui la sezione varia in modo razionale anche nei riguardi delle
tensioni normali, perché h* ed | M| presentano leggi di variazione ana-
loghe.

(*) Si trae dalla (11-3) che Tayn puo addirittura annullarsi; ci0 accade se

1 dn* 1 dM,

h* dz M_ dz

X




CAP. XI UTILIZZAZIONE DEI RISULTATI DEL DE SAINT-VENANT 391

In presenza anche di sforzo normale la (a) si scrive

M, o, N
. 7 A

g; =

e quindi la (c¢) si modifica nell’altra

; o d(1>d+1 av N dA
= z Ly — - — dz— z .
=T Y@ VL /Y TTA T4z A dz
La (11-2) diviene
T,S, M, d /8§, A" dN AN dA
G = — 2t - + @
I b b dz \L Ab dz | A dz

La (11-4) é particolarmente utile negli archi, ove lo sforzo normale

& sempre presente, e spesso fortemente variabile assieme alla sezione
(fig. 11-9).

| |

F1c. 11-9

Si osserva dalla (11-4) che se la sezione A e lo sforzo normale non
variano con z, lo sforzo normale non introduce alcuna variazione nell’espres-
sione della 1, .



