Capitolo quarto
I sistemi continui.

1. Le funzioni di Green.

Si consideri la trave della fig. 31, vincolata con incastri, in genere

4 (2:2)

linea d’'influenza dell’ abbassamento
nella sezione S’

Figura 31

cedevoli verticalmente ed angolarmente. Si ha cioé

RA = — k:; v,
RB = k:? vB

(342)
mA == kA ‘PA
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Una forza verticale F = 1 agisca all’ascissa z ; sia
vz = G(E' 2 (343)

la funzione che definisce I’abbassamento in z'. La G (z', Z) gode, per
Betti, della proprieta

G z)=G(z, z'); (344)

essa € la funzione di Green degli abbassamenti per effetto di una for-
za verticale unitaria. La G (z', z) pud essere interpretata in due modi :

a) z fisso, z' variabile: deformata per effetto della forza F = 1
agente all’ascissa z ;

b) z variabile, z' fisso: linea d’influenza dell’abbassamento in z’
per una forza F = 1 viaggiante.

Generalmente la funzione di Green € intesa nel secondo aspetto,
per cui prende anche nome di funzione d’influenza. In questo caso
la prima variabile € ’ascissa della sezione in studio, la seconda variabi-
le é I’ascissa della forza agente. .

La proprieta (344) ¢ la cosiddetta proprieta di. simmetria ; non tut-
te le funzioni di Green rispettano questa proprieta.

Spesso la funzione di Green & fornita adimensionalizzando z e z',
e cioé sotto I'aspetto

G, %)
ove
r 2
£=7
_Z
$ =7

Per sua natura la funzione di Green € fornita da due espressioni,
valevoli una a sinistra, e ’altra a destra di S'. Per esempio, per la
trave appoggiata di sezione costante si ha (fig. 32 a)
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——#(1—§)[§(2§' —") =] se §<¢

/6E1

GEL,O~= \ (345)
73 )
— (1 — 2 %) =8
T 1=-91es-H—¢7) se §=¢
l ¢ i
T i
v;'(z)
b)
Figura 32
per la trave a mensola (fig. 32 b) € invece
3 5
' __ <¢!
/ T, (35 —5) se {<¢
GELY = (346)
\ £ g o
T RIS se =0

Nel primo caso, per esempio, per ¢ = 0 la prima espressione forni-
sce G = 0, e non la seconda; invece, per { = 1 ¢ la seconda che forni-
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sce G =0, e non la prima. Per { = ¢’ ambedue danno

l3

1
G, %) =3 EI (¢ —28 +¢2)

e,per{=¢'=—,

(1 1) [3
G —_— =
22 48 E'1

Nel secondo caso, per ¢ = 0 la prima espressione fornisce G = 0;
la seconda, per ¢ = 1, fornisce

3

- f2 3_ 1
BT §“(3-¢9
che, per ¢' = ¢ =1 si traduce in
3
G(1, )=
( ) 3E]T

La G (z', z), considerata come funzione della sola z, & quindi la
linea d’influenza

vgr (2)

dell’abbassamento » in S’ per effetto della F = 1 viaggiante. Conside-
rando due forze FF e — [ alle ascisse z e z + dz (fig. 33), si ha

v(E)=—=FGE' z+dz)+FG(Z, 2)
e ancora

G,z +dz)—G(Z 2) .
dz

v(z)=- dz. (347)
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Y | + Ve (2)

@212)

Figura 33
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Effettuando il limite per dz - Q ed FF —.o _ sotto il vincolo Fdz =
=1, la v(z") é lo spostamento in S’ per effetto della coppia unitaria
ali’ascissa z, e cioé la linea d’influenza

vy (2);
d’altro canto la frazione della (347) diviene la derivata di G rispetto a
z. Quindi puo porsi

ol (2) =—3%2—) . (348)

Si pud poi scrivere, sotto la forza F = 1 agente in S,

v(z'+dz'y—v(') G +dz' z2) =G (' 2)

dz' dz'

effettuando il limite per dz' = 0 il primo termine fornisce la rotazio-
ne in S’ cambiata di segno, ed il secondo termine la derivata di
G rispetto a z' . Quindi

0G (z', 2)

=20

(349)

Sotto la coppiaon=11in S, si scriva (346)

3G (z' +dzZ', 2) N aG (Z', 2)
az 0z

v(z' +dz')—ov() B
dz' dz'

effettuando il limite per dz' — 0 il primo termine fornisce la rotazio-
ne in S', cambiata di segno, ed il secondo termine la derivata se-
conda di G rispetto a z e z', cambiata di segno. Quindi

02 G (Z' 2)
9z 02"

‘p?, (z) = (350)
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Dalle (345) si ottiene, derivando,

12
3 __ 2 ! 2 22 <¢
/6E1 [ 38+ @B +2)-38%] se §<¢
v;,",(z)= (351)
\ ) |
13 [ _ > '
7 (7 568 —6¢ +2)] se §>¢
2
3 Ly R ! I
/ — [ G868 + ) se § <¢
Py (2) = (352)
\ .
3 - 2 12 s Y 12 !
o (£ 738+ 5B + ) =387 se 3¢
/651 (3¢ —6¢' +3¢8 +2) se ¢ <¢'
pgr (2) = (353)
\——f——(3§2—6§+3§'2+2) se £=>¢'
6EI

Le dimensioni di v, o, «p’;., ¢g» sono rispettivamente [/F7' ],
[F', [F'), 7' F'). Le v e g% non sono simmetriche; ed infatti
lo spostamento in S’ per una coppia M = 1 in S non ¢ uguale allo
spostamento in S per una coppia m = 1in S'. Invece la cpg’. (z) é sim-
metrica; cio0 é conforme al principio di Betti, poiché la rotazione
in S’ per una coppia M =1 in S coincide con la rotazione in S per
una coppiam=1in S".

La (353) ¢ la funzione di Green delle rotazioni per effetto di una
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coppia unitaria, e si esprime in z e z' come segue:

| ‘
SEIl (322 —6lz" + 322 +212) se z <z'

Kz z) = (354)
\ ] 2 12 !
-%"E—I_I_GZ — 61z +32'2 +21%) se z=2z2'.

La (354) e particolarmente utile nello studio delle situazioni
semilineari, e nella ricerca dei moltiplicatori euleriani.

La (354) ¢ riportata come ultimo diagramma della fig. 33. Per
z' costante, le derivate in z' sono

dK z'
(45) -6
dz Ell

(dK) z'—1
—_— — < 0.

dz /, Ell

La K(z) ¢ percid discontinua, nella derivata prima, in z = z',

2. La formulazione differenziale delle situazioni semilinearti .

La trave sia soggetta (fig. 34) al carico trasversale g (z), ed al
carico assiale Af(z). Siano R (z) ¢ ?\Rz (z) le componenti secondo
v e z delle forze ¢ (z) e Af (z) agenti alla sinistra della generica ascissa
z, edon(z) il loro momento (positivo se antiorario) rispetto al bari-
centro della sezione. Siricordi che, in primo ordine, €

Ry (z) = —T(2)
(355)
AR_(z) = —AN(z);
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€ comunque, invece

M (z)=—M(z) (356)

Il vincolo B di destra impedisce gli spostamenti secondo z, mentre
il vincolo A é scorrevole; quindi

R,=-R (). (357)
4 Q o
! |
q(z)
A z L ” i B
— L ——
)"FA — A e e e - — — —
Af(2)
Y
‘ dz ,
. +
* t
M (2)

1 Q.

v
dz
2z

o}

le(j ’-\ — i_
l R,(z
N

Figura 34

Le tre equazioni di equilibrio del tronco elementare sono
Ry — (Ry +dRy) +qgdz = 0
AR, — (AR, +AdR,) +Afdz=0 (358)

m — (m+dom) + R dz —NR,dv=0.
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La prima e la seconda forniscono le relazioni differenziali

dRy
- dz
(359)
dR,
f - dz »
in primo ordine esse si traducono nelle ben note
__ 4T
1= dz
(360)
__ 4N
F= dz
La terza delle (358) si scrive
SAm Lk AR Loy
dz Y ? dz
e ancora
d2m+ dRy A a (R dv)—O 361
dz? dz dz :dz ) (361)
Per le (356) e (359), 1a (361) si scrive come segue
d*M d ( dv
+g—-A—(R._—)=0. 362
dz? 1 dz \ * dz) (362)
Poiché nell’ipotesi di piccoli spostamenti si pud porre
d?
M=—EI — (363)

dz?
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la (363) si scrive

d? (E[dZv)+}\ d (R dv \
dz? dz? dz \ ? dz 1

e, adottando I'apice come simbolo di derivata,

(EI0"Y" + X (R, V') =q- (364)

La (364) ¢ lequazione fondamentale delle situazioni semilineari.
Per le ipotesi fatte, R, ¢ positiva se corrisponde ad una compresswne

Inoltre, se /7, €la Forza assiale concentrata in A (se essa € positiva,
corrisponde ad una compressione), ed £, le eventuali forze assiali
alle ascisse z,, si ha

K

R,=F,+ ) F+ f f(e)yde. (365)

0 0

!

Se €, €, Cp cB sono le cedibilita elastiche in 4 e B, ed in relazio-

ne alle coppie reattive ed alle reazioni verticali, le condizioni ai limiti
in A sono (fig. 35).

— — r
z =0 R, = —kA
(366)
My == kA L
InA ¢
T,= —F, seny, —R, cosgp, . (367)
Nell’ipotesi di piccoli spostamenti si pu0 scrivere
seng, = ¢, = —v,
cosgp, = 1 (368)

T=M=(-EIv"Y,
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e quindi la (367) diviene

—(EIY"), = F, v, =R

A b

Figura 35

da cui

R, = F v +(EI") . (369)

Cosi pure
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m,=-  =(El"), (370)

Quindi le condizioni (366) si traducono nelle altre

' ton T -
ko, +F, v, +(ED, v +(ED), v/ 0
z =0 (371)

! 1 o__
kyv, —(EI)A v, = 0.

Le condizioni ai limiti in B sono (fig. 36)

B B
(372)
M=~ ky ¥,
B
-l
R,>0
g, =0
Tg >0
Re
Mg > 0 /JI'LB >0
l ) M
Mg = kgvg My =~ k@
Figura 36
InBé
Ty = — R, sengp, + R, cos g,
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e cioe
T, = R v, +R,_
da cui
- (E]v"):g = R, v; + R,
R, = —R_v, —(EIV"), . (373)
Cosi pure
m, =M, =—(EIv"),. (374)

La (372) si traducono quindi nelle altre

—kpvg +R vg + (ELgv, +(EDgvy' =0
z =1 (375)

kgvy, +(EDgvg = 0.

Le (371) e (375) sono omogenee; esse diventano non omogenee
se entrano in gioco i cedimenti anelastici.

La (364) ¢ l'equazione differenziale, che con le condizioni (371)
e (375) costituisce il problema differenziale. Se g = 0, si € in presenza
di un problema omogeneo.

Dalle (371) e (375) si possono trarre le condizioni ai limiti nei
casi di appoggio, incastro, bipendolo o estremo libero ponendo
rispettivamente

K o= k=0
kj4=°° kA:oo
, (376)
K =0 k, = o
K,=0 k=0
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3. La formulazione integrale delle situazioni semilineari: il problema
omogeneo.

L’uso della funzione di Green offre il vantaggio di operare, nei
vari casi particolari, senza chiamare in gioco le condizioni ai limiti,
delle quali si tiene conto, una volta per sempre, attraverso la suddetta
funzione.

Si consideri, innanzitutto, il problema omogeneo; I'equazione
differenziale ¢ (364)

(EI")" = =\(R_2') . (377)

D’altro canto (364) I'equazione differenziale della trave soggetta
a carichi trasversali ¢

(EL0")" =q. (378)

Dal confronto fra le (377) e (378) si trae che se sotto un certo
valore di A la (377) ha soluzione non banale, tale configurazione
v(z) & quella generata da un carico trasversale fittizio fornito da

do(z) ] (379)

d
* =)\ —
a*@)==n— [Rz () —

Quindi la soluzione v (z) della (377), e solo essa, soddisfa la condi-
zione (343)

!
v(z')= / g*¥z) - G, 2)dz
0
e cioé
dv(z)
dz

L d
vz + A [ —-—[Rz(z) ]G(z',z)dzzo.(380)
0 dz

Scambiando z' con z, in virtd della (344), pud scriversi

I d !
v(z) + A ] [RZ(Z') ZS)}G(Z,Z')dzEO.(BSI)

0

dz'
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Integrando per parti puo0 scriversi

Pod ' dv(z') | ! ro_
j{, _—dz' [Rz(z } _mdz' JG(z,z)dz

. dv(z)) , z'=1 ! ,dv(z') 9G(z, 2') ,
=R — R d
["’(Z) dz' G(Z’Z)]z,zo [0 O T T ¢

Si ricordi che la G (z, z'), esprimendo un abbassamento, & ovunque
continua, con la sua derivata prima rispettoaz o z'.

Se la trave € vincolata con incastri non cedevoli verticalmente,
se cio¢ v, = v, =0, e quindi

Gz, 0)=G(z,)=0.

(383)
la (381) si scrive, per la (382) ,
! . dv(z')y 98G(z,z"y
v(z) — A R () p p dz'=0. (384)
o z dz 0z
Derivando rispetto a z 1a (384) diviene
! . . 9%G (z,z")
p(z) — A R (Z)e(Ez) ——,—dz =0
o 0z 0z
e cioé, per la (350) ,
!
w(z) — A f R (zVK(z z)e(zdz'=0. (3853)

0

La K (z, z') & la funzione di Green della rotazione prodotta da una

coppia viaggiante; essa € simmetrica, come gia detto, nel rispetto del
teorema di Betti.

La (385) ¢ una equazione integrale di Fredholm di seconda specie,
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omogenea, nella funzione incognite ¢ (z). Le equazioni di Fredholm
di prima specie non contengono il termine ¢ (z).
Il prodotto

R (") K(, z") (386)

& il nucleo della (385), A il parametro; poiché K ¢ simmetrica, il nu-
cleo si dice simmetrizzabile.

Data la struttura, € nota K (z, z'); in essa sono contenute le condi-
zioni ai limiti. Le forze sono assiali, ed espresse attraverso la R (z);
esse sono definite a meno di A.

La (385) ammettera soluzioni non banali (autofunzioni) soltanto
per particolari valori di \ (autovalori).

Data una qualsiasi funzione m (z) definita in [0,/ ], si ha

1,1
[ [ Kz z2)Yym@)mEhdzdz'>0; (387)
0

ed infatti m (z) pud essere interpretata come una distribuzione di
coppie m (z) agenti sulla trave, cui corrisponde 'energia di deforma-
zione

| 1
L=— [ mz)yp(z)dz =
2 0

1 i i
> ] m (2) [[ Kz z)ym(z" dz'} dz
0

0

che é sempre maggiore di zero.

La (387) si esprime dicendo che K(z, z "y & definita positiva.

In questo caso, se R, (z) € ovunque maggiore di zero in [0, /], an-
che il nucleo (386) si dlce definito positivo.

Si dimostra che se il nucleo € definito positivo esiste un insieme
infinito di valori A; X, A\; ... reali, positivi, ordinabili, tali che per
essi, e solo per essi, 1a (385) ammette soluzione non banale. Ad ogni
A, corrisponde in genere una sola soluzione ¢, (), definita in [0, [ a
mt,no di una costante moltiplicativa. Se ad un ?\ corrispondono

p autofunzioni gp{ (G=1,2...p)ogni combinazione delle @
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v, (2) = ¢, ¢ (2) (388)

soddisfa la (385).
Ad ogni autofunzione corrisponde un solo autovalore. Date due
autofunzioni @, (z) e P, (z), corrispondenti a due autovalori distinti

)\h e )\k , la loro energia mutua € nulla. Infatti dalla (385) si ha

I
5,1 (z)= A, ] R, YK (z, z") Eh (z')dz'
0

(389)

!
ﬂ;k (z)= A, [ R, z')K(z, z" "Ek (zhdz'.

0

La prima delle (389) dice che Eh (z) rappresenta le rotazioni dovu-
te alle coppie distribuite

mf(z)=X, R (2) g, @); (390)

la seconda dice che Ek (z) rappresenta le rotazioni dovute alle coppie
distribuite

m¥*(z)=\ R, ()9, (). (391)

I lavori mutui relativi alle due condizioni di carico (390) e (391)
sono uguali, e cioé

! 1
Le 12 = [ m’a: &Pk dz = 7\h / Rz ¢!1 ‘pk dz =
0 0

(392)

7 !
- L, = [ nlswhdzzkk[ R, ¢ ¢, 4dz

0 0

da cui
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1 L 1 o
A, [ R, ¢, ¢ dz=1, [ R, ¢, 9, dz;
0 0
€ quindi
l —— —
A\, =) ] R, ¢, ¢, dz=0
0
da cui, essendo A, # A, ,

!
[ R, 9,9, dz2=0. (393)

o

Il lavoro mutuo L, , € percio nullo; nulla ¢ quindi ’energia di de-
formazione:

H d‘pk
/ Mh 4 dz=0

V4
0

Il

Ly,

ed ancora

!
Li,= [ Elb';"v;'dz=0. (394)
1]
La (394) si scrive anche come segue:

!
[ E155,d:=0. (395)
0

4. Lo spazio delle funzioni .

Dato P’intervallo [0, /], I'insieme delle funzioni ¢ (z) definite in
tale intervallo, e cioé l'insieme delle possibili configurazioni di una
trave di luce I, € uno spazio vettoriale di dimensione o° , detto spazio

delle funzioni.
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Lo spazio delle funzioni ¢ (z) si pud strutturare introducendo il
seguente prodotto scalare

L
e (396)
2
e cioe
1! , 1 !
— ! 1 _— -}
¢h-¢k—7] Elv, vkdz——zw[ Elg, ¢, dz.  (397)
0 0

Sotto tale definizione, le autofunzioni corrispondenti ad autovalo-
ri distinti sono tra loro ortogonali.
Ad una funzione @, (2) si associa la norma

I
Lo, @1=ve, e, =\ 5 Ly =VE, - (398)

|¢}I(Z)|=V

Data una funzione ¢ (z), essa si normalizza moltiplicandola per una
costante ¢ tale che

e cio€

i
f EI(g})* dz . (399)
0

o | —

c? 1
— / El(Q'Y dz=¢;
2 [0)
la ¢ € quindi fornita da

2€
= . (400)

{
] EI(p")? dz

0
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Se ¢ (z) ¢ una autofunzione, la ¢? ¢ anche data, per le (392), da

2
¢t = < . (401)

I
A, [ R ¢} dz
0

5. La condizione di Hilbert.

Una funzione g(z) definita in [0, /] é a quadrato sommabile se
I’integrale

I
f g*(z)dz (402)
0

é finito.

Dato l’intervallo {0, /], e una funzione di Green K (z, z') in esso
definita, una funzione ¢ (z) definita in [0, /] soddisfa la condizione
di Hilbert se esiste una funzione g (z), definita in [0, /], e a quadrato
sommabile, tale che ¢ (z) possa esprimersi come segue:

I
(z)= / K@i z)Ygizhdz'. (403)
0

Teorema: ogni funzione ¢ (z) che soddisfi la condizione di Hilbert &
esprimibile in serie delle autofunzioni connesse con un nucleo defini-
to positivo R_ (z') K (z, z'):

()= ) x,9,@). (404)

h=1

Cid posto, dalla (404), moltiplicando i due membri per R_(z )Jk (2)
ed integrando, si ha

/ P(2) R, (2) g, (2)dz = E x, [ R, (@), (), (2)dz
0 0

h =1
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e, per 'ortogonalita (395) ,

I I
[ vorr@5@dz=x [ REOFEL®,

0 0

da cui

i
[ e(Z) R, (2) ¢, (2)dz
x, = °I . (405)
] R,(2) ¢} (z)dz

0

La condizione di Hilbert garentisce la convergenza della serie
(404), 1a (405) costruisce i coefficienti della (404).
Se si opera su autofunzioni normalizzate, & (392)

| ! -
Lk=—2~7\k [ RzgoZdz=e
0

da cui

I
] R Jﬁ dz = ; (406)
0
la (405) si scrive cosi

!
X, :*2—— [ ngz Ek dz . (407)

0

La (406) puo anche ottenersi dalla (401), ponendo ¢ = 1.

Si osservi che la posizione (404) puo essere interpretata come il
trasferimento al continuo di quanto gid detto in tema di sistemi olo-
nomi; le ‘Ek (z) sono i vettori di una base ortonormale, ottenuti da
una qualsiasi situazione di carico assiale, e le X, SOno le componenti
di qualsiasi vettore ¢ (z) in tale base. L’analogia € ancor piu evidente
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per avere scelto come funzione caratterizzante la configurazione
la ¢ (z) invece della v (z). 1l prodotto scalare

1

T
2 chch

del sistema olonomo ¢ sostituito dall’espressione integrale

1 I
- f o Elg, dz.

0

La base delle autofunzioni ¢ ortogonale, per la (395); se ad un
autovalore corrispondono p autofunzioni (388) si scelgono le costan-
ti ¢ in modo che esse risultino tra loro ortogonali.

6. Espressione della funzione di Green in serie doppia di
autofunzioni.

Una qualsiasi deformata v (z) puo essere considerata come prodot-
ta da una distribuzione definita di coppie m (z). Ed infatti dalle rela-
zioni

- _am
—m T g
_dar
d dz
si trae, essendo ¢ =0,
1 = cost
dM
= — — + N
M dz cost

e quindi

m= (EIv") + cost (408)
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Si osservi che una distribuzione uniforme di m (m = cost) implica
che M (z) sia lineare, ¢ quindi nullo in una trave su due appoggi. Ne
segue che le rotazioni agli estremi di tale trave sono nulle, ¢ quindi i
momenti d’incastro di una trave comunque vincolata sono nulli. In
qualsiasi caso, percio, una m costante non induce abbassamenti;
la (408) puo percio scriversi come segue:

m=(EIv"") . (409)

Nella trave soggetta alle coppie m (z) €

!
o(z)= [ Kz zYmihydz' (410)

0

la (410) non € altro che la (403), poiché m (z) soddisfa la (402). Se
ne trae che le rotazioni connesse con qualsiasi deformata soddisfano
la condizione di Hilbert, e quindi possono essere espresse in serie
delle autofunzioni connesse con un nucleo definito positivo R, (z')
K (z, z"). In particolare, la K (z, z') & la rotazione in z per effetto della
M= 1 agente in z', e quindi, intesa come funzione di z (z' fissa) &
la deformata provocata dellaon=1 in z'. Puod quindi porsi (404)

Kz z)=) b,0,@) (411)
h=1
ove (407)
A !
bh:i [ Kz, z')R_(2) 9, (2)dz . (412)
]

Perla (385) ¢

1
e, () =\, [ R_(z)K(z,z') ¢, (2)dz,

0

e quindila (412) si scrive
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1 -
by = 5 ¢ (@)

e la (411) assume la forma definitiva

Y G@ e, (). (413)

.
ml’_‘

Kz zh)=

E’ interessante osservare che 1’espressione (413) ¢ formalmente
indipendente dalla situazione di carico assiale cui le autofunzioni

sono collegate.
Dalla (413) si trae

, i
[ R ke az=— ) [ rR@7G@E @

i
0 0

ove Rz (z) ¢ la situazione di carico assiale da cui derivano le autofun-
zioni ¢, (z). Poiché queste sono normalizzate, dalla (401) si trae

! - 2€
f R (2) gofz 2)dz=—- (415)
z A
0 n
e quindi la (414) si scrive

! =1
R (z2)K(z,z)dz= — (416)

0

ove RZ(Z) ¢ la situazione di carico assiale da cui derivano gli autovalo-
ri 7\::_ - ’
Si puo scrivere

1 = . 1 {
T + Z —7\——= [ Rz(z)K(z,z)dz
! h=2 h 0
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da cui

1
A= ;

! = 1
R . —_
[o z(z) K(z,z)dz ,,; N

essendo tuttii 7\h positivi, se ne trae

. 1
A, = <A (417)

I
] R_(z)K(z, z)dz
0

La (417) fornisce quindi un prezioso minorante X} del primo auto-
valore A, .
7. Ricerca approssimata degli autovettori e relative autofunzioni.

Siano note la funzione di Green e la funzione R _(z). Si ponga'
I"autofunzione generica nella forma

2= ) x4, (418)

i=1

ove le @, (z) sono funzioni note, soddisfacenti le condizioni ai limiti.
Sostituendo la (418) nella (385)

1)
o@) =\ [ RENKG 2 eE"dz =0,
4]

si ha, nel punto z = z

H

‘" n___\ h
Z_ X, 0, (z].)—7\ L X, [ Rz (z')K(zj,z')wi (zYdz' =0 .
0

i=1 1=1
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Si puo anche scrivere
4]

Y 4% =AY b,x=0 (419)

i=1 i=1

dove

a. =g (Z].) (420)

]t

!
bji = [ R, (z) K(z]., z) g, (2) dz . (420)
0

Scrivendo la (419) per n punti dell’asse (f =1, 2, . . . n) si ottiene il
sistema

(A—AB)x=0, (421)

algebrico lineare omogeneo nelle x;,. La solita condizione

det (A—AB)=0 (422)

fornisce gli # valori di X per i quali il sistema (421) presenta soluzione
non banale. Conviene assumere come funzione ¢,(z) quella rappresen-
tata dalle rotazioni indotte dalla coppia om = 1 agente all’ascissa
z., e cioé

H

p(z)=K(z, z). (423)
Con la posizione
K(z]., zl.) = K].i
si ha
K, K,

. N (424)
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Ia riga j-esima di A fornisce le rotazioni all’ascissa z]. connesse con la

coppia = 1 agente alle ascisse z;, z, . .. Z . Percio la A sichiama
pure matrice di Green. Essa & simmetrica, per Betti, e definita positi-
va; infatti, data una qualsiasi n-pla di coppie M, agenti alle ascisse
z;, l'energia di deformazione ad esse connessa ¢

1 T
L= — m'e, (425)
dove
©=Am . (426)
Quindi
1
L:—z—mTAm>o ¥V m. (427)

La matrice A € intrinseca alla struttura; se questa pu0 essere sog-
getta solo a coppie, agenti solo alle ascisse z; G=1,72...n),lastrut-
tura si riduce ad un sistema olonomo ad »n parametri di liberta, le
@, sono le coordinate lagrangiane. ed A ¢ la matrice delle cedibilita.
Dalla (426) s1 ha

Aly=m
e quindi
U -1
L==¢ (A1) AAp
¢ ancora

| S -
L==v"(A")y.

Per la simmetria di A si ha

| B
La (428) si scrive pure
|-
L =5 K¢ (429)
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ove
K= A"

& la matrice delle rigidita.
Si ha poi (420) (423)

I
b.. = [ Rz(z)K(zj,z)‘pi(z)dz=

Ji
0

(430)

1
= / RZ(Z)K(zj,z)K(z,zi)dz=bt.l.
0

e quindi la matrice B € pur essa simmetrica. La (421) si scrive
(B'A—=ADx= 0, (431)

e la B! A é simmetrizzabile. L’equazione secolare classica
det(B1A -2l =0, (432)

0, il che € lo stesso, la (422), ammette quindi » radici reali; e ad even-
tuali autovalori di multiplicitd p corrisponde un autovettore dipen-
dente da p costanti.

La matrice B dipende dai carichi assiali attraverso R_(z); se anche
essa ¢ definita positiva, gli #» autovalori sono tutti positivi.

8. L’esaltazione degli effetti del carico trasversale.

In presenza di un carico trasversale g (z) ’equazione differenziale €
(364)

(ET0")"'==X(R_ ") +q,

e quindi la soluzione v (z) € quella che si avrebbe sotto un carico tra-
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sversale fittizio fornito (379) da

" d dv(z)
@) =—"A—— IR @) — = [+ ).

La soluzione v (z) soddisfa quindi I’equazione (380)

, Log [ dv(z)] .
v(z') = — A\ l — | R_(2) G(z,62)dz +
dz z dz

0

1
+ [ q(z) G, 2)dz.
0

La quantita

!
p*(z') = / q(z) G(z', Z) dz (433)
0

¢ ’abbassamento in z' provocato dal carico ¢ (z) in assenza di carico

assiale (soluzione del primo ordine).
Pud quindi scriversi, in lnogo della (384),

v(z') 03G(z, z") J

dz' 5z z'=v*(2)

!
v(z) — A / Rz(z') d
0

e, derivando rispetto a z,

!
@)=\ [ R EKG ) pE)dz =) (434)

0

La (434) ¢é identica alla (385), in pitu contiene la funzione nota
¢*(z). Essa & una equazione di Fredholm di seconda specie non
omogenea. La sua soluzione pud ottenersi in serie di autofunzioni
del’omogenea associata, poiché é assicurata, come gia visto, la condi-

zione di Hilbert.
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E’ quindi (404)
o*2)= ) x}9, @, (435)
h=1

ove le x: hanno i valori forniti dalla (407); é cosl pure

@)=Y x,8,@. (436)

h=1

Sostituendo nella (434) si ha

oo oo i
) %, 8,@O=\) x, f R (z')VK(z,z2") ¢, (") dz' +
h=1 h=1 0

+ Z x;"s—b_h (z).
n=1

La (413) consente di scrivere

s

l ' N ooty gt L
[ RG)KG G, Ea=—

0 k

)
[ R.G5,@0 @, @
0

1

e, per ortonormalita (415),

! ! ry = ! ] 26
[ R,GK( 2 g, @) d = —— == §,@).
h

1
0 2e
La (437) si scrive cosi

Z x, ¢, (z)= Z —)\— X, ¢, (2) + Z x¥eo (2), (438)
r=1 n=1 "n h=1
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da cui
7\ K
xh _Th—xlz + xh
e quindi
Ay
X, = NEEEY Xk (439)
h

La (436) quindi si scrive

> A
0()= ) = x¥, (). (440)
h =1 R

L’analogia con i sistemi olonomi (181) ¢ evidente.

9. Analisi modale dinamica della trave.

La trave presenti lungo I’asse una distribuzione m (z) di masse; €
[m) = [FI"¢?). 1l problema dinamico si risolve considerando le forze
equivalenti alla d’Alembert

qgt)y=—m?v. (441)
L’equazione della deformata € percio la seguente.
(EIv'"Y'=-m7.

Sotto forma integrale si puo scrivere

!
v(z, t)=— [ m@EHYY(E, )Gz z)dz'. (442)

0

Alla (442) si associa ’equazione di Fredholm
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I
v(z) — w? [ m')G(z, z2)v(z)dz' =0. (443)
0

La G (z, z') ¢ simmetrica, come gia detto, e definita positiva; ed
infatti, in analogia a quanto gid detto per la K (z, z'), data una qual-
siasi funzione p (z) definita in [0, /], questa pud essere interpretata
come una distribuzione di forze p (z), cui corrisponde ’energia di
deformazione

1 [ 1 1 !
L =5 / P () v(2) dz=7 / p(z) [[ G(z,z')p(z')dz'sz=
)

G 0

1 i i
T2 [ [ G(z,z)p(z)p(z)dz'dz | (444)

c 0

che € comunque maggiore di zero.
Il nucleo della (443)

m')G(z z')

é simmetrizzabile, poiché G (z, z') é simmetrica. Inoltre G (z, z") é
definita positiva, ed m (z') ¢ ovunque maggiore di zero. Quindi il
nucleo € definito positivo, e la (443) ammette un insieme definito
positivo, e la (443) ammette un insieme infinito di valori w?, w?,
w3 .. . reali, positivi, ordinabili, per i quali la soluzione & diversa
dalla banale. AlPautovalore wl.z corrisponde 'autofunzione 171.(2).
Date due autofunzioni Eh (z) e 5k (z), corrispondenti a due autova-
lori distinti, w? ed w;, la loro energia mutua € nulla. Infatti dalla

h
(443) si ha

i
m(z')G(z,z") v, (z")dZ'

<
by
—
N
e
I
£
o&-—\

(445)

I
E:'k (z)= wz / miz')G(z, z" v, (zhdz'.
0
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La prima delle (445) dice che Ez-h (z) rappresenta gli spostamenti
dovuti ai carichi distribuiti

prz)=wlm()v, (2);

la seconda dice che 17k (z) rappresenta gli spostamenti dovuti ai ca-
richi distribuiti

prz)=wlm(z)v, (2).

I lavori mutui relativi a queste due condizioni di carico sono ugua-
li, e cioé

(446)

Il lavoro mutuo L e1, € Percio nullo, e con esso Penergia mutua:

2

i
Ly, = / Elv)'v "dz=0. (447)

0
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Le autofunzioni sono cosi tra loro ortogonali. Esse si normalizza-
no secondo la condizione

c2 I
2 [ EI") dz=¢, (448)
0

o I’altra (446), valevole per le sole autofunzioni della (443},

2,2
¢ w,
2

I
] mo?dz=e, (449)
0

e cioé moltiplicando v per la costante ¢ data da

2
¢? = ¢ (450)
l

ElI(w'"? dz

o

oppure

c¢? = . (451)

Per il teorema (404) puo porsi

oo

0(t,2)= Y x,(D7, @) (452)
h=1

ove (407)

2

w {
x, ()= —"— [ v(t)mv, dz. (453)
2e€ o

Sostituendo 1a (452) nella (442) si ha
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oo _ OO-\ l
Y x,05,0+) % [ me)5,E)660d=0.
nh=1 h=1 0
Datla (443) si ha
1
v, (2)= w, [ m(z') v, (2")G(z,2')dz",
0

e quindi la (454) si scrive

ol _ w 7,0
Y |x, 07, @) +5, =0,
=1L

w,
da cui le n equazioni
3c'h + ‘*’;2, x, (1)=0. - (455)

La (455) & la nota, e gid incontrata, equazione del pendolo, di
soluzione

x, =4, senw, t +B, cosw, . (456)

Quindi (452) la soluzione della (442) é

oo

v(2,6) = ) (A, senw,t+B, cosw, N7, @) . (457)
h=1

L’analogia con la (239) ¢ evidente. Ogni modo 5h vibra di moto
armonico, con frequenza circolare w, .
Se al tempor=0¢

v(z,00= ) b,, 7,
h=1
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Y B,9,@ =) b,7,@
h=1 h=1
Z w, 4, Eh (z)= Z ay,, 7y (2)
h=1 h=1
da cui
a
A, = ho
Wy,
Bh = bho

La (413) si traduce nella

Lo\ =
Gz2)=—= ) 7,@ "3, @)

h=1

ela(417) nella

(w1)? > !

!
[ m(z)G(z,z)dz
0

10. Ricerca approssimata dei modi dinamici.

Si pone 'autofunzione generica nella forma

n

v, @=) x,79,(),

i=1

(458)

(459)
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ove le v, (z) sono funzioni note, soddisfacenti le condizioni ai limiti.
Si osservi che si € pervenuti alla (442) senza dovere ipotizzare v =0

inz=0ez =1 come si € dovuto invece fare (383) per giungere
alla (385).
Sostituendo la (459) nella (443) si ottiene, nel punto z = zZ;

n n !

) 2 '“ ) N N gt —
)I xivi(z].) w? N x"l m(z)G(z].,z)vi(z)dz 0
i= i= 0

i
e cioe
Y ax,—wr ) b,x,=0 (460)
i=1 i=1
dove

a; = v, (z’_)

(461)

!
b.., = / m(z)G(z].,z)vi(z)dz.

Ji
0

Scrivendo 1a (461) per n ascisse z (G=1,2...n)siottiene il sistema
(A—-w?B)x=0 (462)

algebrico lineare omogeneo nelle incognite X, La condizione ben no-
ta

det (A—w?B)=0 (463)

fornisce gli » valori di w? per cui il sistema (462) ammette soluzione

non banale. Conviene assumere (fig. 37) come funzione v, (z) quella
rappresentata dagli spostamenti indotti dalla forza /7 = 1 agente
all’ascissa z , e cioe

v, (z)=G(z, zl.) ) (464)
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|1
Qi 8 A3 Ay, a5 | L b ov, (2)

a a a | “ 24
21 %922 23 3 I v, (2)

|
)/I Vi(z)

_11 { va (2)

Il
*1]
w
—
j*)
(7%
~
Y
w
w
Q
W
N

L ‘® i v, (2)

p, =m (z)v,(2)

I |

| | v; (z)

L] [

by by By byy by

Figura 37
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Con la posizione
G (z]., zi) = G;,-
si ha

A= | (465)

...............

la riga j-esima di A fornisce gli abbassamenti all’ascissa z, connessi
con la forza F¥ = 1 agente alle ascisse z,, z, . ..z, . Percio la A ¢

la matrice di Green degli spostamenti. La A & simmetrica, per Betti,
e definita positiva. Infatti, data una qualsiasi n-pla di forze Fl. agenti

alle ascisse z,, ’energia di deformazione ad esse connessa ¢

L= —;_— f7v (466)
dove
v = Af (467)
Quindi
L=—;_— fTAf>0 vf. (468)

La matrice A é intrinseca alla struttura; se questa pud essere sog-
getta solo a forze, agenti solo alle ascisse z, G=1,2...n),lastruttu-
ra si riduce ad un sistema olonomo ad n parametn di liberta, le v,

sono le coordinate lagrangiane, ed A & la matrice delle cedibilita.
Dalla (467) si ha

Alv = f

e quindi

1,
L=—v"(A")Tv
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¢ ancora

L =—2—vT Aly (469)
La (469) si scrive pure
1
L= B} vIKv (470)
con
K=A" 471
matrice delle rigidita .
Si ha poi
!
bjl. = / m@)G (z]., z)v. (z)dz =
0

(472)

I
= [ m(z)G(zl.,z)G(z, z)dz=b
Q

e quindi B € pur essa simmetrica.
La colonna (o riga) i-esima della B rappresenta la deformata v;"(z)
per effetto del carico distribuito fittizio

pl.* = m(z) v, (z), (473)
ove v, (z) ¢ la deformata dovuta ad ' = 1 agente all’ascissa z..

Invece la colonna (o riga) i-esima della A rappresenta la deformata
per effetto di una forza =1 agente all’ascissa z, . E’ facile riconosce-
re che, se € ovunque m (z) > 0, si ha v, (z) > 0 Y i, z, equindile n
deformate dovute agli n carichi (473) c01nc1dono con quelle dovute
alla forza I = 1 agente successivamente alle ascisse z,, z, . . . z,,
su una trave con le caratteristiche d’inerzia opportunamente variate.
Quindi B €, come A, definita positiva.
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Puo quindi dirsi che gli n autovalori wiz sono tutti reali e positivi,

e quindi tutte le frequenze w, sono reali.

In presenza di carichi assiali, basta tenerne conto nell’espressione
di G (z', 2); finché il moltiplicatore A dei carichi assiali & inferiore al
primo valore critico, A e B continuano a definirsi positive. Al disopra
del primo carico critico c¢id¢ non accade piu, e qualche wf € negativo
(a partire dal piu basso, man mano che A aumenta).

11. I carichi pulsanti .

La trave sia soggetta a forze g(z, f); 'equazione (442) diviene

] !
v(z, t)+ l mzhYv@E', HG(z zhdz' = [ qz', )Gz, z) dz"

0 0
Se puo porsi
q(z,t)=q(z)-g()

la (474) diviene
1
v(z, t) + [ m@EY e, )G 2)dz' = v*z) - g(t). (475)
[H
Lav*(z)¢é

I
v*(z) = / q(z')G(z, z'ydZ",

0

€ cioé la deformata statica sotto il carico q (z), e cioé quella che nel
par. 8 € stata chiamata soluzione del primo ordine (433).
Se il carico é armonico, € cioé

q = q(z) senw, ! (476)

la (475) si scrive
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!
v(z, t) + ] m@EY?E', )Gz z)dz =v*(z) sen w, t - (477)
0

Si pud porre, sempre per il rispetto della condizione di Hilbert
(404)

o0

vz, )= ) x,(07,E). (478)

h=1

La (477) diviene

=~ ~ f -~ ! ' '
L xh(t)z7h(z)+ Z}{h [ m(z’)z’:h(z)G(z,z)dz=
h=1

h=1 0
(479)
= sen w _¢ x¥v, (2),
:
ove (407)
w? !
h —
Xy = / m(z)v*(@2) v, (2)dz . (480)
2€ o
Per la (445), 1a (479) pud scriversi
. T+ S - 2T @)= ¢S xr 3 ()
Z x, () v, (2) Z 7 X, v, (z)=sen w,t ) xyv,
h=1 h=1 h h=1
da cui
X +wlx, ()=w}x}sen W, L (481)

La (481) ammette 'integrale particolare
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X, = X, senw f;

sostituendo infatti nella (481), questa si scrive

—Wwix senw t+ w?rx
q q h o

— 2 %
o sen wq t wh xh sen wq !

h

che ¢ soddisfatta per

Dunque un integrale particolare della (477) ¢

2
wh

h; = XFv, (z) " senw, ¢, (482)

La soluzione della (477) é percié somma della (482) e dell’integra-
le generale (457) dell’omogenea associata:

vz, t) = Z (A, senw, t + B, cosw, l‘)’_U_h (z) +
=1

(483)

2

= w
11 —
. * —_—
+sen w, ! g x; 2 2 v, (2).
h=1 h

Ogni modo v, (z) si muove con vibrazione libera di frequenza
w,, € con vibrazione forzata sincrona al carico, e cio¢ di frequenza
w . La vibrazione forzata — che € quella piu interessante, poiché
a fungo andare le libere si smorzano per attrito — ha una configura-
zione unica, di ampiezza massima data da

2
Wy

v(z)max = Z x m Ei_h (). (484)
h=1 h q
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12. Il caso dello scuotimento.

La trave sia soggetta ad uno scuotimento verticale

s(t)=s,8(1). (485)
Le forze equivalenti (441) sono date da
qz t)=—m2) 5 +7)
e cioe
gz =—mz)T—s,m(2)g,

dove v(z) sono gli spostamenti rispetto al suolo. La (442) percid si
scrive

!
v(z, t)+ [ m@hY v, Gz, zYdz'
0

(486)
=—50& fl mz')yG(z, z)dz'".
0
Se s (¢) é sinusoidale, e cioé
s(t)=s4 sen w 1
la (486) si scrive
!
v(z, 1)+ / mEHYvE, )Gz 2Ydz' =
0
(487)

1
=w? s, [ mz')YG(z, z')Ydz' - sen w L.
0



I sistemi continui 175

Dal paragone tra la (487) e la (474) risulta che il problema si ri-
duce a quello di un carico equivalente

q (z, 1)= w? sy m(z) sen wt .. (488)

I risultati sono quindi quelli del paragrafo precedente, ove si ponga
w, al posto di w_ , ed m: so m(z) al posto di g (z). E’ quindi

i
v¥(@E)=wls, [ mz')G(z,z)dz'

0

wl

1l
L h * -
X, e jo m(z)v*(z) v, (2)dz.

Si ha cosi

So w: <JL’hz ! ! — ' '
x¥ = —— = [ [j m(z) v, (2) G(z, Z')dZ] m(z)dz
0 0

h 2¢€
e, per la (443) ,

* =
Xn

t
” < [0 v, @)ym(z)dz. (489)

L’ampiezza massima della vibrazione forzata sincrona allo scuoti-
mento € percio (484)

v(2) ., = e . Z :2—_}'—(0—2' / v, (zYm(z)dz - v, (2). (490)
h =1 h 0

M

Chiamando

a =5, w? 491
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il valore massimo dell’accelerazione del suolo,
r, = ——— (492)

il coefficiente di amplificazione del modo k-esimo,

' 1 ! - :
Ph = 5 /O v, (2ym(z)dz (493)

il coefficiente di partecipazione del modo A-esimo, la (490) si scrive

V(@) ey T4 ) 1, P 7, (2). (494)

h =1

Il coefficiente p;l ha dimensioni fisiche [/'!#?], e cioé le inverse
dell’accelerazione. Ogni modo partecipa al moto secondo il prodotto
dei suoi coefficienti di partecipazione ed amplificazione.

Siano g (z, t) le forze equivalenti allo scuotimento connesse con il
modo /-esimo, ¢ cio¢ le forze che in regime statico sarebbero in equi-
librio con il modo /i-esimo delle (494) al tempo ¢. Esse sono impor-
tanti, perché ad esse sono collegate le caratteristiche della sollecita-
zione interna (fig. 38 a).

Si scrive poi 'espressione del teorema di Betti per questo sistema,
e per il sistema di forze di massa collegate al modo /-esimo del moto
libero, nella sua massima elongazione (fig. 38 b). Si ha

! I
/ g,z t)" Eh dz = / wl} muv, 'arhp;l v, senw t*dz (495)
0 0]

da cui

q,(z t)=amz)r, w}p, v, (z)sen w 1.

Introducendo il coefficiente di partecipazione nelle forze dato da
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2 7
ph:wfl p; = n [ Eh (zYm(z)dz, (496)
2e 0
q,(z.t)
l W ;
a)
Lz, /\
l (z ) = arp| v, (2) senst
y
(1) (z) v, (
L oM@ %@ e
oy v
b)
z T T
v, (2)
Y
Figura 38

ed avente dimensione fisica [/7!], la (495) si scrive come segue:
q,(z t)y=ar,p, m(z) EJ'h (z) sen w 1.

L’analogia con le (306) ¢é evidente.



