Appendice
(a cura di Claudio Franciosi)

Il calcolo automatico delle autosoluzioni

1. Premessa

Siano A e B matrici di ordine # X » e sia ¢ un vettore di ordine n.
Si pongono i seguenti problemi:
a) ricerca dei valori del parametro A (autovalori) per cui si abbia:

Agq=\gq (1)
b) ricerca dei valori del parametro A per cui risulti:
Bq =\Cq (2)

Il caso a) (problema classico degli autovalori) appare come caso
particolare di b) (problema generale degli autovalori) per ¢ =/, ma
essO sara trattato separatamente.

Si considerano infatti i soli casi particolari in cui A é simmetrica
e B e C sono ambedue simmetriche, con C definita positiva; in tal
caso ¢ il problema generale che viene ricondotto al caso classico, e
non viceversa.

In ambedue i casi la ricerca del vettore ¢ soddisfacente la (1), o
rispettivamente la (2), una volta fissato il valore del parametro, va
sotto il nome di ricerca dell’autovettore 4.

2. Le trasformazioni di similitudine e congruenza

Siano P e Q matrici di ordine # X n non singolari. La matrice 4 e
la matrice T = QAP si dicono equivalenti.

Se O ¢ uguale alla matrice trasposta di P, 4 e 7T si dicono congruen-
ti, ed il prodotto:

PTAP

si dice trasformazione di congruenza.
Se Q ¢é uguale alla matrice inversa di P, A e T si dicono simili, ed

il prodotto:
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P'AP

si dice trasformazione di similitudine.

Se infine P & ortogonale, e quindi PT = P! le due trasformazioni
coincidono.

La trasformazione di congruenza conserva la simmetria della matri-
ce, la trasformazione di similitudine conserva gli autovalori; la tra-
sformazione di ortogonalitd conserva quindi sia la simmetria sia gli
autovalori.

Nel seguito si fard uso di due matrici P, ambedue ortogonali, di
forma particolare.

La prima, indicata con R, ¢ uguale alla matrice identica, ma pre-
senta diversi da zero gli elementi di posto (i, j) e (j, i), e diversi da
uno gli elementi di posto (i, i) e (j, ).

La seconda, indicata con H, é della forma:

H=1-2wwT

con la restrizione w”w = 1
Tale matrice, oltre ad essere ortogonale, &€ simmetrica.

3. Il metodo di Jacobi per il caso classico
3a) Premesse

Secondo il metodo di Jacobi si opera una serie di trasformazioni
ortogonali, tramite matrici R ., ognuna delle quali ha Ieffetto di
annullare un elemento prescefto al di fuori della diagonale princi-
pale. L’elemento annullato in un generico passo pu0® tornare non
nullo ai passi successivi, e quindi il processo ¢ iterativo; la prova
della convergenza € basata sulla diminuzione, ad ogni passo, della
norma degli elementi non diagonali.

Si voglia allora annullare I’elemento di posto (i, j).

Consideriamo la matrice R,.]. in cui sia:

col.i __ colj _ _: _______
|

cos ¥ sin ¥ | rigal

—sin ¥ cos ¥ : rigaJ
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Il prodotto:
A1=R;ARH
fornisce una matrice uguale alla matrice A tranne che nelle righe e

nelle colonne i ej
I valori modificati sono:

a, = a;i‘=akicos19+akjsint9 N
’ per k i,j (3)
1 = = _ 3
a4 Ty, olkt.smt?L +aki cos V¥
a), =a, cos’ § + 24, cos9sind +a, sin? ¢ 4)
} — M 2 3 2
a;; =a sin 9 + 2ai]. cos ¥sin® + a, cos 9 (5)

! = ! —_ - . 2 T 2
a; =a, (a].]. a.) cosz?smﬂ‘i-al_i(cos Y — sin® )

3 € scelto in modo da annullare alfj, ottenendo:

cos ¥ sin ¥ 4y
cos® ¥ — sin? & a, —a,
i ji
6)
2al.j
tan2 9 =
i Yy

La scelta dell’elemento da annullare ad ogni passo & importante
per la velocita della convergenza. In un programma automatico
non é conveniente scegliere ad ogni passo il massimo tra gli elementi
non diagonali; si preferisce esaminare ordinatamente gli elementi,
annullandoli se superano un certo valore.

Tale valore, detto ““di soglia”, € abbassato convenientemente ogni
volta che si sono esaminati tutti gli elementi non diagonali.

Alla fine del procedimento si ha:

RYAR=A (7)
con A diagonale ed R prodotto di tutte le matrici Rl.]. usate nel
procedimento.

Essendo, daila (7):

AR = AR
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si nota che R ¢ la matrice degli autovettori; ¢ percio conveniente ad
ogni passo calcolare il nuovo valore di R.

Se R ¢ il valore di R al passo m, gli elementi di R * 1 sono in-
variati se non appartengono alle colonne i e j. I nuovi valori di tali
colonne sono:

(m+1) = pim) _ RUm)
Rki Rk:‘ cosﬂ( Rk]. sin 9

m+1) (m+ 1)

(&)

RYTFD =R{™) siny + R cos ©

(m+1) (m+1) °

Il procedimento ha lo svantaggio di fornire sempre tutti gli autova-
lori, e di essere quindi abbastanza lento.

D’altro canto esso si presta con estrema facilita al calcolo degli
autovettori, fornisce anche autovalori coincidenti, ed in tal caso
fornisce una base di autovettori per tale autospazio.

3b) La programmazione del procedimento (subroutine JACOBI)

I parametri di input ed output sono descritti nel listato del pro-
gramma (righe 70-190) (fig. 1).
— le righe 230-430 leggono i dati, e se richiesto, stampano la ma-
trice di partenza
— le righe 450-530 pongono la matrice identica in R
— le righe 540-660 calcolano la norma iniziale degli elementi fuori
diagonale, con la formula

n H 1/2
A= (Z Z af].) P j

=1 =1

e la norma finale, posta uguale a:

dove R ¢ stato posto (riga 440), paria 10712,
— le righe 680-780 inizializzano alcuni parametri.
12 ¢ una variabile di test, che € posta inizialmente uguale a zero,
per divenire pari ad uno (riga 820) non appena si incontri un
elemento di valore assoluto superiore al valore di soglia 7, calco-
lato nella riga 710.
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Tale valore & posto inizialmente pari al valore della norma inizia-
le, ed abbassato ad ogni ciclo (riga 720); esso permette di esa-
minare se ¢ conveniente annullare ’elemento non diagonale
esaminato, oppure se & preferibile passare oltre (test di riga
810).

Nella 730 e 740 si inizializzano i valori L ed M delle colonne
da esaminare, M1 ed L1 (righe 750-760) servono per il calcolo
del posto dell’elemento (I, m) nella matrice colonna A.
Precisamente, se si memorizza 1n A il triangolo inferiore per ri-
ghe ’elemento di posto (i, j) si trova nella posizione:

2o

2

H=j+

La 770 ad esempio individua I’elemento di posto (#, 1).

— Le righe 840-960 calcolano sin ¢ e cos ¥: essendovi relazioni
algebriche tra tan 28 e sind, cos ¢ si pud evitare il calcolo
di funzioni trigonometriche,

Sia infatti:

A= -a,.
ij
_1
p= G ) (9)
da cui:
t219——~——2tg& .
g 1 —tg?% u
E’ quindi:
2tgd=———1tg* 9
u A%+l
=——
gd=m3 s A2

Sia ora:
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A2
2
w X+ 2 (10)
da cui:
ko1 ;
o Il —w
e quindi in definitiva:
1 1
tgd=t—/1 —w? +—
w w
D’altra parte:
tgd
Slnﬂ— \/1_+tg2—|9
e quindi:
s 1 —/1 — w?
sin ¢ = .
V21 /T - o?)
Posto a =4/1 — w? si ha:
1 —a (1 —a)(1 +a)
sind=—pemmee—e—e—e—mrY—ememe, m e =
V2(1 —a) V21 -a)(1+a) (1 +a)
1 —a?

T 20-a)dra

E’ quindi infine:

sin ¢ =

w
/\/2(1+,/1 ~ w?)

(11
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Le righe 860 ed 870 individuano gli elementi di posto (/, /) ed
(m, m), la 880 calcola u secondo la formula (9), le righe 890-910
calcolano w secondo la (10), la 920 calcola sin & secondo la (11),
mentre le rimanenti righe calcolano, nell’ordine, sin? 9, cos ¢, cos? &,
sin ¥ cos §.

— le righe 1020-1090 eseguono la formula (3)

-- le righe 1230-1280 eseguono le formule (4) e (5)

— le righe 1000 e 1010 individuano I’elemento iniziale, nell’array R,
delle colonne L e¢d M che poi vengono modificate, secondo le (8),
nelle righe 1140-1180

— Seguono alcuni test; nell’ordine si esamina:
se si ¢ annullata tutta la colonna / (1320-1340)
se si ¢ terminato un intero ciclo (1380-1400)
se nel ciclo terminato ¢ stata effettuata qualche trasformazione
(1420-1460)
se la norma finale ¢ ancora maggiore del valore di soglia corrente
(1480-1500) .

Se tutti questi test sono soddisfatti si passa ad ordinare, in senso
decrescente, gli autovalori ed i corrispondenti autovettori, ed alla
loro stampa. Gli autovettori sono normalizzati dividendo ogni com-
ponente del generico autovettore per la sua n-ma componente (che é
cosli pari all’unita).
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B3 SUBROUTIHE JACGE]
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SETTIME 9,4
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HEXT I

IF $3<>19 THEN 448
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253 FRINT USING F&

Ie@ IMRGE "MARTRICE R". I~

78 FOKR 1=1 TO H

SRy FoR J=1 TO N

396 R=l+(J~2-3>r2

398 PRINT “RAuYRUALS [ A" "RUVALSS
Jakty =ML RACHD .

v HEXY J

9 NEXT 1

¢ OPRINT USING "2-"

4 R= B3u00zbag0un|

4 IF M2<>@a THEM 5528
S0 F=E-N
473 FOR J=1 TO N
480 I
123 FOR =1 TO N
Tun 11=2+]
1% ]F I=.4 THEW FeIi1:=t ELIE F71
1.=9
“ee NEXT 1
S 33 NEXT &
S48 !
S5@ 0 CALCOLO NORME INIZIALE E F
INRLE
,5 1
7 R=8
< FOR 1=1 70U N
FOor J=l+1 TO N
Ri=I+(J~Z2-20-2
A=A+R(A1 ) ~2
NEXT J
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DA M=ol LY SO RCLE Y T

A IF Rr=0 THEH 3@

S1E ==y

S22 S1=vYs Ca

S22k Ez=g

W3 Z1=%

ST Cz=C

el $32a

ave |
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R B-TE I

1308 LasHEL-12

1819 HM4=Nf(M-1>
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1848 1IF I={ QR 1=M THEN 1108
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S=M+G

16c3 IF 1>=L THEM LS=L+g ELSE LS
=1+L1

1ave ==HOLSYEC1-ROMSd xS )

1950 AMO)=ALSY¥SI+AIMS ECL

13 ALS»=X

1160 IF M2<>9 THENW 1159

11180}

112 | CRLCOLUO AUTOVETTORI

1130 ¢
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1156 ME=M4+1I
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1190 HEXT 1

i 2e9 !
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Figura Ic
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2<y9 THEM 1580

T SULLA MORWMNA FIHALE
AZ THEN ?7Z@

U DROIMAMENTO RAUTOWALORI IN
ORODIME CRESCENTE

i

G==-H

FOR I=1 TO N

C=Q+HM
sI+(1n~2=-1572

QS=HEL1-22

FOR J=1 TO H

RF=E9+H
sJ+(gn~2-d27/2

I[IF Ar(L33<=A{M3)> THEH 12a6

A=RHCLIED
RCL3I»=ACM3Y
THCM3 ) =5

1
! CRALCOLO AUTOVETTURI
{
IF M2<506 THEN 1380
FOk KE=1 TG M
LE=Q+K .
ME=QS+K
sRLEDY
R{LEI=R{ME?
RiMeE =X

HIMPAH RUTOVALORT

IHMAGE 27 SURUTOVARLORE Y, 27
FOR I=1 TO H
Hi=T+(]l~2-13-2

PRINT RACHLY

HEXT 1

PRIMT USIHG "4-»

i

| HORMALIZZAZIONE E STANPH
AUTOVETTOR I

i

IF M2<>8 THEHM Z1i19

Iu‘=1

1=K

FOR I=1 T H

FRIHNT UsSIHG “z-o"

Figura 1d
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2828 PRINT "AUTOVETTORE®; !

2628 PRINT

2048 FOR J=1 TO N

2958 RAVI=SRCVIZRCVLD

2vfe PRINT R(W

2878 U=+l

29E0 NEXKT J4

2058 Vi=U1l+N

21068 HNEXT I

2i1g PRINT

2120 PRINT USIHG 213B ; Wl
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Figura le
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4. 1l metodo i Civens-Householder

Secondo il metodo di Givens-Householder la matrice di partenza
viene preventivamwente ridotta a matrice tridiagonale, tramite una
trasformasione ortogonale del secondo tipo. Di questa matrice
si calcolano poi gli autovalori, sfruttando le proprieta del suo poli-
nomio caratteristico, ¢ ghi autovettori; da questi infine ¢i st riconduce

aglt autovettort del problema originario.

dal Riduzione Ji U a mnatrice tridiagonale simme trica

La riduzione di A4 « forma tridiagonale simmetrica si ottiene in
forma non terativa, tramite # - 2 trasformazioni ortogonali. Dopo
la i-ma trasformazione:

A =HH L CHVAWH . H)T (12)

ha il minore principale di ordine i in forma tridiagonale.

la matrice ;—1,,
T8 sim-

Esaminiamo la prima trasformazione (la matrice [ - 2uu
metrica):

A = - 2uu"y AU — 2uu’)

il cui scopo ¢ annullare gli elementi della prima riga e della prima
colonna di A al di fuori delle posizioni tridiagonali.

Nel seguito si sceglie il vettore v in modo che u#; = 0, quindi la
prima colonna della matrice / — 2wuu” ¢ (1, 0, ... 0)" ¢ la prima
colonna di A, ¢ quella di(/ - 2uu’)A.

Indicata con a la prima colonna di 4 ¢ con ¢ la prima colonna di
Ay, della forma desiderata (/. /, 0, . .. M7 il problcma ¢ scegliere
il vettore © in modo che sia:

(- 2uulHa=c (13)

Le condizioni cui deve soddisfare il vettore u sono gia note.
ulu=1
la prima componente di u deve essere nulla.

[l lemma successivo garantisce Pesistenza ¢ Punicita del vettore u:

LEMMA  Siano x ed » vettori non uguali ¢ con norma uguale.
Esiste allora un vettore # di norma unitaria tale che:
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d —2uu")x=y; (14)

tale vettore € fornito dall’espressione:

x_
flx -yl

ed € I'unico a soddisfare la (14) e ad avere norma unitaria.

DIM. Avendo x ed y norma uguale dovra essere xT x =yTy e xT y=
— T
=y'x.

Ne segue, per la (15)

B NT
q 2uuT)x=[1— 2x —y)(x —y) ]x=

Ix — plI2
2xTx — yTy) G — )
=x — _— = .
2(xTx —yTy) =Y

Se esistesse un vettore v di norma unitaria tale che:
y=U-2vwN)x=0U - 2uuT)x
sarebbe anche vv7x = uuTx. Essendo x # y ne segue u”x # e, quindi
Uu=oav==o,

Poiché la prima componente di u ¢ nulla, dovra essere ¢, = aq.,
e poiché licll= llall si avra:

c=(a,,, ts 0,...07
dove é:
s2=||a||2~—a§I=Za]‘.°'l : (16)
2

Per il lemma ¢ allora:

T — (a— )7 _ (0,ay, +5,a3;...a,,)

la — el la --cll

b
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A, ha allora la forma desiderata:

a, ts 0 0
ts X X X X X X
0 X X X X X X
0 X X X X X X

L’i-mo passo € la replica del primo applicato alla matrice di ordine
n—i+1.

4b) Calcolo degli autovalori di una matrice tridiagonale simmetrica

Sia:
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una matrice tridiagonale, ¢ supponiamo che nessun b, possa essere
nulio.

Tale assunzione non lede 1o generalita del procedimento; se infatti
rodei b, fosscro nulli, ¢ sarchbe csprimibile come somma diretta di
r + 1 matrici tridiagonali di ordine piu basso:

[
(2]

[(~(11)]

r.
dove C® ¢ dj ordine m_, ¢ Z_ m,=n .
=1
Gli autovalori di C sono quelli delle » + 1 matrici C%, ¢ se x é un
autovettore di C¥, il corrispondente autovettore v di C ¢ dato da:

=, 0,..., 0,x", 0,... 0.

m, m m m m
L 51 s+1 n

Se si vuole evitare di trattare questo caso particolare si puo (vedi
[2]) sostituire I'eventuale b, nullo con una quantita molto piccola.

Siassuma quindib, #0i=1,... N -1
Definiamo i p011n0m1

Po(N) =

pi(N)
p,.(7\) = (c, -~ }‘)p,--, LN bf_ P 2(7\) i=2,...n1n.

(cy - N)

Essi hanno la proprieta, verificabile per ispczione diretta:
- p; ¢ il polinomio caratteristico della sottomatrice principale di

ordine {
Inoltre si ha il:

TEOREMA — Se p,(A¢) = 0 allora p, 1()\0 Yo, (No) <0i=1,
.n -1
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DIM. l.a dimostrazione € per induzione.
Sia vero l’asserto per i = kossia;

pr(Mo)=0=p,  Ao)p, ,(A)<0 (17)

e dimostriamo che esso € vero anche peri=k + 1:

Pk_}_l()\g)zo =?l)k(?\O)l)k_}_z(KO)<O

Dall’ipotesi che P l(7\0) = 0 e dalla (15) si trae pk(7\0) #+ 0 ed
essendo pk+2(?\0) = - b]2(+ 1 pk(AO) Si ha pk(KO) pk+2(7\0) =
_ 2 2
= b P (Ro)-

Poiché poi per i = 1 P’asserto ¢ verificato, la dimostrazione é com-
pleta.

Fissato A, consideriamo la successione numerica pi(7\), ¢ calcolia-
mo i suoi accordi di segno, ossia calcoliamo quante volte si ripetono

I’'uno dopo Paltro due numeri con lo stesso segno.
Sia ad esempion =3 e:

pi(A)=2-A
p,(N)=(2-2N)? -1
ps)=2L-Np,(N)—-p,(A) .

E’ allora,per A = O:

Po = 1
py = 2
py = 3
ps = 4.

Il numero di accordi di segno a(0) e quindi pari a 3.
Per A =2 ¢ invece:

po = 1

py =0
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p, = — 1

ps = 0.

Si fa in tal caso la convenzione che se p,(A) =0 il suo segno ¢ quel-
lo dip, ,(A),equindia(2)=2
L 1mportanza del numero a(A) scaturisce dal seguente:

TEOREMA — a(M) ¢ il numero di radici dip, (A) maggiori o uguali a
A

DIM. La dimostrazione ¢ anche in questo caso per induzione, e per
essa si rimanda a [2] pp. 300-302.

Usando questo risultato si possono calcolare gli autovalori.

Si voglia infatti approssimare 'autovalore - 4+ 1> Ossia la n-ma
radice del pol1nom10 caratteristico, e si conosca un intervallo [/, u] in
cuiA, ,, ., 8lace.

Sia A, il punto di mezzo di [/, u}. Sea(\,) = e €U

se a(h;) <m, A, m +1 =1L Ay ] Iterando il raglonamento su uno dei
due intervalli (quello in cui € contenuto 'autovalore), dopo k itera-

zioni si ha un intervallo di lunghezza 27 %(u — 1) che contiene

N, _m+ - 1l metodo ¢ ovviamente null’altro che il metodo di bise-

zione per la ricerca degli zeri di una funzione, in cui pero si sfrutta il
teorema precedente per la separazione delle radici.
4c) Il calcolo degli autovettori della matrice tridiagonale

Se A ¢ un autovalore, le componenti dell’autovettore ad esso
corrispondente devono soddisfare le equazioni:

(@ —N)x; +b;x, =0

b. . x. +(ai~)\)xl.+bl_xi+]=0 i=2,...n-—1

1—1 i—1

b, X, ,+@, Nx =0;

n—1 n
X, ¢ diverso da zero, e posto x, = 1 si ha, in generale:

— 1y~ ' pr-l(?\) _
X, = r=2....n.
r blbz...b'_]
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Questa formulazione ha perod un difetto: una leggera imprecisione
nel calcolo dell’autovalore pud risolversi in un rilevante errore per

il calcolo dell’autovettore.
Sia infatti X un’approssimazione dell’autovalore esatto A, .

Se la:

b X + (a, X)xn =0

n—1 n—1

fosse verificata, A sarebbe un autovalore esatto, perché x sarebbe un
vettore non nullo soddisfacente ’equazione:

(C--ADx=0.
Sara quindi:

b, x,_ ,+(@ —-MNx =e#0.

n-1 n

[1 vettore x soddisfa quindi ’equazione:
(C- N)x=e€e,
con ¢, vettore colonna n-mo della matrice identita.
A meno di inutili moltiplicatori, quindi, ed essendo per ipotesi
(C - - AI) non singolare, si ha:
x=(C- X)'e, .

Siano u,, u,, . . . u, autovettori di ' formanti una base. Sara:

n
€, = § Y Y,

da cui:

n

R — = + S EE—
A N T W N W

i k i+ k i

Per cssere x una buona approssimazione diu, dovra esscre:
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P Y,
— > i #k

Cose v, ¢ molto piccolo, ¢id potrebbe non essere vero.

Per porre rimedio a tale inconveniente si ricorre al metodo detto
dell’™iterazionce inversa’’.

Consideriamo il sistema:

(C- X)x=b (18}

con h vettore arbitrario normalizzato.
Espresso b nella forma:

b= _Z’Yiui

st ha:

i T
Risolvendo il sistema:
(C- ND)y=x (19)
si avra:
A
y = —
oo W

e I’approssimazione ¢ gia migliorata. Ripetendo piu volte questo pro-
cesso0 la potenza al denominatore aumenta ¢ 'autovettore tende
all’autovettore reale.

Se pero b ¢ scelto in modo opportuno basteranno due iterazioni
per ottenere buoni risultati.

4d) Calcolo degli autovettori della matrice di partenza.
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Sia 4 la matrice di partenza e C la matrice tridiagonale simmetrica
ad essa ortogonale:

C=PAPT
ossia:
A=PTAP
con:
P=( —2u, ,ul ... .(I=2uul). (20)

Se v € un autovettore di C, ossia se:
Cy =Ny
si ha:
PTy=PTCy=PTCPPTy =APTy
cosicche:
PTy=(I - 2uul)....(d—2u, _ul )

¢ il corrispondente autovettore di A.

4e) La programmazione del procedimento.

[ parametri di input e di output sono descritti nel listato del pro-
gramma fig. 2 (righe 80-200). 1l segmento 480-1020 riduce la matrice
a forma tridiagonale; la diagonale principale € memorizzata nell’array
C, gli N — 1 elementi fuori diagonale nell’array B.

Si consideri la trasformazione i-ma:

A=W - uul)A, | (— 2uiuiT)

con Ay, =A e con u fornito dalla (15).

Sipone I — 2uul =1—aww! con:
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2 1

a:
la — cll? s2 +a

I+ s.d

T —
Ne segue w (0, . TR +S’ai+ 2,0 "an,i)

La quantita s ¢ fornita daila (16); il suo segno & posto uguale al

segno di a, . in modo da evitare pericoli di cancellazione.
E’ quindi
= T T
A, =0 aww YA, | ~ad,  ww').
Si pone
p,=oad._ w, (21)
ottenendo:
A=A, —wpl —pwl toawwipw! .
Definito:
. T
q; =P, ~-2* w,(w p.) (22)
si ha infine:
A:A - W T ___g (T ) T+£ T ) T
i i iPi — P 5 Wi Wi P )W, 5 Wi Wy p)w;

o
A=A -w, (pz'T - (wapi)WfT - (pz' _?Wi (Wfpi))wa

A=A : rwl,q';‘r : ql.wl'.r . (23)

Il procedimento consiste allora in un cicloin /, da 1 ad N -- 2
nel cui generico passo si ha:
— il calcolo di s con le righe 510-600
— la memorizzazione di a in C({) e si--s in B(/), come richiesto
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dalla forma delia matrice 4, (righe 610-620)

— se s = 0 si va al passo successwo (riga 630)

— il caleolo di «, memorizzato in A (righe 640-650)

il calcolo del vettore w e la memorizzazione del suo elemento
di postoi + 1in A + 1, 1) per usi futuri (righe 660-700)

— il calcolo del vettore p (f 21) con le righe 710-790

o
— il calcolo della quantita scalare — wi p;s memorizzata in K1

2
(righe 800-840)
— il calcolo di g, (f. 22) con le righe 850-870
— il calcolo di A4, (f. 23) con le righe 880-930
— la memorizzazione di « nella posizione a; ; per usi futuri (riga 940)

Dopo aver completato il ciclo le righe 960-1010 memorizzano

Ay inb, ,.a, ,, ,inc, _ ea nmc.

11 scgmcnto 1030-1570 calcola gli autovalori di questa matrice,
con il metodo della bisezione.
— Le righe 1070-1090 calcolano i quadrati dei b, eli Memorizzano

nell’array W.
— le righe 1100-1150 calcolano un intervallo in cui sono compresi

tutti gli autovalori. E’> precisamente:

n
NO =14l max ) ‘a,l

=1

e I'intervallo é [-- NO, NO|
— le righe 1160-1180 inizializzano la matrice degli autovalori

1l ciclo in K (righe 1190-1480) & I'applicazione del metodo di bi-
sezione.

La 1200 stabilisce un primo limite inferiore, la 1210 calcola il
punto di mezzo dell’intervallo di ricerca

Con la 1220 si indaga sulla larghezza di questo intervallo: se esso
¢ minore di una quantita £, posta uguale a 10" 8 nella riga 460, si
passa al calcolo di un alfro autovalore, altrimenti si calcolano gh
accordi di segno a(L 1).

Nella 1280 il numero di accordi di segno € posto uguale a zero.

Si calcolano poi i rapporti si(7\) = 17,-(7\)/17,-,1(7\% ottenendo:

si(N) = ¢y - A (24)

s;AN) = ¢, - N— b',2__ s (N) ses, (N F0 (25)

I
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s;(\) = ¢, — A ses, ,(M)=0 e i>2. (26)

Ses, | (A) =0 si pone 51(7\) < 0 senza calcolarlo.

Con la riga 1290 si inizializza il contatore dei rapporti.

La riga 1300 calcola § = 5, la 1310 aumenta di uno il numero
degli accordi se S; > 0, la 1320 esamina sc¢ S ¢ nullo; se lo ¢ il conta-
tore si incrementa di due, per la convenzione fatta, e se risulta mino-
re di V si calcola (1300) 8;,, con la formula (26).

Se invece s, non ¢ nullo si aumenta di uno il contatore (1350) ¢ si
verifica che esso € ancora minore di N (1360); si calcola poi s, con la
formula (23) (riga 1370) e si ritorna ai test di 1310-1320.

Quando [ diviene uguale ad N si esce dal ciclo e con la 1390 si
decide da quale lato restringere l'intervallo, se a destra (1450) o a
sinistra (1400); in quest’ultimo caso si stabilisce anche un limite su-
periore per i restanti autovalori (righe 1410-1430).

Ristretto ’intervallo si ritorna alla linea 1210 finché non si ¢ rag-
giunta la precisione voluta.

Il segmento 1590-2250 calcola gli autovettori della matrice tridia-
gonale.

La riga 1630 inizia il ciclo in 7 per il calcoto dei richiesti N2 auto-
vettori.

Le righe 1670-1740 inizializzano alcune variabili necessarie nel se-
guito. Le righe 1760-1950 riducono la matrice (C - AJ/) a forma
triangolare usando il metodo di Gauss con pivoting parziale. La ma-
trice intera / conserva memoria degli scambi necessari per il pivoting.

Alla fine del procedimento la diagonale principale ¢ memorizzata
in R. la diagonale al di sopra della principale € in Q, e quella ancora
al di sopra € in P:

ry 4, D;

pnr 2

qn -1
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Le 1940 e 1960 sostituiscono un eventuale R (/) nullo con una
quantita molto piccola.

Le righe 1980-2020 generano un vettore Y di termini noti in ma-
niera pseudo-random in modo da evitare, nei limiti del possibile, i
pericoli su menzionati di instabilita numerica.

Le righe 2040-2080 risolvono una prima volta il sistema (18). Ora
il vettore Y diviene il vettore dei termini noti per la seconda itera-
zione. A cio fare occorre effettuare anche su Y le variazioni di righe
che sono state fatte sulla matrice dei coefficienti per il pivoting
(righe 2170-2230). Si ritorna (riga 2240) a risolvere il sistema, e ci
si accontenta della seconda iterazione (riga 2120).

Infine il segmento 2260-2480 calcola I’autovettore del problema di
partenza, ed a tal fine tornano utili gli elementi memorizzati prece-
dentemente nella matrice 4.

Secondo la formula (20) occorre calcolare il prodotto:

— T
y=u Gw, W)Y

conjchevadal adn — 2.
Si calcola allora, e si memorizza in 7, la quantita scalare wiw].T (ri-

ghe 2290-2340) e poi si calcola

=Y. - o W,
J/] -1 r JoJ-1

(righe 2350-2390)

Infine le righe 2410-2480 stampano "autovettore normalizzandolo
col porre la sua componente n-ma pari all’unita.

I pregi ed i difetti del metodo di Givens Householder sono duali di
quelli del metodo di Jacobi: tra i pregi va infatti segnalata la possibi-
lita del calcolo dei soli primi autovalori ed autovettori, tra i difetti
una certa difficolta di impostazione quando gli autovalori coincido-
no: in tal caso infatti si ha il:

TEOREMA - Se una matrice simmetrica ha un autovalore di molte-
plicita k, la matrice tridiagonale corrispondente deve avere almeno
(k — 1) elementi non diagonali b, nulli.

E’ anche da dire pero che ¢ estremamente difficile, anche quando
in teoria si avrebbero autovalori coincidenti, che gli errori di arroton-
damento diano dei b, esattamente uguali a zero.
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2lo PRINT USTHG 23a
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Poand = "5 HH) -
HEXT .J
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320 Kiski+WoJoxF 4o

338 NEXT J

846 Ki=K1xH-2

858 FOR J=I+1 TO N

g6@ QACJI=FPrJ3-KIi¥Wc DD

873 NEXT J

888 FOk ¥X=1+1 TO N

R%8 FOR J=K TO N

389 H=K+(Jj~2-J)- 2

919 A(HI=AHI-(RCIIXNCK I+ (KD XWY
J>

2428 NEXT J

938 NEXT K

$49 A(H2>=A

358 NEXT 1

368 H=N-1+(N~2-N»-s2

378
988
398
1880
1618
18218
lp38
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18678
1880
1898
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1118
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1

i
! CALLCOLD AUTOVALOR! SULLFA
MATRICE TRIDIRGONRLE

'

1

FOR 1I=1 TO N-1

WCId=B(])~Z

NEXT 1
NB=ABSCCC(1:>+ABR(B 1)
HB=MAX (NR,ABS(C(N)*+RBS{EB(N
~122)

FOR I=2 TO N-1
NB=MRX(NB, ABS(C(I X +AREBS (B
DI)+RBS(BCI-133>

NEXT 1

L=-N@G

FOR 1=1 TO N1

E(1)>=No

NEXT 1

FOR k=1 TQ NI

U=E (K>

LI=C(L+Udr2

IF U-L<E TFHEN (473
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|

!

!

i

]

A=8

i=1

S=C{ilr-tt

IF 3>=3 THEN H=H+1
IF S<>9 THEN 1358
I=1+2

IF 1<=N THEN 132893 ELIE (228
i=1+1

IF I>N THEM 1334
S=C{I =Ll ~-Ho I~ s

Figura 2¢
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GOTO 1219

IF A>=N-K+1 THEN 1458
U=L1

FOR 1=K+1 TQ N-H
E<Id=L1

NE X

GOTO 1218®

L=L1

GOTO 1218@

E<KY=L1

NEXT K

CLEAKR

IF $9=9 THEN 1578
PRINT “AUTOVALORI™

PRINT USING =2/*

FOR I=1 TO NI

PRINT ECI)

NEXT I

PRINT USING "3/

i

!

{ CALCOLO AUTOVETTORI DELLA
MATRICE TRIGIAGONALE
]

k

Y(N+1).YIN+2)=0

FOR 1=1 TO N2

i

I INIZIALIZZAZIONI
|

FOR J=1 TO N
RCJI>=CCIX-ECDD

PCJIX=8

NEXT U

FOR J=1 TO N-1

R =BCI

NEXT J

Ls="TRUE"

1
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N
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QRCI>=T

PCJl=Qd+1)

QCJ+1>=8

MCid)=M
ROJ+1D=ROI+1D-MC 12 xQC )
QI+ =QRAOI+LO-Mr 1yxP

[F RCJI=8 THEN RIUIV= 322004
49831

Figura 2d
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NEXT K
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]
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NEXT K

|
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]

IF L$="FRALSE" THEM 2238
L$="FALSE"

!

| SOSTITUZIONI DI RIGR SUL
NUDVO VETTORE DEI TERMINI N
0Tl

§

T=y<C{J)

Y(Jo=Y(d+1)
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NEXT J

GOTO 29¢e

1
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\

FOR J=HR-2 70 1 STEF =1
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FOR K=J+1 TO N
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NEXT X
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NEXT L

NEXT J
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5. Il problema generale degli autovalori
La ricerca di autovalori per il caso generale:
(A —-AB)g=20

con A e B simmetriche e B definita positiva si riconduce al caso clas-
sico tramite alcune operazioni matriciali.
Si pone:

B=LLT

con L matrice triangolare bassa, cosi come ammesso da un noto teo-
rema di Cholesky.
Si ha cosi:

Ag=A\LL7q
e premoltiplicando per L™ :
L Ag=2\L"q .
Si pone ora LTqg = x da cui:
q=(L")'x=(L")x (27)
ed infine si ha:

LTAL™M) x=xx .

La matrice L A(L™)T ¢ simmetrica, perché ottenuta tramite una
trasformazione di congruenza, ed ha gli stessi autovalori del problema
generalizzato, essendo stata ricavata da esso tramite prodotti matri-
ciali.

Trovati gli autovettori di questo problema si risale agli autovettori
del problema di partenza tramite il prodotto (27).

Il programma € quindi il precedente cui sono stati aggiunti un seg-
mento iniziale (580-1300) per ridursi al caso classico, ed un segmento
finale (3320-3400) che esegue il prodotto (27). fig. 3

Il segmento iniziale calcola la matrice L e la memorizza in B 1 (ri-
ghe 650-840), inverte la L e la memorizza ancora in B1 {righe 850-
1050), calcola il prodotto L4, ¢ lo memorizza in F (righe 1070-
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1170), ed infine calcola il prodotto FL, memorizzandolo in A
(righe 1190-1300).

L’unico punto da chiarire ¢ il calcolo di L, ossia la fattorizzazione
di Cholesky.

Secondo Cholesky qualsiasi matrice B simmetrica ¢ definita positi-
va pud esprimersi come il prodotto di una matrice triangolare bassa
per la sua trasposta. In notazione indiciale ¢:

b= L, i<j

k=1

e quindi a partire dai termini diagonali ¢ possibile calcolare 1 termini

di L per colonne.
E’ infatti, ad esempio:
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e
oy

3a

P
@ W
S o

N
v
&

23

Z24@
258
268
273
2306
z34

I SUBKOUTINE uWILE

ORXEEr X e raxserexsy
FXFRIXTXIIIXITEXLTALIRNLTIY YD
XEIXLRXTXXARLY

t ¥x CARLCOLO RUTOVALGRI ED R
UTOVETTORI DEL PROBLEMA GCENE
RALE

' k%X NELLE MATRICI YA MEMORI
ZZATO IL TRIANGOLO INFERIORE

PER RIGHE

| 3% METOOO DI GIVEN3S-HOUSEH
OLDER

1 ¥% SI CALCOLANO LLI RUTOVA
LORI A COMINCIRRE DAL PIU' B
HSSO

LN 2425200220502 2SS S &
bS50 000020 PPLERNE LD
2202880350080 8 4

toXX DATI DI INPUT

! X% N - DIMENSIONE DELLE MA
TRICI ACN,NY E BONLND

t ¥Xx VETTOR]I A E &1 IN CUl S
ONO MEMURIZZRTI.PER RIGHE. 1
TRIANGOLI INFERIOR] DI R E B
P Xy N! - NUMERD DI RUTOVALO
Rl1 DA CALCOLARE

I ¥X N2 - NUMERG D] RUTOVETT
ORI DR CALCOLRRE (NZ<{(=N1)

' X% 59 - VRRIRBILE CR POPRE

'UGUALE A
' X¥ 8 SE NON 31 VOGLIOND 57
AMPE

' X% 1 SE SI VOGLIONO LE =TH
MPE FINARLI DI AUTDVALORI ED

HUUTOVETTORI

Vox¥x 19 SE SI VUOLE ANCHE LR
STAMFR DELLE MATRICI 0! FAR

TENZR R E B

RSS2 2202220022000 4!
(2300020352225 2000¢0002205599]

(2225320208824 ¢

Voxx COATI 01 OUTPUT

toXx N1 RUTOVALCORI IN ORDINMNE
CRESUENTE

! X% N2 AUTOVETTORI CORKISPO
NOENTI Rl PRIMI N2 RUTQOVALOR

1

IR 2288390853300 8333 800858
1990932535223 833380803855287]
£FELEXLIYILIEILSLLILIYXYX

OPTIGN ERSE |

' DIM R{465).81(3€%, .F¢Z@8. 2@
J.CC(382,BC33) , WiZ2), Pl . ¢
295,¥Y{(32B)>.RI3BI.YL (323>
INTEGER (348>
SETTIME 2.9

READ N.Ni . N2. 8%

FOR [=1 TO M¥uN+1 .-
REARD Ac

NEXT |

(A0

Figura 3a
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FOR I=1 TO NX(N+1l. &
RERD BRI1CID

HEXT 1

FRINT USING 358
PRINT USING 360
IMAGE 4/ . ¥=======S==T========

IMAGE ~,“CALCOLO ARUTOVALORI
€ AUTOVETTORI DEL PROBLEMA G
ENERRLE"

PRINT USING 38@

IMAGE "==s=======¥====s======

PRINT USING 478

FOR I=1 TO N

FOR J=1 TO N

H=I+(J~2-1)~2

PRINT “AC"&VALSCJII&", "&VRL$C

I>a") = ";RBCHD

NEXT J

NEXT 1

IMAGE "MATRICE R DI PHRTENZA
"J3/

PRINT USING "2-"

PKINT USING 569@

FOR I=1 YO N

FOR J=I YO N

H=l+(Jn2-Jors2

PRINT "B("&VAL$CID8" . "RVRLS$!
I)&%> = *;BICHY

NEXT J

NEXT 1

IMAGE “MATRICE B Dl PARTEHNZA
I4’3/

FRINT USING "2-"

B $6S3 2222532220220 2 02200

PASSAGGIO AL CRSO CLRSSICO
LEEXE XL FLAXEXLXELXLT LA

FATTORIZZARZIONE ALLA CHOLE

¢

«
x M
-
——t
1
—

T3 N
TC 1

[
L[]
—

J=1 THEN 779
L=K1 70O I1
1
B1(L>¥BI (KD

L

W A Z WA NME X —F = = ===
oo M W0 GT DD e
WURXORD SOOI N

e b

P B
- 4
s s

!
uy

Figura 3b
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504

B1i@
o2e
838
840
858
B&R
870
389
2949
9698
918
320
331
S48
959
2¢8
979
988
335a
1098
1810
1628
1838
1848
1858
1868
lB7a
1888
189@
1198
i11@

-
[4V]
Ly

LN OOV s w
S0yl yglgogvodo®

ruf‘-‘w:_-;}h.swro"-?m*‘w"—“u'-'
T4

T R e P e R L e e
W gt

SO @l

VLG

e
[ R RAY]
~ gL
@ ALY

IF J<] THEN BI«I!l.=5.B1.K E
LSE B1C(I1r=CSQRCS)

NEXT J

K1=Ki+]

NEXT I

t

I INVERSIONE D01 L
I

FOR J=1 TO N
H=Jd+{(J~2-J5-2
S=1/81(H)

FOR I=J TO N
Hi=J+(I~2-1),2
BLC(HIZ=SXBI(HI1)
NEXT 1

B1(H>=$

FOR K=t 70 J-1
Hi=K+(J~2=-J)r2
FOR I=J+1 TO N
HZ2=K+(I~2-1>r2
H3=J+(]~2-1)r2

BI(H2)=BI1(H2>~-BI{(H3IYXB1{HI
NEXT I

Bl1(H1>=-Sx%xBI(HI)

NEXT K

NEXT J
]

I CALCOLO L(-1>%F

i
FOR 1=1 TO N

FOR J=1 TO N
F(l,5)=8

FOGR K=1 TO I

IF UK THEN HZ=sK+( inZ-j)-2
ELSE H2=Je(K~2-K) &
HizK+(1~2-1),2
FCOL,UY=FCL, JX+BI (HI>XACHZ)
NEXT K

NEXT J
NEXT I

L]

' MRTRICE FINALE

1
FOR 1=1 YO N

FOR J=1 70 N
H=l+(Ja2=-42.,2

ACH) =6
FOR x={ 70 !

HZ=K+( JA2~-14,,2
RCHY=AR(HI+F (], KXXB1TH2)
NEXT kK
NEXT J

NEXT I

I $ 2420583304033 5 544
|

I CASO CLASSICO

I
244332233588 SETEFE ¢
E= Qoralant
L

Figura 3¢
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I RIDUZIQNE R MRTFICE TFRIDI
HGONRLE
t

FOR I=1 70 N-Z
I1=1+1
Hi=I+(I1~2-11>
H2=14(1~2~-1)/2
S=08

FOR Jd=11 TO N
H=l+(J~2=-J>-2
S=S+A(HI~2
NEXT J
S=3@R(S)
S=SGN(R(HI1) %S
I>=ACH2>
I>=-3

S=@¢ THEN 1=8w
~2+R(H1 ¥S
Ve
+

.2

A
1).A(HId=A(HI)+3
FOR J=1+42 TO KW
H=1+(J~2-J>-2
W{(J>=RC(H,

NEXT J

FOR J=1I+1 TO N
PCJ>=0

Ji=(J~2-UJdr2

FOR K=1+1 TO N

IF K<J THEN H=K+J1 ELSE H=J
+(K~2-K>-s2
PCI)=PC(JD>+ACHIXUW (kD
NEXT K

PCJX>=RXP(

NEXT J

K1=0

FOR J=I+1 TO N
KizK1+W(JIXP (DD

NEXT J

Ki=K1%xR-2

FOR J=1+1 TO N
QUII=P(Jy~-K1XW (I}
NEXT J

FOR K=]+1 TO N

FOR J=K TO N
H=K+(J~2-J)r2
R(H)=R(H = (R TWK >+ (K " tW
I

NEXT

NEXT K

R(H2)>=A

NEXT 1
H=N=-1+(N~2-N) -2
B(N-1)>=R{HK
He=N=-1+C({N=1)>Y~2-N+t{ >
CiN-1,=R{H
H=N+(N~2~-N1-2
COND=R(HY

1

ARLOOLY AHUTOUS_ORT 3ULLA
RICE TRIDIAGCIONALE

e

1
]
a3

Figura 3d
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3%8

19£8 !

1370 FOR 1=1 TO MN-1

1988 W(I>=B Ius~C

1998 NEKXKT 1

2888 NB=RRS(C(1>)+RBS(EB(1))

2018 NB=MRX(NB.RBS(C/N:Y+ABS(R(N
=123

2828 FOR [=2 TQ N-1

2033 NB=MAX{(N@,ABS(C<I» +ABS(B(I]
3)+ABSC(BCI =121

2848 NEXT |

2858 L=-NB

2068 FOR I=1 70 N1

2878 Ecl)=Ho

2880 NEXT I

2@38 FOR K=1 T0 NI

2189 U=E(KD

2119 Li=cL+Udr2

2128 [F U-L<E THEN ZZ70
213@ !

ci48 !

2159 ' CRLCOLD ARCCORDE 0 SEGNO
2leg |

2178 1

2186 R=d

2156 I1=1

2288 S=C(1>-L1

2218 IF S>=8 THEN A=R+1}
2228 1F S$<>8 THEN 22S@
2238 I=1+2

2248 IF I<=N THEN z2&8 ELIE 239
2258 I=1+1

2268 IF IXN THEN 22932

22708 S=CCIX-LI1-WCI-12-%
2288 GOTO 218

2290 IF R>=N-K+1 THEH 2354
2389 U=L}

2318 FOR I=K+1 TDO N-R

23z8 ECI)=L1

2338 NEXT I

2248 GOT0 2118

2358 L=tL1

2368 GOTO 2119

2178 E(K>=L]}

2388 NEXT K

2398 CLERR

2489 1F $3=9 THEN 2470

2418 PRINT “RUTOQVALORI®

2420 PRINT USING ®*2-¢

2428 FOR 1=1 70 NI

2448 PRINT ECD)

2458 NEXT I

2468 PRINT USING "5-*

2479 |

2438 |

cd423 v CALCOLD 9uToveETTOR] LA
MATRICE TrRIDIASINALE

2589 |

R I

e
< i

Figura e



TCN+13,.Y(N+22=8
FOR I=1 TO N2
|

| INIZIALIZZAZIONI
|
FOR J=1 TO N
RCJI=CCID-ECD)
P(Jy=8
NEXT J
FOR J=1 TO MN-1
eIy =B dD
NEXT J
L$="TRUE"
|

I RIODUZIONE DI C-LI A FOFMA
TRIANGOLARE

i
FOR J1=1 T0O M-t

IF RESRCINYI<{RRECEC Y)Y THEN

z2?73@

M=B(J> -R{

I<Jr=@

GOTO 2818

M=RCJ>/BCUD

1¢d>=1

RCJIX=B(I>

T=R{(J+1)

RCA+1H>=Q(D)

RCI)=T

PCU>=RQCI+1

QJ+15=8

MCJr)=M
RCJ+1D=RCI+T =M 0gQcad
R+ 1I=QC I+ 1) -MC A3EP (D

IF ROy =3 THEN RY )= 338091
gge ]
NEXT J

IF R(N?=8B THEN RiN’= 3060959
3301

I

i GENERAZIONE RANLGHM

|
FOR K=1 TO N

Y(K)=FND
NEXT K

!

I SQSTITUZIONE RLLINDIETRD

PER LA RISOLUZIONE DEL S1%

TEMA

I
FOR K=N TQ 1 STEFR -1
YCEI=(YCKY-RiKIEY(K+1)-F ¥
LY CK+2) )Y /RCKD

NEXT K

i

( CALCOLO AUTQVETTORI MATRI
CE DI PARTENZA
1

IF L$="FALZE" THEN 313@
L$="FALSE "

Figura 3f
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4
8%8 SOSTITUZIONI DI RIGR SUL
NUOVQ VETTORE DEI TERMINI N
(SA
i

3878 FOR J=1 T0O N-1

3888 IF I(J>=8 THEN 3126
3898 T=YC(J)

3188 Y{Jd=Y(J+1)
3118 Y(J+1)=T
2120 Y(J+1D=Y(J+1)-MCIdRY L J)
3130 HNEXT J

148 GOTO 2968

!

63 ! SOSTITUZIONE ALL‘INDIETRO
PER IL CALCOLO DELL'ARUTOVE

TTORE

I

78
28 FOR J=N-2 70 1| =7VEP -1
28 H=J+(J~2-05-2

B39 T=4
18 FOR K=J+]1 TO N
3228 HI=J+(K~2-K)>-2
3230 T=sT+RAHI>XY (KD
3248 NEXT K

3258 FOR L=J+1 TO N
3268 Hi=J+(L~2-L>r2
2278 S=TIACHIXAC(HL)D
3288 Y(L)Y=Y(L)>-S
3298 NEXT L

3368 NEXT J

i

3320 | PRSSAGGIO RLL'AUTOVETTORE
PER IL PROBLEMA GENERALE
[}

3348 FOR J=1 TO N

3350 Yid(J>»=9

2368 FOR L=J TD N

3378 H=J+(L~2~-L)~r2

37220 Y1C(Jx=Y1d{Jr+BLiH EY LD

33386 NEXT L

2498 NEXT U

3419 IF S$S=9 THEN 249w

4298 PRINT "AUTOVETTORE N I

3438 PRINT

2448 FOR L=1 TO N-|

3450 PRINT Y1dL /Y1 (NJ

2469 NEXT L

3478 PRINT * t°*

24838 PRINT USING "2-"

3438 NEXT 1

3589 PRINT USING 25ta , 71

3518 IMAGE 7/.“Tempa di1 es
“,D0OCDD 00, " zect . 3

3526 END

2538 DATR 4.3.2.19

3348 DATH 935, 613, 215. 217 2
17, .514, 413, 327. 4a41. 315
3558 DATA 383, 155, 3g3r. 217 2
14. 283, 122, 1z22. 213, @??

Figura 3¢
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