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Problema n. 40.

La trave & la stessa del problema precedente:; essa ¢ soggetta ad
una forza assiale F non piu nell’estremo A, ma nella mezzeria C (fig.
40.1). Non si pud operare sullo sviluppo completo di Fourier, perche

{
1
I |
£ Q
| 2 s 2 |
I 1 T
C F
A — B
N :
X El= cost
Yy
| C
B
1
c Fc1=11952 ﬂZ—E-l—
QZ
calcolo con 2 onde
Figura 40.1.

mentre D'espressione di L é sempre la (163), quella di P contienc anche

i termini rettangolari in v; v;.

Operando con una sola onda si ha

1) I 2
we =5 | wrae= Dol | o Ig - T
2 )y, 212 /2 [ Y
e quindi
p=_ Fa? ol
81

Si ha percio
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Etz__Fﬁ 2 4 BT,
81 ' 413 1

2 4
OE, :(_ Fr® | Elw )vl

dv, 41 2103
- - - - Et —_ . -
quindi la condizione » = 0 implica »; # 0 se, e solo se,
]
F=F, =2n %- (171)

Operando con due onde si ha

{ {
+ 4v§ j cos? 2z dz + 4v,v, ] cos 17 cos 272 dz):
I2

Dalla relazione generale

[cos(a+6)zdz +Icos(a—6)zdz=

Jcos az cosfz dz =

t |

(172)

sen (¢ + f) z N sen(agﬁ)zr
2 (o +8) 2 (a— B
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si ottiene
! nz 27z [
] oS — COS$ dz = — ——
i 37
Se ne trae

_ Fr? N ! l
EI_—W(U% —--1-4'0% Z-—4’01'02 §..Tr_.)Jr-

4
+ Elnw
43

(v? + 403).

Le due condizioni

0FE; = 0E, _ 0
0 v, o0v, .
conducono al sistema
Eln* Fnz) g, + 2nF =0
213 4l 31

20F 4 (2E11r4__ Fw2) 2, =0 :
31 Tt l

Pannullarsi del determinante dei coefficienti € un’equazione di secondo
grado in F' di radici

(173)
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Confrontando con la (171), si osserva che migliorando I’approssima-
zione della deformata il carico critico si abbassa; di cid si & gia fornita
una giustificazione intuitiva nel corso del problema 38.

-—4
— &

——
S

v,(z) v,o(2)

Figura 40.2.

Si vuole adesso trattare lo stesso problema per via geometrica (fig.
40.2). I momento flettente ¢ fornito da

_Eiz se ZE[O, l—-J
2
M:\ (174)
--]—;f—(lz)Jro2 se zE[—%-,lJ.

Si ¢ chiamata v, (z) la deformata nell’intervallo [O, —l-} v, (z) la

deformata nell’intervallo ,i—é— , l}. L’equazione di equilibrio per una gene-

rica sezione del primo intervallo ¢

£l vy = —’-{i z
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e per una generica sezione del secondo intervallo ¢

Elv) =~ Fo, + P;_f d—z) . (175)
Ponendo
o
ET
si ha

v'1'=—k2-f:—z se ZEFO,-—I—}
7 72
v'2'+k2.v2=k2-l]:-(l—z) s z€ -;—IJ

La prima si integra direttamente, e si ottiene

P _ kS 22 + C,

1T T

21

2
=--k—1-z3 +C,z +C, .
61

(4

Un integrale particolare della seconda € v, = -{— (! — z), e quindi

il suo integrale generale ¢

v, = Cy sen kz + C4 cos kz +§-(l—z).

Le costanti di integrazione sono le quattro C;; la f deve restare in-

determinata.
_ Le condizioni ai limiti sono pure quattro:

Z:O_"'Ul=0
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L
2

r . !
zZ = —')'7)]_:7)2,7)1—1)2

Z=l—>v2=0.

La prima porge

La quarta si scrive

Cy senkl + Cq coskl =0
da cui
Cy =~ C3 tgkl

La seconda si scrive

2 3 |
ES P e L ccysen Bl _cytgkicos K+ L
61 8 2 2 2 2
da cui

272

c, L _c, (sen kL _ tgki cos ﬂ_) =KL+ 24 (176)

2 2 2 48

La terza si scrive

2¢ 72
-k—f-£—+ C, =k(C; cosﬂ—+kC3tgklsen f-l---f—

21 4 2 2 l
da cui

22

C,l — C, (kl cosz‘;l——#kltgklsen 521—)=f£—l..8—8— (177)

La condizione
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{
Z =2y =
) 1 f

permette di esprimere f in funzione delle C;:

- 241
r=6 k217 + 48

Le (176) e (177) si scrivono quindi come segue:

121
k*1? + 48

1

- (5 (sen %——tgkl cos ch-l-) =0

1 (72 — 2k%1?)
k1% + 48

1 - C3kl (cos-%!-+tgklsen -ZC-Z-I—)ZO.

La condizione necessaria e sufficiente per I'esistenza di soluzioni non
banali ¢ che sia nullo il determinante dei coefficienti delle incognite C;,
cio¢

ki kl
12 — sen —-2——+tgkl COS-Z—-
=0
72 — 2Kk%1? — ki (cos —];L + tgkl sen l;—l)
Posto
KL,
2

la suddetta condizione si scrive

240 (cosa + tg2asena) = (72 - 8a?) (— sena + tg2a cos )

€ ancord
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2 tg cosa) _

Zlgasena ) = (72 — 8a?) ( sena +
1 - g%«

24« [cosa +
1 — g2«

— 24« (cosPa + sen?acosa) = (72 — 8a?) (sen®a + sen acos? o) ;

- 24a cosa = (72 - 8 a?) sen a;

240 _ g | (178)

tgo + ~m—————
72 — 8a2

Le soluzioni della (178) costituiscono una successione crescente; il

primo valore ¢

o = 2,1602

da cui

kl=2a= 43204

[ ’ &

i il | | |

:f:'l l! l |l Il lil ,Ill. b

o / i .-'I ; F i ; .-"'
T

|| i"i III';' If.f' III‘.-' lll.r l |r.-

.F | | }I ) | |

: ‘ I |

: ’ ‘ | I l ! AN

S I N N

Figura 40.3.

2
kit = f_;_ = 18.66



228 Capitolo primo

F. = 18,66 f}_ = 1,891 72 6_21 (179)

Confrontando la (171) ¢ la prima delle (173) con la (179) si osserva
che calcolando con una sola onda Perrore ¢ del 5.76 %, operando con duce
del 3,23 %. Si osscrva pure che il carico critico reale ¢ pid basso dei due

Nella figura 40.3 ¢ riportato il diagramma della (178) tra 0 e 20; si
sono calcolati gli zeri, ottenendo la seguente tabella:

Carichi approssimati.

i a F.12[n? El
1 2,1602 1,891
2 4,1343 6,927
3 6.7857 18,662
4 9,7523 138,545
5 12,8093 66,498
6 15,9011 102,474
7 19,0099 | 146,460

Problema n. 41.

La trave della fig. 41.1 ¢é ad asse rettilineo, con E/ = cost; in A c’¢
appoggio, in B incastro perfetto. Si operi con due onde:

_ mZ 2mz
v = v, sen 7 + v, sen

La condizione di congruenza in B

2
/

UB:—ILUI+ 7)2:0

impone

La deformata ¢ percio

_ (4 1 27rz)_
v = v, [(sen — + — sen 7
( [ 2 )
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le due condizioni

Ny
I
—~—
+
<
i
o

b
ta=
_._Ar._-

-

>
N
[v2]

i
-

AN

vy

Figura 41.1.

erano rispettate in partenza.
Si ha
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2
v = o, wm(sen -7_;—2- + 2 sen ZWZ)
o (! 4
N ]
2 ], 4 3!

dalla condizione db 0 si trae v, # 0 per
dv,
F=25n iﬁf_ (180)

Si studi lo stesso caso adottando come deformata la sovrapposizione
di una funzione lincare e di una funzione sinusoidale di semilunghezza

d’onda [  (fig. 41.2):

on

v=207 + v, sen (181)
l on
La condizione
z=0—-0v=20

¢ rispettata.
Le altre due condizioni ai limiti
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si SCrivono
i ¢ |
] |
F B g
2 7
VO 2
v, —
£
nz
v, sen
Vn
1 Q.. |
Figura 41.2.
v + v, sen =0
on
'Uo T 7Tl
——— + v, COS =0
l lon lon
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da cui
. [
Vo = - v, Sen
l()n
[ /
o Tl =T
l()” l()}’l
Quindi ¢
v = v, (—- Z sen TL 4 gop T2
[ lon lon

(1

(1

(1

82)

83)

84)

I valori [,, che soddisfano la (182) formano una successione decre-
scente, del tipo di Cauchy, convergente a zero. Il primo valore ¢ dato da

L~ 4493

Loy

da cui

loy, = 0,69921 .

(1

83)

Si opera su una deformata definita da uno sviluppo in seric completo
il cui termine generico ¢ fornito dalla (181). Si ha cosi

_Eln?

. I /
LZ—@—I—S v'2dz = J (Z %ﬂ-sen nz
2 0 0 l()n !()n
.ol .ol
P=—L§v'2clz:-r~~{~] o, L gen ™1
2 0 2 0 l l()n
Ponendo

it mZ
+ — 0§ ——
)

[OH on

e
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si ha
Er [
L= - [ (Z v, a2 sen oy, z)? dz
0
ANY) . 2
P=_ £ J I:E v, (_ sendul Q, cos Z)J dz
2
0

Per le (141) ¢

l

I ssen (o, — o)z sen (&, + ) z l
senay, z seno, z dz = — - :
2 o, — o, + «
0 m " m n 0
_ 1 (sen (o, — o)l sen (o, + a,) [ ) .
2 %y — % . + &
poiche ¢
tg o, [ = w,
€ pure

sen (o, ¥ a,)! =sena, lcoswo, !l F cosa,, | sen o, | =

_ tg &y [ _ tg &y, [ _

V1+tgto, 1+ otgta,l V19tgta, !l V1 + giay,l

)

— l O(Hl * an

VL + 02 12) (1 + a2 [?)

quindi puo scriversi
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2 o

n

(l_wsen 2an1) © m=n
!

seno, z seno, z dz =
0

1
/ 2
\0
Se ne trae

[ =EL 5 2 a4(1_
g T TR

Per la (172) ¢

l
ena, [ senq,, [ :
l (_f_l_m_ +am C.‘OSO(mZ) (———l——n—— +O£,, COSO(,,Z) dz =
0

_ Sen oy, | senayl sen a,, 1

- Senanl_w
[ l

sen oy, I +

sen oy, | sen o, 1
[

!
+ «, o, Jcosamz cos o, zdz = —
0

L % % (sen (o, + a,)l L sen (@, —a,)l )

2 ®, + o, o, — «

m m n

Poiché ¢é

Sen o, [ ~senao, | tga, ltga,l

[ IV1 + tgta,l /1 + tg*a, 1

B a,l-a,l

INVT + 02121 + a2 2
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si verifica facilmente che ¢

! sen oy, 1 sen o, [
_._l_.-}-amcoso(mz ——l——+anCOS0(nz dz =
0

o? 1
L (l— sen2anl) s€ m=n
20y,

0 se mF*Fn.
Quindi é
P=—£Ev§a3 (l— senZanl).
4 2,
In definitiva si ha
- _F 2 A2 ‘
E,=—-—2Zvl o [l - sen2a,l) +
4 2q,

+ £L Zv2at (l— 1 Sen2oznl).
4 " 2, v

Nell’espressione della £, non compaiofllo i termini rettangolari nelle

oF
N i . . . o . t

v,v; 5 € quindi lo stesso caso esaminato nell’es. 39; ogni condizione 5 =0
v

" :
fornisce la soluzione v, ed il corrispondente autovalore. Si ha infatti

0F, _ __[ia’zq (l_ L Sen2anl) +£{_a4 (l— ! SCH 2oznl)Jvn
dv, 2 2 q, 2 7 2q,

da cui

+ 0
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per
2
F=F, =El = ”2E[ (186)
lOl’l
la configurazione corrispondente ¢
V=, (sen TZ _ 2 sen ml ) (187)
lon l lon
| ¢ )i
i 1
F A B
B e E
z 7
F, = 20455 T C!

—
——

Qo; = 0,6992 %

Figura 41.3.

Gli F,, costituiscono una successione crescente; il primo termine cor-
risponde al primo della successione /,, (185):

El

2
mEL _ 50455 g2 = (188)

 (0.69921)?

1

La deformata sotto F; (fig. 41.3) ¢ la (187) per I,, = ly;.
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Si risolva lo stesso problema seguendo il procedimento geometrico.
. . age - . . . . IYNE
L’equazione di equilibrio in corrispondenza della sezione generica e

Fv — R,z = EIv"; (189)
ponendo
o=
El
8 = Ra
El
la (189) si scrive
v+ k%?v =8z (190)

.Un integrale particolare della (190) ¢

e percio l'integrale generale €

B

v=Asenkz + Bcoskz +7€-fz.

Le condizioni ai limiti sono

Asenkl + 2 1=0
k2

(*) Si opera direttamente sull’equazione Efv'' = — M, comec nclla trave appoggiata, perche scri-

vendo la (189) ci si riferisce alla mensola con incastro in B.
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kA coskl+-ﬁ—=0

k2

da cui si trae che 4 e B8 sono non nulli se e solo se

(191)

tgkl =kl .
Le soluzioni della (191) sono una successione crescente; la piu pic-
cola ¢
kl=4493 ,
da cui
F, = k* El = 20,187 %
e ancora

F, =2,045 72 EL
l2

Problema n. 42.

Nella trave AB della fig. 42 si pone

+senENd

v =30, (J_,l_sen 2n — 1)7nz ) :
21
~-sen €N, .

le condizioni

sono rispettate da ciascun termine dello sviluppo.
'Si ha

!

(2n

(192)

- Dmz

T
v = — ——2v, 21— 1) cos
21 n )

21
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wo_ o m 5 2n — ) mz
v = 4—15-27)” (2n — 1)° sen 57

——

Y

A z BE
P e —————

Yy

Figura 42.

e quindi

l 4
L=§—[—s v'"? dz=E]1T‘ o2 2n--1)*
2 ), 3217 |

! 2
P=-£—-] v'? dz =‘-1—:E—Evf:, 2n — 1)?
2 ), 81 |

La condizione

— (2n—1) +
41 16 1°

0E, =( Fm? Eln*

0 v,

importa v, ¥ 0 per
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Le F, sono una successione crescente; il primo valore ¢

2
F, =TEl (193)
42
Esso ¢ il carico critico, perché lo sviluppo (192) é completo.
Problema n. 43.
Nella trave AB della fig. 43 si pone
_ 2nmz ~
v = Z g, (1 — €OS ; ) . (194)

| : }
i |
. A B
S E
E - NN z Z
Yy
ﬁ
w’E| 2v,
Fc1= 4 QZ

Figura 43.

Le condizioni di congruenza ai limiti

z > 0 :v=0v =0

z = | =9 =0
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sono rispettate da ciascun termine dello sviluppo.

Si ha
, 27 2nmz
v = - Evn n sen
n 4 2
—-l—;r— Z v, n? cos nz
e quindi
EI [ A4EIT*
L = _____s 1’)”2 d — L LU 2,02 4
2 0 13 n
F ! | Fr
P = — S 0’2 dz = — — Zv?p?
2 l

La condizione

2 ‘ 4
dE, =(_ 2Fn® , , 8EIm n4) "

3, e

importa v, # 0 per

2.2
F=Fn=-4~n7£E1
[

Le F, sono una successione crescente; il primo valore &

- 4n*El

F, 7

; (195)

cui si‘associa la deformata (fig. 43)
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Lo sviluppo (194) non ¢ completo, poicheé copre tutte ¢ solo le de-
formate simmetriche. Le deformate antisimmetriche perd corrispondono a

quelle di una trave di luce % , Incastrata in un estremo e appoggiata

all’altro: 1l piu basso F,, commesso con tali deformate ¢ (prob. 41 for. 188)

2
20455 - 4 T f’
/

superiorc alla (195), che resta percio il carico critico della struttura.

Problema n. 44.

La trave AB ad asse rettilineo della fig. 44 ¢ soggetta ad un carico
g (z) diretto secondo ¥, ad eventuali distorsioni e presenta agli estremi le

rotazioni ¢, ¢, e gli spostament.i g Vg Siano M 4, ed M, le coppie di inca-
stro perfetto, RA ed RB le reazioni di incastro perfetto, dovute a g (z) ed
alle distorsioni.

La configurazipne della trave ¢ definita dai valori p, @5 vy vg (le
deformazioni dai tre valori ¢, g ¢ vp — vy che quindi, dato g (z), sono
le coordinate lagrangiane della trave). Si vuole ottenere 'espressione di
L e di P in funzione di tali parametri.

La P si ha immediatamente considerando che la v (z) generica ¢ la
somma delle v all’ascissa z nelle cinque configurazioni della fig. 44:

B
P=--1 g +v, + vy +vs +vs5)dz. (196)
A

La L ¢ composta dalla somma dei cinque termini propri, € dei termini
di scambio; si noti subito che i termini L,,, L5, L3 ¢d Ls sono nulli
per il teorema di Land-Colonnetti.

E‘,
: B (B -
le—l— qvleZ—J quvdz
2 1, 2 4
1

L, =—=—p,p ¢
2 2 AB TA
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Y
|
Pa ‘
O ' |
- ¢A pABtAB
PaPas
Pactas = Peataa
(:) 4
' ?s
PaPga
P5Panlsn

——

VA / —Lgan

Las
T E’AB =(1+1t,5)Pas
V.
_Q—;-CAB Egn =(1+ 15,)P,
|
® { | .
Vg € 1
_QTB AB -
Cea
Cas

" Figura 44
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1 2

L3 = 7 pBA ‘pB
L., = gAB + EBA 02
4 A
2123
L. = EAB +£BA v2
B
203,
Liys = Paplap Pa ¥n : (197)
3
Ly =--2L 0,9,
lAB
3
L,s = 458 Up ¥4
IAB
3
Ly =--24 v, ¢y
IAB
3
Ly = 24 VB ¥p
lAB
£k
Lys = - -48 3 24 Va%p
lAB

Con riferimento alla trave AB incastrata ai due estremi, una rotazione ¢, del-
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'incastro A genera in A una coppia

M4 =¢4Pap -
ed in B una coppia
Mp = ¢4 Paplas

dove ¢ p ¢ il coefficiente di trasmissione da A a B. Cosi pure una rotazione ¢p del-
I'incastro B genera le due coppie

Mp = vpPpy

My =vpPpatpa -

Poiché per il teorema di Volterra €
Mp, ~vpg =M 43 * ¥4
e cioé
Y4 Paptap * ¥B = YBPBA 'BA " ¥4 >
& pure

Pap tap = PB4 'BA - (198)

Una traslazione verticale v, dell estremo A equivale a due rotazioni ¢, =

v
=g = — [A , € quindi genera in A una coppia

AB

YA VA
m, = 7 PaB T PB4 B4 =
AB AB
. . =

74 (Pap t Patpa) T T (Pgp *+ P4ptap)

AB AB
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Y4 Y4
STy Pap (T p) = =T 6y
AB AB
dove si & posto
§ap = Pap (1 T 14p) . (199)

La stessa traslazione v, genera in B una coppia

v v

_ 4 _
Mg =~ ; Ppa T Pap tap =
AB AB
. £
; BA
AB
dove si € posto
Epg = Pgq 1+ 1, ). (200)

Analogamente puo dirsi che una traslazione verticale vp dell’estremo B genera
in A e B due coppie

B
lap

M 4 4B

v
_ _B
TrLB - 'EBA
IAB

Si passi ora al calcolo di P. Ancora per il teorema di Land puo scri-
versi

B _
quydz + M, ¢, =0
A

B —
qu3dz+thPB=0
A
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B
JAC['U‘;dZ +RAvA =

B -
qusdz + Rgvg =0.
A

Percio in definitiva €

B B —_ —_— - -
A

(201)
e quindi; per le (197),

B

A .

+ 2 pAB + 2 pBA + 2 + 2 AB +£BA
Y4 B (vy vg) 372
: AB
(202)
+ 0408 Paptap T 04 (0 —vg) FE+ pp(vp —vy) B4 -
AB IAB
EAB + EBA

Se la trave € di sezione costante ¢

_  _4EI
Pap = Pps =~
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e quindi la (201) si scrive

=_1f, 7 il T 5 B
E, —__2—J qvdz + M, o, +Mypp +Ryv, + Ryop +
A

2FE1 6EI
+_l (w4 + ¢3) +____l3 (2 +vp) +

2E] 6ET
+ 7 Pavp T B (- 904 T 905 — 0pvy twpvg) -

E

_ 133 1 v, vy . | | (203)

I simboli £, [ ed I devono intendersi affetti dal deponente AB.
St osservi che nelle derivate di E; rispetto a ¢, ¢p, v4 € vp il ter-

mine in v scompare, e quindi il carico g gioca solo attraverso coppie e rea-
zioni di incastro perfetto.

Problema n. 45.

Si vogliono le rotazioni ¢, e ¢p degli estremi della trave AB appog-
giata, di luce I (fig. 45). La £, non contiene i termini in v, e vy, poiché

essi sono nulli. I valori di ¢, e g, che corrispondono alla soluzione equi-
librata sono le radici del sistema

a9 E,
0¢,

=My, + ¢ pap + PPagtap =0



da cui
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oL — _
—L=Mg + ¢4 Paptup * vpPgs =0
0 vg
_ My ppy — MpPaptan
Ya =~ 2 42
PapPBa — Paplyp
om t, . — T,
Y5 Y | Paplap B PAp - (204)

2 2
PapPpa ~ Paplap

Figura 45.

Se la trave € con EI = cost., si ha

/ —_ _
= o 2 —
P4y CE] ( THA TTLB)
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(205)

Problema n. 46.

Le coordinate lagrangiane del portale della fig. 46. sono le rotazioni
¢, € g, dei nodi B e C, ¢ lo spostamento A (orizzontale) del traverso
BC (positivo verso destra). Si indica con { l’angolo

w:_

A
7 (2006)

Il prodotto EI & costante per tutta la struttura.
Dalla (146) si calcolano le espressioni di E, relative a ciascuna di
tali travi:

1) Trave AB.

Si fa coincidere la ¢ prefissata della trave con la z della fig. 44. E’
cosl

T—TiAz %2}1_2 vy =0
ﬁBz—%i Yp ~ ¥i1
§A=—-‘2i vy =0
1_23=-32-h— vg = — hy

Si ha percio
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a)

b)

Figura 46
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B _ 2 2
EtAB=-—q—] Udf—gL‘Pl +-qi¢+
2 A 2
2EI 6E1 2 6E[
LBl 2+ 250 - 2=
7 " Y 7 o1 Y
2) Trave BC.
Si ha
v =90
Yqeg = ¥
Pg T ¥,
vy =vg =0
E’ quindi
2E1 2E7
.Eth“l_(‘Pl + 2)"'—1'—"91992
3) Trave CD.
Si ha
v =0
Yy T ¥2
vg =0
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Vg ThY
Vp = 0
E’ quindi
- 2EI , , 6EI ., . 6E[ _
Eiep = 7 v, T h3 h* Y e p Y =
21 , 6 E] 6E]
= - + —— 2 _ .
Sommando i tre termini di E, si ottiene
B 2 2
-~ h qh
E, =_ 4 | sdt—-L o, + L2y +
T2 L 2 T
L 2EIU+ R @ +2) + 12 E1 N (207)
lh , h
2E] 6E]
+-7—-*P1502——h—(801+‘ﬂ2)¢

Le tre condizioni

0E, _ 3L, _dE _

dp; 0y, 0V

conducono al sistema



254 Capitolo primo

2{h + D N 1 3 v = qh?
I, ¥1 ;2 T, 34 ET
1 D+ D) Rk ~
3 3 N 12 gh?
AR T Ay

la cui soluzione é

o = qh? 712 - 241
: 24ET 12h2 + 412 + 2641
o = qh? 912 + 10k (208)
2 24E] 12h% + 412 + 26K
v = gh® 6k + 612 + 15Kl

24 EI 12h* 4+ 417 + 26 hi

Il caso I — « ¢& quello della fig. 46b, in cui, assumendo come incognita lo sforzo X nel pen-
dolo BC, si puo scrivere 'equazione di congruenza (X positivo se BC ¢ tirante)

gh* xXn? Xn
+ = — :
8E] 3ET 3ET
da ecssa si trae
3
X=-—"—qh
16
1 h3 h3
Yy = - — —gh - -4
h 16 3ES 16 £T
L xnt 1 gk’
Yo T T 6EI 21 96 EI
Xh? 3 ght
‘p = T e — .
: 2ET 32 EJ

Tali sono pure i valori limiti delle (208) per I — oo,

Si verifica pure che per ! — 0 (traverso BC infinitamente rigido) ¢ ¢, = 0, ¢, — 0, ¢
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gh?
4R ET

il lettorc giustifichi tale valore poncndo prima un appoggio fittizio in €, e poi sottoponendo il

traverso rigido alla forza orizzontale CLN .
2

Dalle (208) si vuol risalire ai valori dei momenti; si scrive percio, con
riferimento alle travi AB e CD,

_qh*, 6El . . 2EL - _

— ‘p juiy
4 12 h? 2 :

_gh* _6EI . 2EL _ _
12 h v PG

_ gh* 30K + 151% + 73hl
12 1242 + 412 + 26kl

k)

2 -
M. __ah®_6EL ., 4EL _ _
12 h v n

qh* 6h* + 23hl
12 12h% + 412 + 26hI

gh* 18 h% + 912 435k
12 12K + 412 + 26h1
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m __SEL g + 22

7 Y Y2 =

qh? 18h% + 25 hli
12 12h% + 412 + 26h1

Per # = [ si ha

m - 18 an’
4 42 12

mo-2 4k

b 42 12

m 62 qh2

a2 12
_ 43 qn®
D 42 12 7

con tali valori si & disegnato il diagramma della fig. 46c.

Probleima n. 47.

La stessa struttura del problema precedente ¢ soggetta (fig. 47) ad
una forza F orizzontale sul traverso BC. Nella trave AB si ha

R, =0, #=0,

g = My

f

El

Ry, = F.

¢ quindi
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Euan = Fhy + 2EL gt 4 OEL g2

6E1

P oY .

Le espressioni di £,5.- ed E restano inalterate. E’ percid

tcp

2EI (I + h) 12E1

E, =Fhy + (P + ¢2) + - Y o+
2F1 6E]
+—l—"—‘101502 _h_(‘:ol + ) ¥ (209)
: |
|
B C
— —
E
h
A D
L) El = cost -

Le tre condizioni

ok, - o0k, _ oF,
0y, 0 ¢, oy

conducono al sistema
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2((h + 1) : ] 3
—— e —|— —_— —_— — =
1 P 7 ¥2 7 Y 0
| 2 + 1) 3 _
— + S _— = 0
; ¥ nl 1% b Y
3 3 + 12 b = Fh
RS T T Ty TSkl

la cui soluzione ¢

. _ _ Fh? 202 + hi v
‘ SEI 12h% + 412 + 26kl :
b = - Fh? 412 + 3k
6EI 12h* + 412 + 26h!
Per [ = o0 &
Fh?

@12502_’_2“[?1—

’ L _Fn .
6El
perl —02¢
o =y, >0
)
v ol
24F1

Verifichi il lettore che tali valori corrispondono ai due casi in cui il traverso BC
& caratterizzato da rigidezza nulla o infinitamente grande.



Sull’energia potenziale totale 259

Si osservi che le espressioni (207) e (209) di E, differiscono soltanto
nel termine noto e nei termini lineari nelle incognite, quindi i due sistemi
che ne derivano hanno la stessa matrice dei coefficienti.

Problema n. 48.

Si prende in esame un generico telaio di routine, in cui cioé (fig. 48.1)

‘ A _Il
——-.-..... ‘
e
< t
®;
D —
" ‘ o T
. AW]WNNW
o
| P e
| y n = 18
Y m= 6
Figura 48.1.

le travi sono orizzontali o verticali, ed i nodi possono spostarsi solo oriz-
' zontalmente. Le incognite del problema sono quindi le rotazioni p; dei
! nodi e gli spostamenti Ay dei traversi. Si supponga inoltre che tra due nodi
i i ¢d h adiacenti, e cioé per ogni trave ik, sia EI = cost.: se Ey 1 é il pro-
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dotto £/ della generica trave, ed [, la sua lunghezza, si pone

4b"’ ]'h
py = ————— l

/ ih

(210)
L’espressione di £, per ogni trave ¢ la (203), ove si ponga A = |,
B = h; ’energia potenziale totale ¢ :
E, =2 Eyy

estesa a tutte le travi.
Le condizioni che risolvono il problema sono le

E,

=0 i=1,2, .. n
0 i
(211)
absz k =1,2,..m
AV

dove n ¢ il numero dei nodi ed m quello dei traversi.
La ¢; entra soltanto nelle £,;;, delle travi che concorrono in i; quindi
la prima delle (211) si scrive

dE , T Lo
_f_:‘pizp+2ﬂ1,v+~——2¢hp+
J @; 2
3 p‘ p..

= Ay A —— (A Aii)} =0. (212)
2 lS lt’

Le X' sono estese alle sole travi, orizzontali e verticali, che concorrono
in i. Con il secondo indice i {s) si indicano gli elementi relativi al ritto al
di sotto (al di sopra) di i. Per i segni si ricordi che ¢ ed T sono positive
se antiorarie (1M agente dal nodo sulla trave), A ¢ positivo s¢ diretto verso
destra.

La Ajg entra soltanto nelle £, dei ritti confluenti sul traverso k;
quindi la seconda delle (211) si scrive
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oL —
ro_ 3Ak Err _ﬂ_ + EHR]- o
DA, 12
" ] 3 " il
- _32_ ZS l;S (Sok + (pks) + _2_ z,’ —ﬁ;&' (Sok + "oki) o (213)
s i

~3 A ! l‘;"s - 34, z;'[‘:iz 0

s [

Le E]- sono positive se dirette verso destra.

Le X" sono estese ai ritti che confluiscono nel traverso k. Le XY
(e Z!') sono estesc ai soli ritti che confluiscono dal di sotto (dal di sopra)
'nel traverso k.

Le (212) ¢ (213) prendono rispettivamente nome di equazioni di
nodo ed equazioni di piano: le (212) sono le ben note equazioni di Gehler,
o delle cinque rotazioni.

Si consideri in concreto il telaio della fig. 48.2; Ef € costante in
tutta la struttura. Data la simmetria della struttura e I'antisimmetria delle

forze applicate le incognite sono quattro, ¢, ¢, A; A,. Le (212) si ri-
ducono cosi a due, che si scrivono come segue:

14€L¢1+2 %%Jr +‘6%—A2=0

o EL v 0Bl 6 EL A v 6LLa, =0
; I 2 2

Le (213), dal loro canto, danno

El El El -

R EL, v EL . g EL A g EL A, =,

j2 12 13 13

Il sistema puo scriversi percio come segue:
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L
-+ +
C
— F—-
L
B

B —
L

L
—r— X

z

"y

Figura 48,2,

To + 54, +3_‘?.2_
o+ 5, - 3—?‘-+3

‘3¢2+12—1-L-6—-

A
30, + 3¢, — 6—1—1—+6
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la cui soluzione &

Fil?
= - 0,100 —
Y1 7T
Fi?
= — 0,050 —
L) Z7
(214)
73
A= 0,133 EC
- El
3
A, = 0,250 ﬂ
ETl
Le coppie di incastro sono fornite da
6Ll 2EI B
A =3 4, + ¢ = 0.600 FI
_6FL] 4FE7 _
Mea = 72 A + - ¥ = 0400 Fi
.
4 El El .
m.[;’(‘ = 615'] (A, —A)) + l_ ¢, + 2[ Y, = 0,200 F!
.' ,
Mg = 6-151 (A~ Ay) + ":;E!- p; + —4—151 v, = 0,300 FI
» 6EI ~
mBE = . _l_“__ ' _ - 0,600 Fl
6FE1

Mee = | ¢, = — 0,300 FI
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Si verifica che ¢é

Mpa TMar +Mpe =0
Mep  + Mg =0
! £ |
|
F
—{b— S
%
F
—— -
g
-1

Figura 48.3.
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m, + Mg,
S — 1 e +2F =0
m,,. + M
oy Bcl CB + F =0
A . i
[ 1
T
—¢ — . lllml HI _ 0.3F¢
F
Q -—
[ 4
] 'S
H ©
| H o
S ——— . | 0,4F(
F 0,2FQ
/ -
4
¢
| P
-+ 4 =
_ﬁ___mlﬁzﬂ
F{
Figurq 48.4.

Sono cosi verificate le condizioni di equilibrio alla rotazione dei
nodi, e le condizioni di equilibrio. alla traslazione orizzontale dei due
traversi. :

Nella fig. 48.3 ¢ disegnata la deformata della struttura, nella fig. 48.4
¢ disegnato il diagramma dei momenti.
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Problema n. 49.

St prende in esame la struttura della fig. 49.1; in ogni trave £ = cost.
Le rotazioni incognite ¢ sono cinque, gli spostamenti A sono tre (fig. 49.2).

qQ
LTI
E F
- 4
5
q
’ 4a #6 S5a
B 2 Cc
- — .
I
! 3a G 7 Al
3A 43 '
A
‘I"m, S 5
| | | | |
I 3a T Ba ! 5a | 4a I

Figura 49.1.

Az%)ga K2

of

?, . ;
i & ? '
Z > ;
N
"
ANRRRRRT ’
A,
N
In
.\\\\\u\\\\
Figura 49.2.

Si chiama, come gia fatto, con p il rapporto relativo a ciascuna

trave.
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Attraverso la (203) si scrivono i contributi ad £, di ciascuna trave:
a cio fare si sono disegnati in fig. 49 (3, 4, 5) i termini v, € vy provocati
in ogni trave da A;, A, e A;. Per la scrittura della (203) I’asse z della

-0

Figura 49.3

A, A,
o o

s

SSSSSSSSSS

\\\\\\%\\t\

Figura 49.4.

fig. 44 ¢ riportato sulla struttura in esame cosi come & consegnato nella
fig. 49.1. Si ha quindi

_ P1 2 3 2 P1 =
E =212 42 PL Ao PL A2
Y \/2) 2 342
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. P2, ) 3 P2
E, ——2—(w1 + ¢3) +

P2 Az
2 (5a)? ! 2

T —— 01

R

3
_TQ_ZAI (1 + ¢2);
A;
M |,
Iv
Figura 49.5.
3 3
E[3 =_‘J_3_¢§+_ p3 A21+-——p3 ‘10'2Al;
2 2 (4a)? 2 4da
- _ P4 2 3 g 2 2
3 .
+ Pa_ PPz T — "pﬁ" — @2 A T Ay w3 A w3 Ay)
2 2 4a
3P4 An,
(4 1)
- — Ps 2 2 3 ps 2 Qs
E = = + + — A + 2 +
ts 9 (‘p3 ‘94) 2 (6&)2 3 3 3 s
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3 ps 1 [“ ~ q (6a)?
+ = £5 A + - — vdz + 1220 o,
3 %2 3 (w3 Vs) 3 BQ 12 3
6 a)? ,
_q(6a) 0a — 3qa A, :
12
— p6 2 2 3 p6 2 p6
E, =I5 (o + + = A2 + £ +
6 T3 Ws T T ros At s v
3
+"§"'§'§-A2(‘Ps + vs) 5
_ P7 2 3 P 2 3 ps
E. =212 + - A2 p A
7 TS T T G T e
Le otto condizioni di stazionarieta

conducono al sistema lineare non omogenco di otto equazioni in otto
incognite che di seguito si scrive:

P2 A o3 3P2)_q .
-+- + + S, —O L
v, (py P2) P2 3 p (2 10

Pa_ 4, (_ 3P, + 3p3 _ 304

@2 (P2 + p3 +P4)+901£3—+803
2 10 8 8

©3 (p4+ps)+wz-§f‘-—+w4

) +
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Ps Ps A; 3ps Az ps _
+ + 5 =+ +
Y4 (ps Ps) Y3 3 Ps 3 " 0 p 7
Pe A; 3ps Az 3p, )
+ + + - 0 ;
¢s (pe P7) Pa 7 4 10 . 3
P 3P2) 302 3p3 3pa
o (3-- + (— BILLE)
2 10 10 8 8
03 3p4 + A, (Pl 1. 3p; + 3p3 + 3pa ) _ﬁz_ 3pa
8 a 3 25 16 16 a 16
3 3 . 3 3p
s Pa_ ; Pa + o4 Pe + 6
8 8 10 10
_ Ay 3p, s A, (3P4 & 3)06) =0
a 16 a 16 25
Ps Ps 3p1 . As [ps . 3ps ) _
@ T s — -y + + = 3qa?.
- ! * g p (12 16 ¢
Per
Ps P
Py = py = pq =05p
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i coefficienti ed i fermini noti del sistema sono riportati nclla tabella
49.1; nellultima riga della stessa tabella appaiono i termini della soluzione
2
a meno di ﬂ—.
p
Nella fig. 49.6 sono riportati i momenti flettenti; per il loro calcolo

si ¢ proceduto come segue

2FE1 6E]
M, =g, 8L, _
3 —
=8, 2B A V2 = _ 0,6402 ga?
2 2 3avV?2
3
m'BA TPy + ""‘"ﬁl__..fﬁl V2 = — 0,6245 ga?
2 3aV2
3
Mpe = p2er + _g_z__% —?%Al = 0,8084 ga?
3 P ,.
M., =— -—=2A = 0,8084 ga
CB 3 P1 T P22 3 5, O
TTLB z—3¢2+iﬁé_a, = - 0,1169 ga*
2 2 4a
3 p3
Mep = + =2 A = 0,0371 qd?
ch P3 ¥ > a4 1
3
mCE = Payy T p_4903 + —'&L(Az — Ay) = - 07712 qa*
2 2 4a
3
mgc =Ly, +pavs +.+&‘(Az — Ay) = — 22158 ga?

2 2 4q
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3 6a)?
Mer = pses + B8 gy + =25 p, 209 2,2158 qa’
2 2 6a 12
3 6a)’
Mpe = "pi‘Ps + ps¢a t+ —'—'Es—As _ a8y 0,5833 g4
) 2 12
o 3
TTLFG = -';'-‘Ps + pspa t ?:—Z'Az = 0,5833 qa°
‘ITI.G[ = Ps Ys + —— Py + "'3"'9_6A2 = 3,1504 qaz
2 2 Sa ’
_ 3 ps
Moy =070 A = — 3,1504 qa’

My =Ly -4, = - 77569 qa?
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0,771 qa*
0,808qa?

!

Figura 49.6.

Il lettore potrebbe agevolmente verificare che le equazioni di cui alla
tab. 49.1 sono di equilibrio: le prime cinque rappresentano il nullificarsi
della somma delle coppie agenti in ciascuno dei nodi BCEFG, le altre tre
il nullificarsi delle reazioni sviluppate dai tre appoggi posti ciascuno ad
impedire A,, A, e A;. Ci0o corrisponde infatti a vincolare la struttura in
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‘T°6v vl29rL

o 98€6°S9 Z09Tc | 9€T9T —| TI9TY8L | 9PTL | 99P9ET 78610 87900
T
Q 3 13
e 1LLTO 0 0 SL8T0 — 00SZ°0 00SZ‘0 0 0
obe
0 0 ST90°0 | SLEO'O — 00900 0090°0 0SL0°0 0SL0° 0
0 0 SLEOD — L10£0 0 0 0SL0°0 — | 00ST'0 - 0001°0
0 SL8I0 — 0090°0 0 000L°0 00010 0 0 0
Q ‘ < ¢ < 3 "
— 00520 0090°0 0 0001°0 000Z°T 00050 0 0
(4
Q ¢ < 13 < (1
T 00520 0SLOO | 0SLOO - 0 00050 000Z°T 00010 0
z
0 0 0SL00 | 00SI‘0 — 0 0 0001°0 00060 00520
0 0 0 00010 0 0 0 00520 0000°T
L _r z Séh v th 4 i
dﬂ. NQ ._q
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modo da impedire le cinque ¢ ed i tre Ay, poi assoggettarla alle forze
applicate, ed infine imprimere cinque rotazioni ¢; e tre cedimenti Ag; la
soluzione, per un qualsiasi insicme di valori delle ¢; e dei A, ¢ congruente
ma non equilibrata, poiché i vincoli aggiunti sono fittizi; I'unica che ¢

assieme congruente ed equilibrata ¢ quella che annulla le reazioni sviluppate
dai vincoli fittizi.

Problema n. 50.

Si vuole studiare il telaio della fig. 50.1 soggetto a carichi verticali
distribuiti sui traversi, ed a forze orizzontali in corrispondenza dei traversi
stessi. Le coordinate lagrangiane sono le rotazioni dei 35 nodi, gli sposta-
menti orizzontali dei 10 traversi, nonché gli spostamenti verticali dei
punti ABC.

Nella fig. 50.2 sono numerate le travi (in cerchietto), i nodi, ed i
vincoli fittizi che contrastano gli spostamenti (in rettangolino).

Nella tabella 50.1 sono riportati, per ciascuna delle 57 travi, i contri-
buti ad E, (con esclusione dei termini noti, che non giocano nelle deri-
vate). Nella tabella 50.2 sono riportati i coefficienti ed i termini noti
delle 48 equazioni del tipo

oF
L =9
0 w;
oF
- 0 :
04,
nell’ultima colonna sono riportati i termini noti, nell’ultima riga i risultati,
. qa?
a meno di ——.
P

Nella fig. 50.3 sono disegnati i momenti flettenti nei traversi; nella
fig. 50.4 i momenti flettenti nei ritti; nella fig. 50.5 i valori delle coppice
-reattive d’incastro (agenti dal nodo sulle travi).
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Figura 50.1
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14
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% o
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Figura 50.2
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Figura 50.3
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