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per FF =3

Qla-

"
'2p) — l
[ *
¥
Tali soluzioni sono disegnate nella fig. 24.6 a meno di una costante
ciascuna.

Problema n. 25.

La struttura della fig. 25 ¢ soggetta sia a g che ad F. L’espressione di
L e quella gid ottenuta nel problema 23; I’espressione di P ¢ somma di quel-
la del problema 23 (termine lineare in ¢, e ¥, ), e di quella del problema
24 (termine quadratico in ¢, e ¢,). Le due condizioni

AE, -0
0@,
aE, -0
9 ¥,

conducono cosi ad un sistema di equazioni in ¢, e ¢, dove i coefficienti
sono quelli (123) del problema 24, ed i termini noti quelli del problema 23:

(Sk—2Fa) ¢, + (4k — Fa) g, = — q—;—
(124)
4k - Fa)yyp, + (5k —2Fa) o, = gqa* .
La soluzione di tale sistema é
_ qga* 4 Fg® — 13ka?
LT 3F245 _ 12Fka® + 9K d
(125)

_qad — SFa® + 14ka?
2T T 3545 D 12Fkad T 9K
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Per F'= 0 si ritrovano i valori gia ottenuti nel problema 23.
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Figura 25

q = cost

Per F = i e per = ik— (valori critici calcolati nel problema 24)

a a

il denominatore delle due espressioni (125) si annulla.
Se F € costante, ¢ e ¢, sono funzioni lineari di g, e la presenza di



124 Capitolo primo

F si risente solo nella pendenza delle rette ¢, (g) e ¢, (gq), e cioé nella
deformabilita della struttura.

Se g ¢ costante, sia ¢; (/) che ¢, (F) sono definite in R — F, — F,
¢ sono applicazioni non iniettive da tale insieme su R. Nella figura 25 &
disegnato il diagramma ¢, (F); esso presenta gli asintoti

p, =0
=X
a
F =3k
a

E’ appena necessario avvertire ancora che il diagramma, costruito
nell’ipotesi di piccoli spostamenti, ¢ valido solo per un intorno del primo
ordine di ¢, = 0.

Problema n. 26.

L’arco della fig. 26 ¢ isostatico, con n = 2. Si assumono come coor-
dinate lagrangiane le rotazioni ¢, e ¢, dei tratti AB e DE.
Ponendo ¢, = 0, si ha

Ap, = — 2,618 ¢,
Agp = — 0,732 ¢,
4, = 23429, m? .

Ponendo ¢, = 0, si ha poi

Apg = 1,590 o,

App = 3,768 ¢,

D
It

43,23 o, m2.
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23,429, m?

43,239, m?

" Figura 26
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Quindi s1 pud scrivere

k
E = q (23,42 0, + 4323 @z) + -2—3— (- 2,618, + 1,590 ¢9,)* +

k
+ —ED_ (— 0,732¢, + 3,768¢,)* .

Le due condizioni

portano al sistema
@1 (6,854 k, + 0,536 kp) — ¢, (4,160 kg + 2,758 kp) = 23,42¢q
- (4,160 kg + 2,758 kp) + o, (2,528 kg + 14,20 k) =43,23q.

Per kB = kD = k risulta

q
Yy = 9,119 _k—

Y, = 6,360

:v[»&

Nella fig. 26 ¢ disegnata, per sovrapposizione, la deformata.

Problema n. 27.

La struttura della fig. 27 ¢ una volta iperstatica, con n = 2; le rigi-
dezze dei tre conci elastici sono uguali, e pari a k. Si ha simmetria rispetto
all’asse di mezzeria.

Ponendo ¢, = 0 si ha

Agy = — 2,065y,
AtpD = — 0,383 Y1

AQ’ = 17,65 Y mz.
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Fisura 27
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Ponendo o, = O si ha
Apg = 0,383 ¢,
App, = 2,065 v,
A = 33,52 ¢, m? .
E’ quindi

Ep = - q (17,65 ¢, + 3352 9,) + k (6,405 ¢* + 640502 — 7,149 ¢, ¢,).

Le due condizioni

aE, _ ok, -0
d ¢, d 2
porgono
_ q
12,81 ¢, — 7,149 ¢, = 17,65 -
_ q
— 7,149 ¢, + 12,81 ¢, = 33,52 T
da cui
q
Y = 4,122 T
q
=49]7 =— .
¥2 %

Nella stessa fig. 27 ¢ disegnata la deformata.

Problema n. 28.

Il telaio della fig. 28.1 & sei volte iperstatico, con » = 2. Come coor-
dinate lagrangiane si scelgono gli angoli di rotazione ¢, e ¢, dei tratti



(3)

Figura 28.1
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AB e HM.

Ponendo ¢, = 0 si ha

Ponendo ¢, = 0 si ha

1 =LL =MM'=— o, -—1—

BB, = —ay
_ 5 _
PBC ——a‘Pl:‘j‘_"“ = — 0,80 ¢,
' 6 _
. CC = 0,80¢,; * —4——a— 1,20 ayp,
_ 5 = -
(.PCD - 1,20(1 Py :T a = 0,96 @1
Aoy = o1
-
Apg = e — ¥ = — 1380“101
Ape =  wcp — Ypc 1,76 ¢,
Aep = — vep = — 0,96 ¢,

— 175ay¢,
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EE' =3 LL = _ 525 ayp,
@ = EE' :—-9—a = 2,33 }pz
DEG 4
_ y D _

Pe = — EF —4— a = 4,20 ¢,
- r. 2 = 140

CC' ¢BC-—4—a =_210ay,

DD’ - 2, = _ 292 ayp

¥pEG "4 ’ 2

ocn = DD - CCY:-a = 065 ¢

GG’ = 2 a = 1,75 ay

~ ¥pEc "7, ’ 2

App - ¥pc = 140 ¢

Agc - Ycp ~ ¥BC =075 ¢

Ay, =  ¥Ypec ~ ¥cp =— 298 ¢

Ay = $PpEc — YEF = — 6,53 ¥,

AKPF = QPEF = 4,20 25}

A¢G = Y2 — ‘pDEG = 3a33 P2

A,pH = = T2
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Nella tabella 28.1 sono riportati i valori degli spostamenti e delle
rotazioni dovuti a ¢, ed a ¢,.

Tabella 28.1.

02 =059, F0 |9, =09, ¥0

BB’ — ay, —

cC'’ 1,20 ay, — 2,10 ayp,
11 — — 1,75 ay¢,
LL — - 1,75 ayp,
MM' — — 1,75 ay,
EE' — — 5,25 ay,
DD’ - — 2,92 ayp,
GG' — 1,75 ay,
Ppe — 0,80 ¢, 1,40 ¢,
Ccp 0,96 ¢, 0,65 ¢,
YpEG - - 2,33 v
YEF - 4,20 ¢,
AﬁPA Py -

Aypy — 1,80 ¢, 1,40 ¢,
Ap. 1,76 ¢, — 0,75 ¢,
Ay, — 0,96 ¢, — 298 o,
AtpE | - — 6,53 ¢,
Ay — — 420 ¢,
Ay, — 3,33 ¢,
Apy - P2

Con i dati relativi ai Ay si puo calcolare I'energia di deformazione
(k ¢ lo stesso per gli otto conci clastici).

k
L==3% () =

k.

—- (8,26 o + 83,802 1,969, ;) (126)

Si passa adesso a vari casi particolari di carico.
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ga
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| |

Figura 28.2
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a) sul ritto Af agisce un carico distribuito uniformemente ¢, diretto
secondo z, e sul nodo /7 un carico concentrato pari a ga, diretto anche

secondo z; in £ agisce un altro carico concentrato pari a 2ga, diretto an-
cora secondo z (fig. 28.2).

Si ha
_ 1 9 |
Aq *—Ta«pl . 4—a——§- 1,750a ¢, - i—-aZ
= — 1,125a%* ¢, — 1,094 4%,
e quindi

P=-q( L,125a% ¢, — 1,094a¢;) + qa-1,75a¢p, +

+ 2¢ga * 525a¢, = qa* (1,125¢, + 13,34¢,) .

Si ¢ in possesso cosi dell’espressione di E;. Le due condizioni

oF, _ o0F, -0
0 ¢, 0,
portano al sistema
qa*
8,260, — 0,980¢, = - 1,125 =
_ qa*
— 0,980, + 83,77¢, = -- 13,34 v
da cui
qa’
= -0,1553 —
"pl » k
2
a
0, = — 0,1611 ‘_5{_.

Si calcolano di scguito i Ay ed 1 momenti in corrispondenza dei
conci elastici:
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Ao, =g, | :Mo,lss%“— M, = 0,155qd
Ag, = 1809, + 1409, = 0054 ﬂkiz ‘M, = 0,054qa?
Ap. = 1,76 ¢, — 0,75 ¢, = 0,152 _qjca_z M. = — 0,1529a4°
App = — 6,53 p, = 1,052 c;c_a,z ; My = 1,052 ga?
Agpp, = 4,20 ¢, = - 0,677 ikcf- ;. Mg = - 0,677 qa?
App = 333 ¢, =— 0,536 %ﬁi . M, = 0,536 ga?
Agy = 02 =— 0,161 fi’kiz_ . My, = 0,161 ga* |

Per disegnare il diagramma dei momenti (fig. 28.3) occorre proce-
dere a considerazioni di equilibrio dei singoli tratti della struttura. L’equi-
iibrio alla rotazione di EF, supposto che la forza 2 ga agisca sulla sezione
E appartenente a DEG, si scrive

5

(1,052 + 0,677) qa* - Typ - T a=0

da cui

Thpp = 1,383 ga .

L’equilibrio alla rotazione di €D si traduce in

5

(0,152 + 0,629) ga® — Tep T ¢= 0
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da cui
TCD = 0,625 ga = TDL

L’equilibrio di DEG alla rotazione intorno ad L si scrive
2 .9 .6,
(- 0,629 — 0,536 -- 1,052) qa* — T,p T a+ 2qga T a

‘ 6 3
—TEF'T"_TGM'T“_O

da cui

TGM = — 2,763 ga .

L’equilibrio alla rotazione intorno ad H di GH fornisce

7 7
(0,536 + 0,161) qga® ~ Tgy, - ra + Ny ° 747 0

da cui

Tornando a DEG, V'equilibrio alla traslazione secondo z permette di
scrivere

Nig = Npj — Tgp + 2qa =0

da cui

N

b = — 2,544 qa .

L’equilibrio di BC alla traslazione secondo z conduce a

5
N!C+CIG+CI'—4-G~— T, =0

da cui

T, =- 0294 qa.
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~ Si verifica che la condizione di equilibrio di CB alla rotazione intorno
a C ¢ rispettata:

(9]

(- 0,152 — 0,054) ga* + % ga + > a +

8
5 ‘ 6 _
+ 0,294 qga - -4—a-—* 0,625 ga -—4—a—0.

L’equilibrio di AB alla traslazione secondo z impone

TB - TA +Q‘a=0
da cui

T, = 0,706 ga .

Si verifica che la condizione di équilibrio di AB alla rotazione in-
torno a B ¢ rispettata

(0,054 + 0,155) ga* + qa ° 32--—‘0,706 ga*a=0 -
Dai valori calcolati sopra si trae

M :0,0S4 az - 0,294 a * ...5-..a _i a " ___S_a:'
8 1 Tty

= 1,090 ga?
M. = — 0,152 qa®> — 0,625 qa _2- a= 1,090 qa?
M,,= 0629 qa® + 0,625 qa * Z_ a= 1410 ga

M, ;= 1052 qa® - 0617 qa * %a = 0,126 qa?
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f
Af‘
A
2 /
qa /
S — /
I M
\Ni— —
‘ G =
\—] 7
\
H
“0,629(}32 D L G \ — 2
( ) 0,536qa
2 544qa T -3,161qa
~-2,763 qa
- 0,625qa E
0,617qa
—1,052qa’ '+
,052qa ,'\3,388qa
| 1,383qa 1,052qa’
,¢C D E
0,152qa (_ 0,629(]32
* * - \-F/ 0,677qa?
0,625qa *
~0,152 gqa?
qa 1 C) 0536qga?, G M
2o - —_—
5 —2,544qa 3 161qa (
4 A ————-
0,294 qa —0,054qga’
q A q . H 0,161qa’
—~0,294qa 0,054 qa?
— 0,625 qa > Y B‘
[+ - [ —— — 2,163 qa
A
—— 2
- ; 153
~0,706qa \/0 qa

Figura 28.3
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M, ;= — 0,536 qa* + 2,763 qa - a= 1,536 qa*

..:.\.|w

My o= — 0,536 ga® - 2,763 ga - —a = 5371 qa* .

-PI\.]

Si ha inoltre che 'ordinata massima della superficie semplice dei mo-
menti in A7 ¢

2
4 . (-9_ a) = 0,632 qa® .
8 4

Con i suddetti valori dei momenti si ¢ tracciato il diagramma dei
momenti della fig. 28.3.

b) sul nodo [ agisce una forza F secondo z. Risulta

P=..F-I"=1,75 Fa ¢,
e quindi (71)

E, =175 Fa ¢, + _’;_ (8,26 ¢ + 83.8 92 - 1,96 ¢ 1)

da cui
E
9k _ 8,26 k¢, — 0,98 ky, =0
G4
oF ,
- [ =_0,98 ko, + 83,77 ko, + 1,75 aF =0 .
Y2

La soluzione del sistema ¢

o, = - 0,00248 %“_

¢, = — 0,02092 '%L .
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-0,0209 F2
» k
Fa
- 00209 -2
(2) l . K
L ) - ‘
0.0020 F—:‘~ s | \

Figura 28.4
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Nella fig. 28.4 ¢é disegnata la deformata.

c) sul traverso IM agisce un carico g uniformemente distribuito, se-
condo la direzione y. Risulta |

4, =€ .6, *+DD 5 DD 5,y
7 7 2 4 > 3
GG'. 10 . _ & 6
+ GG 10 =@ (1200,  2100,) & +
2 4 2 [ 71 2 4

+ (1,20@1 - 5,02902) —5— - 2,92(102 * —5— + 1375902 _1_0_.} =
| 4 4. - 4

=a? (1,659, — 4,35¢,)
e quindi (126)
E, =- ga* (1,659, — 435¢,) +

+ 2 (82691 + 83802 — 1969, ¢3)

Le due condizioni
d0E,  JE,

= — 0
3¢y d ¢,
porgono il sistema
qa’
8,260 ¢, — 0,980 ¢, = 1,65 -
qa*
o 0,980 L1 + 83,77 Yo = - 4,35 k—-
la cui soluzione ¢
, qa?
Y, = 0,1939 —

k

2
¢, = — 0,0497 ﬂ]?“—



142 Capitolo primo

WL T T T T T T O

To
&

2
H f-0,0497 "Ta

A

a2

Qo

0,1939

"

2
-0,0497 92_
I } ‘/X_" "
\‘\

Figura 28.5
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Nella fig. 28.5 ¢ disegnata la deformata.
d) in /, L ed M agiscono (fig. 28.6) le forze dirette secondo v

F, =0615 F
FL = F
Fy = 0,385 F.
Risulta
2 2
o =a&-+—5_'a . ¥BC_ -
2 4 2

:_;" [p? + Z_ (— 0,80 ¢, + 1,40 ¢,)*] =

=a (09 ¢* + 12242 — 1409, 9,)

5 ‘pJZEF 6 ‘plz)EG - '
v =__q * + —a - === =[5 (4,20 2 + 6 (2,33 2] =
I R 3 5 z [ ¥2) ©2)° ]
= 15,10 a«pg

2

7 02 |
vy =——a - Z—=0,875ay?
Moy 2 ¥

da cui

P=Fro - Fpo - Fyoy =

= Fa (— 0,553 ¢* — 16,176 @2 + 0,861 v, ;)

e quindi

E, =Fa (- 05593 — 16292 + 0,869, ¢,) +
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k 2 2
i > (8,26 97 + 83.8¢2 — 1,96 ¢, v;) .

Le due condizioni

oF, _ 0E; -0
na% 0y,

porgono il sistema

¢, (= 1,11 Fa + 8,26k) + v, ( 0,86 Fa + 0,98%k) =0
v ( 0,86 Fa — 0,98k) + ¢, (— 32,3 Fa + 83,8k) =0
Questo sistema presenta soluzioni non banali per

- 1,11 Fa + 8,26 k 0,86 F'a - 098 k

0,86 Fa — 0,98 k — 323 Fa + 838k

e cio¢ per

F=F =258554 -g—

b
I

o
I

7.61371 £
d

Sostituendo il valore F, nel sistema (127) si ha

5,3900 ¢; + 1,2436 ¢, =0

1,2436 ¢, + 0,2869 ¢, =0

da cui

—-"-0,— = — 0,2307 .
v

(127)
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7

(2)

0,185 ¢ e — |

Figura 28.6
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Sostituendo il valore F, nel sistema (127) si ha
— 0,1912 ¢, + 5,5678 ¢, =0

5,5678 ¢, — 162,12 p, =0
da cui

r

Ll =929712 .

2

Nella fig. 28.6 ¢ riportata la soluzione non banale sotto F.

¢) In [ agisce una forza F diretta secondo z, in L una forza cF diretta
secondo y (fig. 28.7).

L’energia potenziale connessa con F & quella gia calcolata nel caso b:
P'=1,75 Fa ¢,

L’energia potenziale connessa con cF ¢ fornita (vedi caso d) da

P"= - c¢Fv, =~ 1510 cFa 02 .
Quindi é

E, = 115Fa ¢, - 151 cFa 9> +
+ % (8,26 9 + 83,892 -~ 1,96, v, ) .

Le due condizioni

0 ¢, 0y,
si traducono nel sistema
8,28 ky, — 0,98% Y, = 0

— 0,98 kp, + (83,8k — 30,2cFa) ¢, = — 1,75 Fa

L



Sull’energia potenziale totale 147

cF
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Figura 28.7
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la cui soluzione ¢

. Fa 1,71 k
YL Tk 691k - 249 cFa
(128)
Fa 14,455 k
Yy T

Tk 691 k - 249 ¢cFa

Per ¢ = 0 si ritrovano i valori ¢, ¢ ¢, del caso b).
Nella fig. 28.7 sono riportati, per [ costante, t diagrammi ¢, (c) ¢
v, (c). Si osserva che per

ck — 2,775 ia{_ (129)

si ha
501 -3 OO

Py T 0]

il valore (129), carico critico della struttura soggetta solo ad una forza in
L diretta secondo y (come puo agevolmente verificarsi), ¢ piu elevato del
valore I, del caso d).

Le (128) sono due iperboli, con asintoti

Si osservi che nel caso in esame esiste un solo carico critico, in luogo di
due, perche in £, non compare alcun termine in chpzl e clp,p, (si noti

pui:, dalla fig. 28.1, che v, ¢ indipendente da ¢,).

Problema n. 29.

Il telaio della fig. 29.1 ¢ sei volte iperstatico, con n = 2; la rigidezza
k €& la stessa per tutti i conci elastici. Come coordinate lagrangianc si scel-
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gono gli angoli di rotazione ¢, e ¢, del tratto AB e del tratto CD.
Ponendo ¢, = 0 si ha

Ap, =Agp = ¢
ASDB :A‘pF = ¥
BB' =DD' = - g,a

ASOC = Aﬂ,OG = Y2
App = Apy=— ¢,
.DD, = = =Yy d

Si pud quindi scrivere

L=2 5 8p) =2k (6 + ¢2).

Si esaminano i seguenti casi di carico applicato:

. . F
a) una forza F secondo z agisce sul traverso inferiore, una forza 7

secondo z agisce sul traverso superiore (fig. 29.2).
Risulta

F
P=Fa g, +—;3-'a(901 + ¢,)

30, + ¢,
,=Fa-—‘£lTiz_+2k(«pf+go§).

i

Le due condizioni

3L, _ JE,
0p; 0y




r|w
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b —

el

F

a4

Fa
Mc=-g
Fa
= 3 —
Mg 8

e

N_

Figura 29.2
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conducono al sistema

i‘Fa+4knp1
2
L Fa + aky,
2
da cui
3 Fa
i
0, = 1 Fa
2 L —
8 k
Si ha poi
3 F
Ap, = Ay, =_?_l_€£’_
A‘PCZA‘PG =“‘é"‘%€"

Si puo scrivere infine

Tyg =Tpp =2

co ~Tgy =2-

s I

oo|~

{l

OOIw

Fa

Fa .

oola—-
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TCG=2--P:CL:-§-a =—-.2-.F
2 2 3
Fa 3 |

T =2 -=:=aq =___F
bH g 2 6

Neopw = T = Lp
CD DH 6

Neopy = T =_LF
GH DH 6

Nyw=—Tny — T = 2 F
AB — T 4DH CG —6—

Now = Trw + T = 2 F
EG DH CG _6—

F 1 -

N = T, —_— =_ _ F
DH D 7 4
_ _ 1

Neg =— Tep + Tap — F __TF

b) un carico g agente secondo z impegna i due ritti di ,smlstra q ¢
uniformemente distribuito su 4D (fig. 29.3).

Risulta
BB'-a BB' + DD' .
= + a =
Aq 3 3
a? at _
= — = - (2 + ) =— =
Y1 2 (29, ¥2 5
3 2 |
=_"_qa —_ —a ,
> Y1 5 P2

- 4@ + 2k (p° + @2
E ~~2——(3«pl+soz) (p] + 93).
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Le due condizioni

9 E, - oF,; -0
a‘Pl a‘Pz
3.
l 2 |
) I
D H
—— —
=
= _1qa’
= R 8k 16
—| B F
a ; —
= 3 qa®
B W
4 —
Figura 29.3.
conducono al sistema
3 9 _
-2—- qa’ + 4kyp, =0

—qa* +4kyp, =0

2
da cui
3 qd?
"1 3 %
_ 1 ga?
gp T e e —————
? 8 k
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C) un carico g agente secondo y impegna il traverso superiore; g €
uniformemente distribuito (fig. 29.4).

WL @
a
a
—— e et
= 8 k_
q.= 3 aZ
Figura 29.4,
Risulta
2 2
vy T vy = d Pl -
- -;’— (02 + ¢%)
E, =-%‘-’-—-—;—a(¢f +¢3) + 2k (07 +e3)
Le due condizioni
0E, _ oF, 0
d g, 0,

conducono al sistema
2¢, (—3qga* + 8k)=0

20, (— 3qa® + 8k)=0.
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Per

8 &

q-_—? a

¢ ¢, # 0, ¢, ¥ 0; nessun legame esiste tra ¢; € ¢;.

Problema n. 30.

La trave della fig. 30.1 poggia su un letto elastico alla Winkler, do-
ve quindi

| 2 J a | a )
! | l |

A z .\B ’LC D
@g TT S ST F 8 S S0F FOYOf R

-9, » -9,(a=12)
LY
’ ﬁ\l |

k33 2
L = T (2?21+2¢2— Q1q)2)

Figura 30.1.
r=—%kuv.

E’ questo il caso della trave di fondazione molto rigida su un suolo
molto cedevole, o anche del ponte su galleggianti, classico in arte mi-



Sull’energia potenziale totale 157

litare. La struttura presenta n = 2; come coordinate lagrangiane si assu-
mono le rotazioni dei tratti estremi AB e CD.
Nel tratto AB ¢

[R—

aQ k a
LAB=7] rvdZI?-‘ v dz = — @2 .
0 0

Nel tratto BC ¢, spostando 1’origine del riferimento in B,

v= 9 (@—2) t prz
ko (“ |
LBC = 3— [&021 (a—z)* + 903 22 - 2919 z (@ z)] dz =
0
_ ka3

_z—(‘P? +*P§*801802)-

Nel tratto CD ¢, spostando Porigine del riferimento in C,

v =@y (@ — 2)
__k . 2 2 k(l3 2
LCD——-z—] ¢} @~ 2 dz = LI gt
0

Quindi il letto contiene un’energia di deformazione fornita da

L = k& 2

a) una forza F verticale agisce sulla cerniera B (fig. 30.2).
Si ha

3
E, = Fayp, + ka

22 + 293 - ©192)
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A B C D
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aF
® =75 ka®

0,134 F

-
0,534 F

A=
- 0,066 F
Q)

— 0,266 F

~ 0,466 F

-~ 0,102Fa
+ - @
M ’ 0,066Fa
-—ﬂ_

Figura 30.2
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0FE ka3
——=Fa+ — (4¢; — ) =0
d @, 6
oE, ka® _
=—(4p, — ;) =0
T 3 Y2 1
da cui
oy = 24 F
‘ 15 ka?
oy =6 F
? 15  ka?
I carichi r presentano i seguenti estremi
F
g :*ka —_ﬁ.ikaz_zi_
15 ka? 15 a
6 F _ 6 F
fre = — kv, = — —_ka= -
¢ ¢ 15 ka? 15 a

Quindi i carichi rdz equivalgono, sui tre tratti rigidi, alle forze con-
centrate ‘

S d! d"

AB |- 08F 2.4 —I-a
3 3

— 0,8F

UJI»—-
&

24
3
BC

0,2F

wlw
&

wl—a
Q

o | 02F | L4 | 24
3 3
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dove d' e d'' sono i moduli delle distanze della forza dagli estremi d1 Si-
nistra e di destra del tratto.

La condizione di equilibrio alla rotazione intorno a B del tratto AB
si scrive

Rya -- 0,8F-‘3’—: 0
da cui
R, = 0,266 F .

La condizione di equilibrio alla rotazione intorno a C del tratto CD
si scrive

~Rpa  02F- 13’_= 0

da cui
R, = - 0,066 F .
Si ha quindi
Iy =- R, = - 0,266 F
Ty, = T, + 08F = 0,534 F
Tpy = Tg, — F = - 0,466 F
ITo =Tgy, +08F-02F = 0,134F
T, =R, = — 0,066 F.

Nella fig. 30.2 ¢ disegnato il diagramma del taglio; esso, poiche
r = — kv ¢ una funzione lineare in ciascuno dei tratti A8, BC ¢ CD, ¢
una funzione parabolica quadratica in ciascuno degli stessi tratti. Poiché
le tangenti a T (z) in A ¢ D sono orizzontali (ry = rp = 0), risultano
note anche le tangenti in B e C, ed il diagramma si costruisce agevolmente.

Nella stessa fig. 30.2 ¢ disegnato il diagramma del momento M (z);
esso ¢ costituito da tre parabole cubiche nei tratti AB, BC ¢ CD. La sezione
di estremo del momento in AB ¢ quella dove 7 = 0; ’ascissa z di tale se-
zione ¢ quindi definita dalla condizione
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24 F

L 0266F + 22 L 2 Z =
15 ¢q° 2
da cui
) z =0,576 a
dove risulta
2
M=_0266Fz + 22 £ 222 =
15 a2 2 3
3
= 0266Fz + 2 FZ - _ 0102 Fa.
15 a2

Analogamente si opera in BC ¢ CD.
Le tangenti in ABCD sono fornite dai corrispondenti valori del taglio

(=)

b) una distorsione D . < O agisce nella sezione S del tratto BC
. S !
(fig. 30.3). |
Poiché non agiscono forze applicate, ¢ P = 0. D’altro canto, in L

compaiono i termini in Agp* = D¢S: I’equazione generica
ok, _ oL _ 0
dy; Oy

contiene percido un termine noto.
La deformata dipende da tre coordinate lagrangiane, ¢, ¥,, € Ap*.
Effettuando I’integrale

B
L=£—§vzdz+£1
2 ], 2

si ha
L = ka® (03333 gp% + 0,3333 npi — 0,1666 ¢, p; +

+ 0,0082 Ag*? - 0,0617 o, Ap* + 0,0493 ¢, Ap*) .
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2 kaAq)' 2 ' ' 1 reazioni sul
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-
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| i |
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Figura 30.3
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Alla stessa espressione pud giungersi sommando alla (130) i termini

dovuti all’energia propria di Ag* ed a quella di scambio tra Ago_* e Y,
e tra Ap* ¢ p,. Le reazioni sul terreno dovute a Ap* (fig. 30.3) equivalgono
tra B ed § alla forza concentrata

| a 2 _ 1 2 *
S; = — -+ —  Z—kalAp*=— ka* Ap*,
! 3 9 AT R

¢ tra S e C alla forza concentrata

_ 2 2 2 )
S, = T =a - == kalAp* =2 kag® Ao¥*
: 3 9 (Y Y

1
2

Quindi risulta

B R TR
zzzTaAso* (S1 + 5,) = 0,00823 ka® Ap*? |
LAw, =_ 5, '%'so,a—Sz ._;l_‘pla:
=-92% (75, +48,)=_ 0,061.72\:ka3 01 Ap*
Ly, =S —92—902a+52 2 ga=
Pard

(25, + 58,) = 0,04938 ka® p, Ap*
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Le due condizioni

9L _ 3L _

3¢, GRS
conducono al sistema
0,6666 ¢, — 0,1666 ¢, = 0,0617 Ap*
—~ 0,1666 ¢, + 0,6666 ¢, = — 0,0494 Ap*
la cui soluzione ¢€
¢, = 00790 Ap*
@, = — 0,0543 Ap*.

Si osservi che ¢, e ¢, sono indipendenti sia dalla rigidezza k che

dalla lunghezza a.
I carichi r (sulla terra) presentano i seguenti estremi

rg =+ kvg =0,0790 ka Ap*
re =+ kv = 0,0543 ka Ap*
— _ 2 1
r¢ =+ kvg = ?rB + -3—rC --0,2222 ka Ap* .

I carichi rdz equivalgono, sui tre tratti rigidi, aile forze concentrate
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S Ap*a’k d’ d"

AB 003950 | 2.4 | Ly
3 3

0,03950 -31- a

wlw
8

002715 | 24 | L,
3 3

BC

2 7

- 0,037 = _
03 5 a 5 a

5 4

— 0,07407 — —
5 ¢ 5 ¢

1 2

CD 7 _ =
0,02715 3 a 3 a

dove d’ e d" sono i moduli delle distanze della forza dagli estremi di sini-
stra e di destra del tratto. La condizione di equilibrio alla rotazione in-
torno a B del tratto AB si scrive

R,a + 0,0395 Ap*a*k - §-= 0
da cui
Ry = — 0,0132 Ap*a® k .

La condizione di equilibrio alla rotazione intorno a C del tratto CD
si scrive

— Rpa — 0,0272 Ap*a® k - §—= 0
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da cui
R, = — 0,0090 Ap*a® k .
Si ha quindi
T, =— R, = 0,0132 Ap*a*k
Ty = T, — S;p =— 00263 Ap*a®k
T = Tg —Sge = 00181 Ap*a?k
Tp, = R, = — 0,0090 Ap*a?k .

Nella fig. 30.4 ¢ disegnato il diagramma del taglio; esso € costituito
da una parabola quadratica in ciascuno dei tratti AB, BS, SC, e CD. Le
tangenti sotto 4 e D sono orizzontali, quindi si costruiscono ovviamente
le tangenti in B ¢ C (le tangenti in A e B si intersecano sulla mezzeria
di AB, le tangenti in C e D sulla mezzeria di CD). Poiché le tangenti in

B ed § si intersecano sulla mezzeria di BS, e le tangenti in S e C sulla
mezzeria di SC, ¢ nota anche la tangente in S.

Nella fig. 30.4 ¢ disegnato anche il diagramma del momento: esso si
annulla in 4, B, C e D, ed é costituito da parabole cubiche in ciascuno dei
tratti AB, BS, SC e CD; le tangenti in ABCD sono fornite dai corrispondenti
valori del taglio. | valori estremi di M sono in corrispondenza dei tre pun-
ti di taglio nullo, 1 flessi in corrispondenza dei due punti di massimo e
minimo taglio. ‘

c) un carico g agente secondo y ¢ distribuito uniformemente su tutta
la luce AD (fig. 30.5).

Poiché esiste simmetria rispetto alla mezzeria, si puo semplificare

la (130) ponendo ¢, = -- ¢, = ¢:

Inoltre ¢é

- . . g = 2
Ay =2 ga *a+ pa - a=2ypa .

l\.)l'-‘
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Quindi
E, =~ 2qpa® + 2 ka’y?
ak _ 2ga* + = katy
dy
da cui

Sull’energia potenzidle totale 169

Nella fig. 30.5 sono riportate le risultanti dei carichi ¢ le reazioni per
i singoli tratti; si affida al lettore la costruzione dei diagrammi 7 (z) ed

M (z).

d) una coppia M agisce nella mezzeria del tratto BC (fig. 30.6).
Per I’antisimmetria si pud semplificare la (130) ponendo ¢, = ¢, =

L = — ka® ?
Poich¢ ¢
Yo T — 29
si pud scrivere
P =2Mey
- 1
E, =2Me + — ka’ o?
B 2 m +kaddy
dy
da cui
“
Yo — — =M
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a a a
f % t T
i | 4
f_a_ T _a_T )
Az 8 *fNE C 0
a?ggg'ggla-a'gsgg@
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| x‘[ lh ’m. ka

a

. Figura 30.6
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Nella fig. 30.6 la coppia T ¢ negativa, ¢, risulta positiva: tracéi il
lettore i diagrammi T (z) ed M (z), sulla scorta dei valori delle reazioni
¢ dei carichi che appaiono nella stessa fig. 30.6.

1l a 1 a L a L
I | t !
F A 2 B C D
- asgaas;'ga;agasﬁ'agagaa&é“
Y
¢
— $ ! )i |
ka?
6 4
P -9
"'t ]. ¢
5ka?
6

Figura 30.7.

¢) una forza F agisce in A secondo z (fig. 30.7).
Risuita (fig. 30.7)

2 2 2
Wy =a i + a ¥Bc + a 2=

2 2

B4 SR IR 2V

=alp] + 7 + i)
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e quindi (130)
_ 2 2 ka® e 2
E, = — Fa (p; + ¢ +<p1<pz)+—é-—( o1 t29; —vi19;).

Le due condizioni

dE, _ OE,

—] :0
d ¢, 0 ¢,

conducono al sistema

o) (4ka* — 12Fa) — ¢, (ka® + 6 Fa) = 0
(131)
— ¢, (ka® + 6 Fa) + ¢, (4ka® — 12Fa) =0

L’equazione A = 0 presenta le soluzioni
‘

F=F, ='-é- ka?

Ty
I
o
I

S—ka2 )
6

1

Per F = 3 ka® (carico critico) il sistema (131) si scrive

2kalp, — 2ka* ¢, =0

— 2ka*p, + 2ka® o, =0

la cui soluzione ¢

€ I'G
S,
il

—

Per F = %. ka? il sistema (131) si scrive
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— 6ka*yp, — 6ka* g, =0
**6k03§p1 **6ka3lp2 =0

la cui soluzione €

Quindi al carico critico corrisponde una deformata antisimmetrica,
al carico F, una deformata simmetrica.

Problema n. 31.

La trave rigida su letto elastico della fig. 31 presenta una defor-

| ¢ |

I 1
I

F A B -F
"lagEzgggggJ ;agaa§l“__

l ———— 4
X %
l ke &

- — -
QZ
1 2 y I
3
Figura 31.

mata dipendente da due coordinate lagrangiane; come tali possono essere
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scelte lo spostamento v, del punto C di mezzeria e la rotazione ¢ intorno
a tale punto.

II carico applicato che appare nella fig. 31 ¢ costituito da due forze-

uguali e contrarie /¥ e — F, applicate alle due estremitd 4 e B; esse sono
chiaramente del tipo assiale. Risulta

2

@
Wp — W, =~ [ =

B A 2

e quindi
2
P=— Fw, + Fwyg =—Fl—‘§—.
E’ poi

E’ quindi

2 3

E = Fl & vkl 4 2_’_)
! 2 (C > Y

Le due condizioni

0F, _ dE, _ 0

dy d v,

si traducono nelle equazioni
ki3

e Fl+ ¢ =0
¢ ¢ 5

Uckl =0

da cui
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e ¢ # 0 se e solo se

p=p, =k (133)

Alla (133) puo giungersi attraverso il metodo euleriano. Data la sim-
metria della struttura, possibili deformate sono quelle simmetriche o an-
tisimmetriche (e cioé nel nostro caso, una caratterizzata dalla sola v,
’altra dalla sola ¢). Se la struttura non fosse simmetrica, tali deformate non
potrebbero esistere, almeno in genere. Poiché poi una deformata non an-
tisimmetrica non rispetterebbe la condizione di equilibrio alla traslazione
secondo y, l'unica possibile ¢ quella antisimmetrica (v, = 0). Dato ¢, si ha
(fig. 31)

[
r, =— kv, = — kyp —
A A “02
r:_k = l .
B UB k‘P'z—s

le risultanti dei carichi rdz su AC e BC sono perciod

Slz k&p—'—

S ko L
S5cocer ‘p_.
g 8

La condizione di equilibrio intorno a C fornisce

2
kol 2 b F2, 0 2
8 3 p)
da cui
2
Fo= KL

12



