CAPITOLO PRIMO

SULL’ENERGIA POTENZIALE TOTALE

Premessa.

Nel secondo volume di Problemi si ¢ utilizzato il principio dei lavori
virtuali nella cosiddetta seconda forma: e cioé si ¢ usato un insieme di forze
equilibrato fittizio, ed una 8§C reale, scrivendo una condizione necessaria
di equilibrio. Se il principio si sfrutta nella prima forma, ¢ cioé usando
tutte le 6C congruenti fittizie (a partire dalla C reale, ovviamente), e
come insieme di forze qucllo reale, si ottiene il principio di stazionarieta
dell’energia potenziale totale come condizione sufficiente (¢ necessaria)
di equilibrio delle configurazioni, e cioé come criterio di scelta delle con-
figurazioni di equilibrio fra tutte le possibili configurazioni congruenti.

E’ opportuno precisare che le §C devono rispettare ai limiti le sole
condizioni di congruenza, e non quelle di equilibrio.

Formalmente si pud scrivere

C, Fieq <= 8§, F =0 V6§ C (1)

i

dove E,, energia potenziale totale, ¢ la somma dell’energia potenziale P
delle forze applicate, ¢ dell’energia di deformazione I della struttura. Si
ricordi che le sole ipotesi sotto cui la (1) ¢ valida sono quelle di materiale
elastico, e di vincoli lisci e bilaterali: essa vale quindi anche in presenza di
grandi spostamenti, di materiale non linecarmente elastico, ed addirittura
di forze non conservative, poiché si chiamano in gioco le sole variazioni
del primo ordine di P e percid le forze possono essere considerate come
gravitazionali.

L’insieme struttura-forze sia conservativo: esista cioé un potenziale
¢ (c;), funzione uniforme delle n coordinate lagrangiane ¢y ¢, ... ¢,, tale
che nel passaggio da una configurazione C; ad un’altra ¢, il lavoro delle
forze possd esprimersi come

L=¢(c, ¢,

0, come spesso si scrive,

L=¢(Cy)- ¢ (C) (2)
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L’energia potenziale P ¢ data da - ¢ (¢;).

Accettata la definizione di stabilitd offerta dalla Meccanica razionale,
e data una configurazione C, che rispetti la (1), e cio¢ di equilibrio, si sa
che se £, presenta in C, un minimo relativo proprio la Cy ¢ stabile. Se
E, non presenta in C, un minimo relativo proprio, e se tale assenza di
minimo ¢ riconosciuta attraverso 'esame delle prime derivate non nulle
in Co di E, rispetto alle ¢;, la Cy non é stabile, o, come si dice, ¢ insta-
bile: per esempio, se in Cg la 8F, & maggiore di zero per qualsiasi 8C,
fatta cccezione per una o pit §C* per cui 6K, ¢ nulla, non puo dirsi ne
che C, ¢ stabile (non esiste infatti un minimo proprio di £, in Cy) ne che
C, ¢ instabile (Pinesistenza del minimo non é riconosciuta attraverso l'esa-
me delle prime derivate di £, non nulle in Cy).

Data nello spazio delle configurazioni una sfera I comunque piccola
con centro Cy. ¢ definita in / la matrice (Hessiana) H di ordine n

22E, |

H=|—————] (3)
d¢; 0 ¢ | -

Se ovunque in / — Cy la H ¢ definita positiva (e cio¢ la forma quadra-

02 F
. 3 \ . . ..
tica ¥ ——— ¢; ¢; € magglore di zero per qualsiasi ennupla ¢; ¢4 ... ¢;)
0 Ci 0 Cj

la £, presenta in C, un minimo relativo proprio, e quindi la C, ¢ stabile.
‘Se viceversa la £, presenta in Cy un minimo relativo, la H ¢ semide-
finita positiva in C,; se ne trae, in particolare, che se una delle derivate
0% £,
2
(6
i
relativo, tanto meno un minimo relativo proprio, ¢ quindi Cy ¢ instabile.
Assumendo C, come origine dello spazio delle configurazioni, si ha in /,
limitandosi ai termini del secondo ordine, ed assumendo (£,)y = 0O,

seconde in Cy € negativa, in Cy la £, non presenta un minimo

aE,) 1 ( 32 E,
= + * oy — 8 (=) crer=
Et (Ez)o Z (ac o Cz 2 aciacj )0 Cl Cj

82 K
> (_._"_\ sor. 4)
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Una configurazione C* (c¥) # Cy ¢ di equilibrio se e solo se

a E,
ac;*

=0 i=1,2,..n; (5)

le (5). per la (4), si scrivono
-
2(_‘3__{&._) =0 (i =1,2,..n). 6)
7 \dc; ¢ o !

Il sistema (6) ammette soluzione non banale se e solo se

det Hy = 0 ; (7)

la soluzione C* (c¥ cy ... ¢¥) e definita a meno di una costante.

P’esistenza di configurazioni C* di equilibrio prossime a C, implica
che in (o e C* la £, assume lo stesso valore; ed infatti per i valori ¢¥
c¥ ... ¢¥ che soddisfano il sistema (6) la forma quadratica (4) si annulla.
Cio non esclude pero che in Cy possa esistere un minimo relativo proprio
di £y, ¢ quindi che la C, possa essere stabile. Ed infatti il risultato & valido
se ¢l si limita ai termini del secondo ordine; in realtd non esistono confi-
gurazioni di equilibrio prossime alla Cg, ¢ tanto meno una infinita di con-
figurazioni, tutte definite a meno di una costante. Si puo dire cio¢ che se
¢ verificata la (7) esistono piu configurazioni di equilibrio. nell’intorno
del secondo ordine di C,, e viceversa.

L’espressione approssimata (4) della E, non ¢ altro che la varia-
zione seconda (variazione del secondo ordine) di E, in [; con esattezza
puo quindi scriversi

] ( 92 E;

= —_— ek 8
(85 E,)o z 5ot ) cre (8)

2

Essa ¢ una forma quadratica definita in /, i cui coefficienti sono gli
elementi di H in Cy. Si ha

(8,E,)p >0 ¥ 6C = C, stabile
(9)
A6C* : (6,E,)F < 0 = (, instabile .
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Puo anche darsi perdo che risulti (6, £,)o>> O per qualsiasi 6C, ad ec-
cezione di una o piu 6C* per cui (6215[)3‘ = (. In questa evenienza, molto
significativa perché collegata come gia detto con la (7), si avverte 'op-.
portunitd di distinguere tre casi, estendendo I'indagine ai 8£, di ordine su-
periore, ¢ dando a tali casi una speciale qualifica:

A5C* : (6, Ez): =0, (6 E!)ak >0 Co €
neutro stabile
(62F,)9 = 0O V6O £ §C*
J5C* (6215[)3‘ = (), (5Et);)“ =0 Cy ¢
indifferente (10)
(62FE,)g > 0 V6C # §C*
365 C* : (('5215,);)k =0, (c‘i]i'[)z)Ec <0 Cy ©
neutro instabile
(6,E,)0 > 0O VoC # 6C*

E’ da dire che seguendo la definizione della Meccanica Razionale la
configurazionce neutro stabile ¢ stabile, la neutro instabile ¢ instabile, men-
tre nulla pud dirsi, come gia si ¢ osservato, per l'indifferente.

Problema n. 1.

1) La struttura della fig. 1.1a ¢ costituita da una trave indeformabile
AB vincolata in B con un incastro angolarmente ed elasticamente cedevo-
le. Essa rientra nelle cosiddette strutture rigido-elastiche, costituite da travi
indeformabili collegate tra loro ed al suolo con vincoli di cui qualcuno ela-
sticamente cedevole. Per ottenere il grado i di iperstaticita della struttura
occorre irrigidire i vincoli cedevoli. La deformata dovuta alle forze dipende
da n parametri; n ¢ il grado di labilita della struttura derivata dalia reale
quando si assegna una completa cedevolezza ai vincoli cedevoli. E’ ovvio che
il grado i di iperstaticita ed il numero 7 non hanno nulla in comune, nel
senso che sono indipendenti 'uno dall’altro. Impropriamente si usa dire
che la struttura possiede n gradi di liberta; in realta la struttura reale deve
essere isostatica o iperstatica, mentre n ¢ soltanto il numero finito di para-
metri da cui dipende univocamente la deformata. In tal senso soltanto si
puo parlare di sistemi olonomi ad n gradi di liberta, ¢ di coordinate lagran-
giane di essi. Si assume che i vincoli siano cedevoli elasticamente con
elasticita lineare: o meglio, che i cedimenti siano proporzionali alle corri-
spondenti componenti della reazione. Se si considera come reazione quella



Sull'energia potenziale totale 13

csercitata dalla struttura sul vincolo, il cedimento deve essere dello stesso
segno della reazione; se invece, come ¢& d’uso, per reazione si intende quel-
la esercitata dal vincolo sulla struttura, il cedimento ¢ di segnd contrario
alla reazione. ,

Un vincolo cedevole molto frequente & la cerniera elastica, e cioe l'in-

aseng

Figura 1.1.

castro angolarmente cedevole; se tale vincolo ¢ esterno, puod porsi

VTTL=*kso; (11)

se il vincolo ¢é interno, si ha invece

M =kipy - 9)= kAyp
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md: k ("od SOS):,,, kA\O

e cioe (M =Tfls = . TTL,,»
' M=kAyp . (12)

La costante k ¢ la rigidezza del vincolo; il suo inverso ¢ la cedibilita.

Per la forma delle (11) e (12), ¢ ¢ Ay vanno misurati dalla posizione
per cui M ed M sono nulli. Si osservi pure che una cerniera clastica puo
essere realizzata con una molla, con un concio elastico, o simili.

L’effetto di una coppia T agente su una cerniera elastica ¢ assimila-
bile a quello di una forza di M tonnellate, tangente al cerchio di raggio uni-
tario (1#2) e centro nella cerniera (fig. 1.1b). Se € misurato in radianti, per
effetto di un dy la M compie il lavoro

dL =M ds = kpdy tm,
e quindi il lavoro totale fatto da M mnell’intervallo [0, ¢] €

2

¥
L=\ kopdp= ko
o 2
questa ¢ anche D'energia e¢lastica immagazzinata nella cerniera clastica. Se
il vincolo € interno, si ha analogamente

; (13)

Lzﬂfﬁ . (14)

2) La struttura della fig. 1.1a € isostatica, e per essa n = 1. Nella po-
sizione AB ¢ ¢ = 0, e quindi M= 0. La forza F ¢ di direzione fissa, orto-
gonale ad AB, ed il suo punto A di applicazione ¢ solidale alla trave; quindi
F ¢ conservativa. La posizione AB ¢ la configurazione indeformata della
trave.

Adottando AB come gquota iniziale per il calcolo dell’energia potenziale
Pdi F,siha

= Fo, = Fasengp . (15)

L’energia elastica L non risiede che nel vincolo, poiche la trave ¢
rigida, ed ¢ fornita dalla (13). Quindi st ha

2

£, =P+ L= Fa senyp + kzﬂﬁ (16)
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db‘r
dy

=~ Facose + ky .

Se ¢o ¢ angolo di equilibrio sotto F, si ha

/dEf \ =0
kd‘p }so:% ’

e viceversa. Quindi 'angolo ¢, € fornito dalla relazione

~ Fa cosgy + kg = 0

da cui

F:.’f__.__‘ﬂfl__ _ (17)
a cos

Si preferisce ottenere la F (p,) invece della v, (F) per la maggiore
semplicita dell’operazione.

Il diagramma F (pq) € riportato nella fig. 1.2a; esso € antisimmetrico
rispetto all’asse delle F, e infatti dalle (17) si osserva che se F.yp, € solu-
zione, lo ¢ pure — F — ¢g. Per

T
- +
Yo >

risulta

F - + oo

3

quindi le due parallele all'asse delle F nei punti di ascissa * sono

w|=i

asintoti.

It diagramma F (p,) ¢ quello della restrizione della funzione p, — F, fornita dalla (17), nel-

Pintervallo di definizione | — 21 , % |. La funzione g, — F & definita in R — S, dove

S=12c+ 1) —g ceZt



16 Capitolo primo

essa ¢ una applicazione da R — S su R (suricttiva) non iniettiva. Il diagramma di ¢, (F)presen-
ta gli asintoti verticali definiti da

p €85 .

La costruzionc del diagramma puo farsi agevolmente modificando la (17) in

) k
OS¢y = Fa 7o
a

¢ trovando le intersezioni dei diagrammi delle due funzioni di ¢, per varii valori di F (fig. 1.3a); si
osserva (fig. 1.3b) che esiste una successione F; non superiormente limitata in R°, tale che per

FelF, , F

niy | (nEN)

esistono 2n + 1 soluzioni della (17) in R*, e per

FE]*Fn*FnJrll

esistono 2n + 1 soluzioni della (10), opposte alle precedenti, in R™. Cosi pure esiste una succes-
sione Flf non superiormente limitata in R*, tale che per

FE]FA’F;;H[

nEN)
esistono 2n + 1 soluzioni della (17), in R™, e per
Fel-Fy - Fyy

esistono 2n + 1 soluzioni delta (10), opposte alle precedenti, in R*

Dalla (17) si ha

dF  _ Kk o senypy + cosyg
d oo a cos? g,

b

¢ interessante il valore della pendenza nell’origine
dF =X (18)
dyo 0, =0 a

— oo, Nel diagramma Fip, gli

m . .
Per ¢, & * — si ha, come ovvio,

2 dpy
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angoli, per ragioni di calcolo, sono stati riportati in gradi nonagesimali

anziché in radianti.
Nella fig. 1.2b ¢ riportato anche il diagramma E, (¢); per tracciare

A

|
a o
F= < 0
K S |
|2
| @
|
|
(o]
~
Vo]
) ]
; 1 a)
ol Q |
Te] [4¥]
= |
// |
-90 0 / |
[ 60 9;0°P
| |
| |
! 2e, } '
I k % © gl“‘.
o 0o T
| 3 5|5
o |°|
| 0 |
-
I /' | %o
|
| / b
1 3\
P~
e N o 0
=) ™| oo Q @ ¢0—30
I (| @ 4 k
R F = 0,604
ol sl ©
o]
Figura 1.2,

tale diagramma occorre fissare F (16); ed al variare di F si ha una tamiglia
di diagrammi £, (y). Nel nostro caso si ¢ preso il valore di F corrispon-
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dente ad un angolo di equilibrio ¢, = 30", e cioé

(s i1

3 A
—
Sq -
U i
3
'3
o9 ©
ﬂ A
B
(d

Figura 1.3.a, b.

Si vede che il diagramma £, (yp) passa per 'origine, ¢ presenta un mi-
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nimo in corrispondenza dell’ascissa

¢ = po (F) = 30° ;

il fatto che a tale ascissa il diagramma dovesse presentare tangente orizzon-
tale era un fatto scontato, poich¢ ¢, ¢ angolo di ‘equilibrio sotto F; il

fatto poi che ci sia un minimo significa che in ¢, si verificano le due con-
dizioni

d E, =0 09)
dE, > 0

e quindi in ¢y 'equilibrio ¢ stabile.

3) La (17) non ¢ che un’equazione di equilibrio, come si verifica
scrivendo (fig. 1.1) la condizione di equilibrio alla rotazione intorno al
punto B:

Fa cospy — kg =0 .

4) Se avessimo eseguito lo studio nell’ipotesi di piccoli spostamenti,
¢ cio¢ fermandoci ai termini del secondo ordine in ¢, avremmo scritto

3
= L o
Sen &p—3! + .=
. ky?
Et=l‘a‘p+—2§& (20)
db, _ _ Fa+ ko
dy
da cui
— Fa + kpg =0
F=X o (21)
a

In questo caso il diagramma F (pg) ¢ lineare, e la sua pendenza coin-
cide con la pendenza (18) del diagramma esatto in ¢, = 0; in altre parole,
operando nell’ambito dei piccoli spostamenti si confonde il diagramma
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reale con la sua tangente in ¢y = 0, e quindi i risultati sono esatti nell’am-

bito dell’intorno del primo ordine di ¢, = 0.

Problema n. 2.

1) La stessa struttura elementare del problema precedente € soggetta
nell’estremo A ad una forza F, di direzione costante parallela alla posi-

Y
aseng
F F |
al1—cosg) LF * I !
- - — S i s
—- A ! !
Al
¢ |
a
acosg .
B o ) [ 3
4 ¥ > Tk 2
_ & 2a 3
. ® L p
m=-ke | [
| -
n _x .'21 n 9
a)
ae
F
Fe ¢
9? J
a— —¢ %»— F
—
2 b)
@2\ ¢ a
2 (1-%)
—r— D
k
%o

Figura 2.1.
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zione indeformata AB della trave, e con punto di applicazione solidale
alla trave stessa. Dal riferimento adottato, F risulta positiva s¢ genera
compressione (fig. 2.1a).

Scegliendo come quota iniziale per il calcolo di P la retta per A ed
ortogonale ad AB, si ha

P=— FwA

Dall’esame della fig. 2.1 si trae

Wy =a — acosp=a(l - cosy) .

E’ percid
E = Fa (1 cosyp) + k" (22)
Z_i’ =-— Faseng + ko .
Se ¢y ¢ angolo di equilibrio sotto F, si ha
— Fa senpy + ks = 0, (23)
¢ viceversa. Quindi si pud scrivere, se senyp, # 0,
F=X _¥ (24)

a sen g

Una soluzione della (23), per qualsiasi valore di F, ¢ ¢, = 0; quindi
una parte del diagramma F (p,) € certamente tutto I'asse delle F. Tale
soluzione coincide con la posizione AB indeformata, che ¢ sempre quindi
posizione di equilibrio. La (24) perod assicura che ad ogni

o<€]l—7,0[ U 1 0 7 (25)

corrisponde un valore di F diverso da zero, e ai due valori opposti generici
t yo corrisponde lo stesso [. La corrispondenza che porta p, in F dail’in-
tervallo (25) ¢ una applicazione sull’intervallo
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Fej L o (26)

ad ogni F della (26) corrispondono due valori di ¢y.

|

sen 9,
a)

K F,

af o Fa

JIVANVA aNA
0 o
_q an/ —31:@ —Tt\-/ van W““ 5 g

v - Ve

—h F3
4l
k —— A
iy o :
0O ' | P

o

|
} -

b)

Figura 2.2

il diagramma F (p,) ¢ quello della restrizione della funzione ¢, — F, fornito dalla (24), nel-
Iintervallo di definizione (25).
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La funzione ¢, — F ¢ definita in R -~ §, dove

S:»lc‘n,ceZ};

il suo diagramma presenta gli asintoti verticali forniti da (fig. 2.2)

ces ol.

Esiste una successione ¥; non superiormente limitata in R, tale che per

Fe|F, F

no Fngg | (n & N)

esistono 2n + 1 soluzioni della (17) in R*, e 2n + 1 in R,
Analogamente, csiste una successione Fi non inferiormente limitata in R, tale che per

FG]F"Q,F

1 b n N

esistono 2n soluzioni della (17) in R*, e 2n in R™. La p, — F ¢ una applicazione da R -~ Ssu
R — | F, F,], non iniettiva; il suo diagramma ¢ simmetrico rispetto all'asse delle F.

ii diagramma F (pg), disegnato nella fig. 2.1, mostra appunto che per
ogni

F<X
a

esiste la sola soluzione ¢, = 0, mentre per ogni

F>X
a

alla soluzione ¢, = 0 si affiancano due soluzioni simmetriche rispetto al-
I’asse delle F. Si osserva che per

Yo > W

risulta

F—»-—{-oo,

quindi le due parallele all’asse delle F nei punti di ascissa * 7 sono asintoti.
Dalla (24) si trae
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dF k senypy — Yo COSPo

= — (27)
dpo a sen? o
Per po > £ € dF — + oo 1 per g > 0 ¢
dyo
im = Yo =0,

eo—>0 dpg A ¢,~0 2 COSPo

2) Si passi adesso a saggiare la stabilita delle configurazioni di equi-
librio. Dalla (22) si trae, per un F prefissato, '

i

—L — Faseng + ko

——t=- Facosg + k

= Fa senyp

—— =Fa cosy . (28)

Per ¢ =0 ¢

L= Fa+k;
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si trae da queste

F<-§— > dyE, =0,dyE, >0

F>§. ~ diE, =0,dE, <0,

¢ quindi la configurazione ¢, = 0 € di equilibrio stabile per F < g— , in-

stabile per F' > —:-:— .

Per ¢ = ¢, (soluzione non nulla sotto F)

d*E k
(——-T’) =——ﬂ-—acos¢o+k=k(— Po ) ;
de® Jp= g a sen g g o

quindi, con riferimento all’intervallo (25), in po # 0 ¢ d,E, = 0,d,E, >0,
I'equilibrio ¢ comunque stabile.

Dunque, puo riassumersi dicendo che per F < LA esiste la sola
a
soluzione di equilibrio ¢, = 0; stabile; per F > k esiste la soluzione

a
po = 0, instabile, e due soluzioni * ¢, diverse da zero, stabili. Il valore

—;i si chiama valore critico (di prima specie) di F:

F,

_k
= (29)

ed il punto D del diagramma, ad esso corrispondente, si chiama punto di
diramazione. 1l fenomeno prende nome di instabilita (di prima specie).
Finora, si ¢ escluso dai ragionamenti tale punto D, di coordinate O,

— ; 1n esso € (28)

d

dE d*E d*E d*E

—L =90 =0 L=0 L=k >0
dy d p? d o3 dg*
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In D si ha quindi d,E, = d,E, = d3E; = 0, daE, > 0. L'equilibrio
€ neutro stabile,
Nella fig. 2.3 & riportato, limitatamente all’intervallo [— =, w}], il dia-

E. “
25 r
[
[
"¢
L)
L -]
® ~ ™
® < L)
Lo (=]
o ®© .
(=] o
| N

|
A
Ve
°)
°

Figura 2.3.

- dalla (22) si ha in tal

gramma £, (p) per ¢o = —;— , e cio¢ per F = -215—5

caso

E, = —l;— 7 (cose - 1) + ¢?*]
Si osserva che E, attinge un massimo in corrispondenza della solu-
zione ¢ = 0, che ¢ instabile, ed un minimo in corrispondenza delle due

soluzioni ¢ = % lrz_ , che sono stabili.

Andamento analogo presentano tutte le curve E (p) calcolate per
F > LS : invece quelle calcolate per /' < L3 presentano solo un minimo
a a
in ¢ = 0, e sono decrescenti a sinistra, crescenti a destra.

3) Alla (24) puo giungersi direttamente scrivendo 'equazione di equi-
librio intorno al punto B (fig. 2.1):

Fa sengyg - koo =0 .
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4) Se si opera nell’ambito dei piccoli spostamenti, ci si limita ai ter-
mini del primo e secondo ordine in ¢. Lo sviluppo in serie di cos ¢ &

2 4 2
ggg=1 = b B o =] L EL
2 4! 2
e percio puo scriversi (fig. 2.1b)
' 2
wy =a(l  cosyp) =a i;-—-
da cui
- 2 2
: " ko
E, =-—F +
‘ “2 2
L) =¢ (-~ Fa + k).
dy

La condizionc d—i = 0 ha soluzione ¢ = 0 per qualsiasi valore di
'
I, e soluzione ¢ # O (peraltro indeterminata) per - fa + k = 0, e cio¢ per

= ?k- .1l diagramma F (py) ¢ quello della fig. 2.1b, costituito dall’asse

delle ordinate, e dalla parallela all’asse delle ascisse alla quota ai |
raffronto tra tale diagramma e quello reale (fig. 2.1a) mostra che la posi-
zione del punto D ¢ la stessa, mentre il calcolo approssimato fornisce la
tangente al diagramma reale in D; cioé il calcolo approssimato ¢ csatto,
se si desidera conoscere il solo intorno del primo ordine di ¢ = 0; esso for-
nisce il valore esatto del carico critico.

I carichi come quello della fig. 1, che nel calcolo approssimato danno solo contributi del pri-
mo ordine in ¢ all’energia potenziale, si chiamano frasversali; i carichi invece che nel calcolo
approssimato danno solo contributi del secondo ordine in ¢ all’'energia potenziale si chiamano
dE,

assiali. Se i carichi sono tutti del tipo assiale, la condizione — = ) si traduce sempre in una
de

relazione del tipo

;pb (Fi) =0 ,
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e dunque esiste una soluzione di equilibrio p = 0, ed altre ‘diverse da zero per quei valori di

Fj (carichi critici) che annullano la funzione b (Fj). Se ¢’¢ almeno un carico trasversale, la con-
d¥

dizionc ;—-L = 0 si traduce in una rclazione del tipo
v

a (Fit) + @b (Fia) =0

¢ quindi csiste la soluzione, unica,

o= - %
b

Tale soluzione, per quei valori dei carichi assiali che annullano & (e che quindi darebbero
soluzioni finite in assenza di carichi trasversali), diviene infinitamente grande.

Di cio si dara esempio nel seguito (vedi per esempio il problema 6).

Problema n. 3.

1) Si prende in esame lo stesso caso trattato nel precedente problema;
la forza F' agisce in C anziché in A (fig. 3.1), e cioé con una eccentricita e.

A

F
F z
D
—
esen Q
P -
a
acos @
—— —

m=-kg
Figura 3.1

La F ¢ diretta sempre secondo z, e segue il punto C nel suo movimento.
La posizione AB della trave (assc parallelo a z) ¢ la posizione indeforma-
ta; quindi M = — k ¢, dove ¢ ¢ la rotazione di AB su z. La quota iniziale
per il calcolo di P ¢ la retta parallela ad y e passante per A4.
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Nel caso in esame &

W, =a—acosg — e seny
e quindi
E =—Fa(l - cosp) + F ky”
t ©) e seny + (31)
dE _ ,
—L = - Fasenp + Fe cosp + ko .
dy
La condizione di equilibrio ¢ percio
Fla sengpy — e cospy) = koo .
Posto
_ e
si ottiene
=X Yo . (33)
a senyy — € Cosy,
Dalla (33) si ha pure
df kU= epo) sengo (e + o) cosg (34)
deoy a (sen gy — € cospg)?
Poiché per

Yo > arctg e€
€ [7 = oo il diagramma presenta gli asintoti verticali di ascissa arctg €.
Dalla (34) si ha poi che la F (p,) & stazionaria in
€ + g

8o =
I -- €y
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Figura 3.2,
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s e — . — — — — — — — — —
e - — — | —— — —— ———y i

032n k
a
—180 ~90 0 90 180 | @,
€ = 0,01
F= 033nX
a
9. = 18,15

Figura 3.3,
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Nelle fig. 3.2 e 3.3 sono disegnati i diagrammi della restrizione della
0o — I nellintervallo [~ 130°, 130°], per € = 0,1 e per € = 0,01; nelle
fig. 3.4, 3.5 ¢ 3.6 sono riportati i grafici per € = 0,1, e = 0,01, € = 0.
Si osserva che esiste un valore F,. tale che per I < F, la soluzione ¢ unica,
mentre per £ > F, le soluzioni sono tre; il diagramma si compone di due
‘rami distaccati, non esiste percio punto di diramazione.

eFsilon = 8.1

§ Fart
-188 -31.41¢
-176 29 472
-1ea 11 257
~-15a 6.232
-14m 4. 315
-13a 3.2323
~17a 2. 56% : - - S
~114a 212 ) 2 !
-1aa 1 &a4 \ !
—~ A 1 57 -," ‘ .“
~£a 1 297 \ | !
~78 1. 25 h 4 /
-6R 1 143 [ ;
-50 1.05 ' k e
- 40 =7 S L
-3a oz . R
-2 & - i
- 19 41 :
& @ '
1 2 221 !
oe 1.4a7 ,
0 1 266 L s s et co IO Bt X B8 28 & e e T I T O e e D S B s ot s
41 1.233 b 5
58 1.243 - =
Fa 1 223 | -1 -
) 1.349
=1 1 443
9% 1.S7
1@ 1.741
118 1.271
1z 2 286
120 2.732
140 3.396
150 4 467
160 6 .405 '
170 10363
180 31 .41°%

Figura 3.4.
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2) Si vuole il diagramma £, (p) per
. m k
F=c—
2 a

nel caso in cui € = 0,1. Dalla (33) si trae che le tre soluzioni sono quelle
dell’equazione

n_ X =0
2 senx — 0,1 cosx
e cioe, in radianti,
x; = - 1,5708
x, = 0,2743
x3 = 1,5708 ,
ed in gradi ¢, = -- 90° sul ramo principale (e cioé quello valido per qual-
siasi valore di F), e
16° = o,
_/
Yo —
90° = g,

sul secondo ramo, valido per F > F. (ramo affiancato). La (31) fornisce

' 2
E, = ];—W (C()Sap 1 4+ 0,1 senyp + io-—)
s

Si ¢ tracciato il diagramma £, (p) attraverso tale espressione (fig, 3.7),
e si osserva che in ¢, ¢ ¥o3 SL ha un mirimo di £, (con d,E, > 0), in

WYy, un massimo di £, (con d,E, < 0): e configurazioni Por € Po3 ‘sono
stabili; la Coa ¢ instabile. Tale situazi-ae si ripete quale che sia il valore
di F; chiamando @ il ramo prir.sipale, e suddividendo il rame affian-
cato in @ e @ , rispettivame. ce a sinistra e a destra del punto di mi-

nimo, si pud dimostrare che @ e @ sono rami stabili, mentre @ e
ramo instabile (fig. 3.2).

Si osservi che se sulla st-uttura agisce solo la F, con applicazione sta-

tica, P'unica soluzione possibile ¢ quella del ramo @; le soluzioni
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Figura 3.8
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del ramo @ e @ sono possibili soltanto se¢ agiscono altre cause

deformanti, per esempio forze orizzontali che crescano fino ad un certo
valore per poi scomparire. Nella fig. 3.3 ¢ disegnato il diagramma I (¢,)
per € = 0,01 ¢ per € = 0; quest’ultimo coincide con il diagramma della fig.
2.1. DalPesame delle fig. 3.2 e 3.3 si riconosce che, al diminuire dell’ec-
centricita, il valore di F, diminuisce, e, per ¢ = 0, tende al valore critico
gia definito nel problema 2. Cosi pure i due rami separati tendono a con-
fluire nell’unica soluzione diramata del problema 2. Va anche detto che
nella realta non pud mai eliminarsi una certa eccentricitd, e percio i dia-
grammi da carico assiale si presentano sempre come nel problema presente.
Il carico F, corrispondente ad una diramazione (prob. 2) si chiama carico
critico di prima specie, quello al disopra del quale appare un ramo affian-
cato (prob. 3) si chiama carico critico di quarta specie. 11 fenomeno prende
nome di instabilita di quarta specie.

3) Studiando la struttura della fig. 3.1 nell’ambito dei piccoli sposta-
menti si ha (31)

2

2
E = Fa ¥+ Fep + K¢
2 2

t

g
i Fap + Fe + ky .
dy

La condizione di equilibrio diviene percio

Faypy + Fe + kypy =0 (35)
da cui
Fe
= 36
T Fa & (0
_ k o
a (po — €)

La curva F(py) € un’iperbole di asintoti (fig. 3.8)

F=X
a
(37)
Yo — € .
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La validita della (36) é ovviamente limitata.ad un intorno del primo
ordine di ¢, = 0; la F é contemporaneamente assiale e trasversale, e la
prima delle (37) approssima il valore del carico critico di quarta specie.

Problema n. 4.

In tutti i problemi che seguono si procedera, salvo esplicito avviso,
nell’ambito dei piccoli spostamenti, ¢ cio¢ ci si limitera a tener conto dei
termini di £; del primo e del secondo ordine nelle coordinate lagrangiane.

La trave della fig. 4 ¢ isostatica, e per essa n = 1. Si assume come
coordinata lagrangiana la rotazione ¢ del tratto CB; il tratto AC ruota di
— , ¢ risulta Ap, = 2.

Per il calcolo di w, si scrive

w, =2a — 2 (acosp) =2a (1l -cosp) = ayp® .

E’ percid

P:— Fay?
k(Ap,.)?
L - k@ec) _ 2ky?
2
E, = — Fag* + 2ky?
dE,

—L = (- 2aF + 4k) ¢ ;
dy

la condizione di equilibrio &

(— 2aF + 4k) go =0 ,

la cui soluzione ¢ o = 0, oppure ¢, # 0 (¢ indeterminata) per

- 2aF + 4k =0,
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¢ cio¢ per

——

Figura 4.

Problema n. 5.

La trave della fig. 5 & la stessa della fig. 4; la forza /7 ¢ pero applicata
in C anziche in A.

Si ha
— - — 1 N o~ a(‘pz
We =a -acosyp =a( cos ) = >
Apr =2¢
2
P= Fa¥_
2
L =2ke?
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Figura 5Sa.

dEi = pa + 4k) ¢

da cui

!
il
o |+
=

Problema n. 6.

La trave ¢ ancora quella delle fig. 4 e 5; essa ¢ soggetta ad una forza
assiale in A, e ad un carico ¢ trasversale uniformemente distribuito (fi-
gura 6a). L’energia potenziale di F & gia stata calcolata (prob. 4); per otte-
nere quella di ¢ si consideri il carico elementare gqdz all’ascissa z, cui corri-
sponde lo spostamento v, e quindi ’energia potenziale - gdz * v; integran-
do si ha

B B
P, = | quiz= ¢ g vdz = - qA,
A A

dove A, ¢ l'area della deformata sottostante il carico g. Nel caso in esa-
me si ha

S (P
Ag == CC'"2a = pa
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q= cost

b)

Figura 6,
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E’ percio
E, = Fayp® —qa* ¢ + 2ky¢?

dE,
dy

= 2Fap — qga*® + 4ky
e la condizione di equilibrio si scrive
(— 2Fa + 4k)py -qa* =0

da cui

2

= q4 . (38)
"%k 2Fa
F= 4kpo — qa?
2Zayg

La (38) & un’iperbole equilatera, di asintoti (fig. 6b)

po 2k
a
wo = 0 ;

il valore di F per cui ¢, diviene infinitamente grande coincide con quello
critico del prob. 4.

Problema n. 7.

La trave della fig. 7 ¢ isostatica, con n = 1; in C esiste, oltre alla
cerniera, un appoggio cedevole di rigidezza k, tale cioé che

RC= - ka .

L’energia potenziale di F & quella gia calcolata nel problema 4; I'ener-
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gia imuagazzinata nel vincolo elastico €

I =_RC7)C kvé
2 2

S

TC
Rc ) ka

Figura 7.

Nel caso in esame ¢ v, = ayp, ¢ quindi

[ = _kaz wz
2
Si scrive percio
gt o2
E, = - Fap* + 2%
2
di _ 2Fap + ka® ¢ ;
dy

la condizione di equilibrio ¢

(— 2Fa + ka*) o =0
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da cui
_ ka
FC — —2—- .
Probleina n. 8.

La trave della fig. 8 ¢ una volta iperstatica, con n = 1. Si ha
2 2
w, =a(l — cosp) + (@ + b) (1 — cosp) = a 120_ + (a + b)_z‘*”_.

Si fa notare, a questo proposito, che data una successione di travi

rettilinee AB, B_C, ... HK, con gli assi allineati, vincolate al suolo con
b a a
L ! \
r r f t
t——
F A

Figura 8.

un appoggio in A e con una cerniera in K, ¢ reciprocamente con cerniera
in B, C ... H, nelllipotesi di piccoli spostamenti A si avvicina a K della
quantita

DAy =2 1

i

2
Li (39)
2

dove /; ¢ la lunghezza della trave generica, ¢ ¢; la sua rotazione sull’allinea-
mento d’origine.
Dalle relazioni
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st ha poi

E’ percio

2 2
2
1 2 kC2§02
b[=fF(2a+b)s20 + r2 +2km‘p2
dE, 2 :
To- - FQa+botkctet+ak,p;
"2

la condizione di equilibrio ¢é

da cui

[ FQa+b)+kct +dk,lg, =0

o= k,c* + 4k,
¢ 2a + b

Lo stesso problema si vuole adesso risolvere scrivendo dircttamente le condizioni di equilibrio.
Per Pequilibrio di tutto il sistema alla rotazione intorno a B si ha

da cui

~ Fbyp + RA~20 ko cp-(2a —¢)=0

R kpcQa--¢) + Fb .
A~ 2a v -

Per Pequilibrio del tratto di sinistra alla rotazione intorno a €’ si ha

=@+ b+ Rya- kyepr@@ c)+ 2pk,, =0

da cui, sostituendo il valore di RA’ eliminando ¢ e semplificando, si otticne

F Qa + b) = kye® + 4k, -

II metodo di calcolo del carico critico attraverso I'encrgia potenziale totale si chiama energe-
tico, quello attraverso la scrittura diretta delle cquazioni di cquilibrio sulla struttura deformata
si chiama geometrico, o anche euleriano.



Sull’energia potenziale totale 47

Problema n. 9.

La trave della fig. 9 € due volte iperstatica, con n = 1. Si puo scrivere

2
_ P _a
W, = { ———— =
C 2 Ul 2‘10
(2a + b) o a
w = (2a P V. = =
A ) 2 2*;0
, by a | a !
T T g ‘|
a a i a
i 2 I\ 2 L 2 L 2 Iy
T T T T ]

2
P=- Fw, rFw,= F Qa+b+ra é;’__

2 2
L =2k, o +k1%1_+k21’2_2_=

ky, +k

={2k + K 2 az\ 2

( m 3 /SO
2 ) :

E, = FQa+b+ra) L+ <2km + btk a2> ©*
2 8

P

h—_-[ F2a+b+ra)+ 4k, —{-——kl e aly.
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La condizione di equilibrio porge

o= 16 k,, + (k; + k,) a*
¢ 4 (2a + ra + b)

Si proceda per via geometrica anziché energetica. Per I’equilibrio globale alla
rotazione intorno al punto B si ha ’

3 a a _
— Febo+rFeap+Ry 2a ki L9 2a-k,Zp-E=0
% ' A 12‘9 5 22 '4 >
da cui
RA=iak1+£-—k2+F—é—+r£)lp.
8 8 2a 2

Per I'equilibrio della parte di sinistra alla rotazione intorno a C' si ha

—F-(a+b)gp+RAa~k1-‘21—90-%-+2¢km=0

da cui, sostituendo il valore di R ,, eliminando y e semplificando, si ottiene 'espressione
di F,. gia ricavata con il metodo energetico.

Problema n. 10.

11 portale della fig. 10 € isostatico, con n = 1. Si assume come coor-
dinata lagrangiana [’angolo di rotazione ¢ del tratto AB; per ottenere I¢
espressioni degli spostamenti in funzione di ¢ si utilizza il procedimento
delle catene cinematiche (vedi Problemi vol. 1 Cap. 2). Si ha cosi

Wp = — @y ¢
_ WB - /%) 12 @
YBc T T bl, + a, 1l
— 1, + a,
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[ ! |
1 |
2, L. |
| |
R T |
q ]
D G W, -
N = H s K
a, E b
a =
—— ] OB D
— e P
a, g
— A
—_— —— — \?\\Q&-\-\g

’F Be
"
e

\%
—= =

Agc

Figura 10.
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0. = — [ = ay Iy I 0
¢ TR Y a i
o _ Yc _ ay
O bl +al,
a, |
A = 2
Yc T Yo T VBC TR v gl ¢
— _ a, bl
I YR
4 = Wp dy i wg + we 4 = Wpa + Wea,
a 2 2 2 2
- ada, bll +a622 a, 12 +a1a2 bll 0
2Bl taly)
Ponendo

si puo scrivere

, k A" o )?
E :’7’qu80+ m(2 SOC) ‘,02

dFE , ;
E;p_t - qu + km (A ‘Pc)z‘,o ;
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la condizione di equilibrio
' ' 2 _
S A+ (A¢)? o = 0
porge
Al

= F : (40)
vo ! ki (A ‘Pc)z

Se il carico ¢ agisce invece secondo y, ed impegna tutto il traverso
HK, ¢o ¢ sempre fornito dalla (40), ma A, ¢ I'area della deformata sotto
HK; in questo caso & quindi

A = = Q
d 2 2 (bl, + a,ly)

_ a1
T 2.1, +aly)

Se il portale ¢ soggetto ad una forza orizzontale /7 sul traverso, ¢

k, (Ap.)?
E, =— Fw, + -2 (7 ec)
- a, bll " 4 krn (A, &pc)z "02
bl, + a1, 2
dbi o p__@bh Lk (A
ng bll + al lz
0y = a, bl

F
(b1, +a,ly) k, (A'pp)?
Se il portale ¢ soggetto ad una coppia T sul tratto CK ¢

kp (A Yo )2

al, n ko, (A’“p(‘)z o2
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dE, a, '
i A ok (Ag.)
do Mo v a1 By

a1,
Ol *aih) k, (&)

wo = T

Nei tre casi considerati ’espressione di £, puo sempre porsi sotto

I’aspetto

E = Qo+ = ky (Mo) ¢ (41)

dove, successivamente,

Q=449

_ F a2b11
¢=- bl, + a,l,

— az !y
Q m bll + a, 12

In generale si ha quindi

dE,
dy

=—0Q +k, (A¢c) o

da cui

_ 0
= . 42
v K (hgl ) (42)

La O ¢ la componente del sistema di forze applicate secondo la coor-
dinata lagrangiana ¢, o anche la componente generalizzata delle forze.
La definizione ¢ valida anche per un sistcma olonomo a piu parametri

di liberta.



