APPENDICE AL CAPITOLO PRIMO

1. Ricerca numerica del moltiplicatore critico per una trave incastrata
agli estremi, con incastri angolarmente cedevoli.

a) Formule generali.

La trave si divide (fig. 1) in n + 1 tratti rigidi, di lunghezza costante

' { : ) g . .
= -_-—i-l— , collegati da conci elastici di lunghezza trascurabile. Questi
n

conci, che chiameremo interni, sono in numero di »; il loro comporta-

mento elastico ¢ caratterizzato dalla rigidezza
k=M (1)
Ap

La rigidezza del concio interno i-esimo si pone pari a quella dell’ele-
mento di trave compreso tra le mezzerie dei due tronchi adiacenti; essa ¢
fornita quindi dalla relazione

M :Ml'z Ml
k El ElI(n + 1)

© e Ccioe

k:EI(n+])‘ (2)

l

dove E ed [ sono-la media dei valori relativi alle estremitd del concio.
Naturalmente la (2) ¢& valida per travi a sezione non fortemente variabile
(e cio¢ nei limiti di validita dei risultati del De Saint-Venant), ¢ 'errore
da cui & affetta ¢ tanto piht piccolo quanto pit grande ¢ il numero dei
tratti. Inoltre, la trattazione esclude l'influenza del taglio. Ai conci interni
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vanno aggiunti i due esterni, ubicati agli estremi A e B, ove si concentra

la deformabilita elastica del mezzo tratto adiacente, e quella del vincolo.
In A quindi & (fig. 2)

| ! M
= —t+ Mc, = ——
Y4 T qEr T T,

M

e i ”
caM '
| l
A e |
2(n +1)
Figura 2.
ove ¢, ¢ la cedibilitd del vincolo, e quindi
_ 2ET
“a TTF 2EIc, )
Dalla (3) si trae
_ _ 2EI :
c, =0 — ky = 7—— (incastro)
cg = > k=0 (appoggio)

Analogamente ¢
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___2EI 4
B I'+2Elc, @)

[ conci sono quindi in tutto #» + 2. La numerazione dei conci e dei
tratti ¢ quella della fig. 1; il tratto i-esimo & ubicato tra il concio i-esimo
ed il concio (i + 1)-esimo.

Si assumono come parametri lagrangiani le rotazioni L1 Py ... @, dei
primi n tratti. 1l termine K;, della matrice K che fornisce lenergld elastica
attraverso I’espressione

1
L==¢ Ky (5)
¢ il doppio dell’energia connessa con la deformata g, = 1t

K, =21, (6)

e cioe (fig. la, b)

k. + k; + k + k se i #+ n (7)

/ i i+ n+1 n+2

K. =

11 \
ky + 4k,  +k

N+ sc I =n, (8).

Il termmc K di K ¢ invece I’energia mutua connessa con le deformate
=1 ¢y l.
f

Quindi si ha (fig. lc, d; I¢, b; 1c, e; If, b)

jF n K. =k + k (10)

if n+1 n+2

\jzn K, =2k, , +k,,, (11)

JFi+ 1
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/] *n Kij = - ki+l + er-l + kn+2 (12)
=i+ 1\

j=n K_ . =—k +2k.  +k . (13

n—1,n n n+1 n+2
Calcolato Kl.]. ¢

Kji = Kl] , (14)

per la simmetria della matrice K. E’ interessante osservare che i termini (7)
sono quelli della diagonale principale indicati con cerchio vuoto (fig. 3);
il termine (8) ¢ l'ultimo della diagonale principale: i termini (10) sono
quelli indicati con la croce; i termini (11) sono quelli indicati con quadrato
vuoto:; i termini (12) con cerchio pieno:; il termine (13) con quadrato

o ¢ + + + + + + o
o ¢ + + + + + o
o o + + 4+ + o
c e + + + 0O
K == SIM o o + 4+ o
o e 4+ O
o e D
o n
®
Figura 3.

pieno. Il lavoro connesso con le forze applicate ¢

1 .
L(,=-§—¢,0TB«,0. g (15)
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D’altro canto, chiamando Nl. la risultante delle forze assiali di eser-
cizio agenti alla sinistra del concio i-esimo, ¢ cioé sui conci 1, 2, .. 0, si
ha (fig. 4)

2 2 2
Le =N, ' onvr v on gy S
2 2 2
n ) , ) n ,
=ZI N ———— ' +N,  ————— (3 )
=1 2+ T k) e i
Fioo — — s F. Fi e — Fous
N‘—h — i o N4 Ni._-. __—_Nﬂ+!

? °5=-?|
P
1
¢
Figura 4.
E’ quindi
_ !
By = N+ N, | (16)
= L N 17
Ba =T N o
B;, =B . (18)

It I
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La E, ¢ percid

E, =-;—¢TK¢—-—>2\—¢>TB¢. (19)
e le condizioni di equilibrio sono
Ke — AByp = 0‘
e cloé ancora
B'"Kyp — Alp =0 ; (20)

soluzioni non banali del sistema (20) si hanno se e solo se
det BT K — AI| =0 . 21D
La (21) pud scriversi pure

det |K; ~ N 8;1=0, (22)

dove

K =B1K
/1 se i =7

N se I #7j

essa € un’equazione algebrica di grado n in A, che fornisce i valori X,
Ay o A, di XA per cui il sistema (20) ammette soluzione non banale.
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b) Programmazione.

Nella fig. 5 ¢ riportato il programma.

La frase 40 impegna a numerare gli array da 1 anziché da zero. Le
frasi da SO a 320 richiedono i dati dal display; le frasi da 330 a 600 stam-
pano gli stessi dati.

Le 610 e 620 definiscono le funzioni I (z) ed f (z), rispettivamente
momento d’inerzia e carico assiale distribuito; esse sono di tipo parabolico,
od i valori estremi f0 ed I1, FO ed F1, sono dati di imput. Si ricorda
che le funzioni possono essere definite in qualsiasi parte del programma.
Se le funzioni sono diverse dalla parabolica, ma dipendenti sempre dai due
valori estremi, basta variare le frasi 610 e 620; per esempio, le funzioni
lineari sono

FNI(Z)=10 + ({1 — I0) = Z/L

FNF(Z)=F0 + (F1 — F0O) = Z/L .

Se invece le funzioni dipendono da altri parametri, occorre fornire
questi ultimi nell’input.

La 630 calcola il numero dei parametri lagrangiani dal numero di tratti
in cui si ¢ suddivisa la trave. ‘

Le 640 ¢ 660 dimensionano le matrici al massimo, le 650 ¢ 670 le
ridimensionano per il valore di n gid calcolato nella 630.

Le frasi da 680 a 710 formano gli elementi di posto 2, 3 ... n + 1
delle matrici colonna K 0. (dim. n + 2) ed F 0 (dim. n + 1) delle rigidita
dei conci ¢ delle forze assiali equivalenti concentrate nei conci stessi
La formula seguita per la K 0. ¢ la (2); analogamente si opera per la I 0.
Gli elementi di posto 1 ed n + 2 della K 0. (formule 3 ¢ 4) sono forniti
dalle frasi 720 = 750; I'elemento di posto 1 della 0. dalla 760.

Le frasi da 770 a 800 costruiscono la matrice N 0. (dim. n + 1) della
risultante delle forze a sinistra di ogni concio.

Se le forze sono concentrate, si sopprimono le frasi 620, 690, 760,
¢ la matrice F 0. si costruisce in input.

Le frasi 810 + 840 forniscono la diagonale principale della matrice
K = K (dim. n X n) secondo le formule (7) ed (8); le frasi 850 ~ 1000
completano la matrice, secondo le formule (10). (11), (12) e (13). Le
frasi 1010 = 1090 forniscono la matricc B = B 0. (dim. n X n) secondo
le formule (16) ¢ (17). La frase 1100 fornisce in K (dim. n X n) la matrice

K = B? K della (22); naturalmente la K (precedenti valori di K) ¢ perduta.

¢) Ricerca degli autovalori e dei relativi autovettori.

La sequenza 1110 + 1450 ¢ di carattere generale per la ricerca degli
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FEM PROGEAMMA "0O0S A1

BEM Analisi wmodals statica
di wuna trave con iticastri
csolo ansclarmente cedewvaoli .
REM 4 marzo R.L. 1922 0.5

OFTION BARASE |

DISF "Luce ",

IMPUT L -

DISF "Modulo di Youns ";
IHPUT E

DISF "Forza assiale o
ata di esercizioc all
O di zinistra "
IMRUT F

DISP "Humero dei tratti 9;
INPUT W

DISP "Cedibilita' ansgsolare
Zinistra “;

INFUT o=

BISP "Cedibilita'’ ansclare
destrs ";

IMPUT C2

ISP "Momento d'inerzia di
ginistra ";

INPUT TI0

DISP "Momento dlinerzia di
destra "

IMPUT 11

DISP "Forza assziale di escerc
izlo srecifica di sinistra “

onceftr
'estrem

INPUT Fo

DISP "Forza assiale di eserc
1710 srecitica di destra ";
INPUT F1

DISP "Estremo inf T1 dell‘'ir
tervallo di sasgia *;

IHMPUT T1

ISP "Eztremo sur.T2 dell'in
tervallec Jdi sagzioc ¥;

INPUT T2

DISP "Passo iniziale TO del
sag910 Y

INPUT T9

DISP "Pas=o finale del saaai
)

IHPUT E1

PRIMNT "Luce = ";L

PRIMT

PRINT "Modulo di Youns = ";E
PRINT

PRINT "Forza assiale concent
rata doi esercizio all'estre

mo di =inistrs =";F

PRINWNT

PRINT "Humero dei tratti = ¥
il ‘

PRIWT

PRINT "Cedibilita’' anaolare
sinhistra = "8

Figura 5.a
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FRINT

FRINT "Cedibkilita' ansolare
destra = “;(C9

PRINT

PRINT "Momento d'inerzia di
sinistra = ";: 1@

FRINT

PRINT "Momento d'inerzia di
destra = ";11

FPRINT

PRINT "Forza asziale di eser
T“1zilo specitica di sinistra

= “;F@

PRINT

PRINT “"Forza assziale di eser

c1z1o srecifica di destra =
"iFt1

FRINWT

FRINT "Estremo inf.T1 dell'i
ntervallc di sassio = ";T71

PRINT

PRINT "Estremo sur.T2 dell'i
ntervallo o1 =aagio = ";T2

PRINT

PREIWNT “Pazso iniziale TH del
zasaio = ;7@

PRINT

PRIMT "Paszo finale del sagae
io = “SE1L

FRINT @ FRINT # PRINT

OEF FNHICZr = IB+(11-162¥2~2/

L~2

DEF FNF(Z)Y = FA+(F1~-FR %k2Z2~2~

L~z

H=k-1

DIM K8CZ2X . Fe(312, HBC(31),K(3

8,392, B8C2n, 34"

REDIM KB(N+22, FO(H+13 . NBCN+1
PLKEHLHD BABON,ND

OIM BC2B)Y,XK(38)> ., T(3B8>2.L(38),

Vi Zd s

REDIM BN A(HI . TIHY COMY UL

H2

FOkR I=2 TO H+1

FACL =L AU "2¥CFNFCLA-WECI=-.5)>)

+FHF L WNE¥CI-1 .50

KA I =EXH-L/AZ¥(FHIC(L/W¥CI~- .5
JA+FHICLA/7MWE(I-1 S22

NEXT 1
I18=(FNICB)+FNHICLA AW 2228

KB(] ) =2%EXI8~ LA WN+2XEXIBXCE)
I9=(FHICL-LAW~22+FMHICL)Y M2

KBCH+Z2)=2XEXIQ- L/ W+ 2XEX I 9%C

Qs

FA@clr=F+L W 4E(FNF (B> +FNF L~

Ws222

HBC13=FR{1) .

FOr I=2 TO N+i

NacI»=NacI-1>+Fadl>

HEAT 1

Figura 5b
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FOR I=1 TO H-1

+EEH+E

MEXT I
KON MISEQON) +3RKBCH+y 1 D +E B ON+

22

FOR I=1 TO H-1

FOR Jd=I+1 TO H-1
IF i#I+1 THEN 264

Kelll -*}ﬁ Toa+ERIT+1 2 «ES

tH+10

KOD, Ji=—K@CI+1 0 +KRCN+1 2 +KB 0N

+20
GOTO 91@

T J*—FEtH+1}+K@iH+

O, Ta=KOT, d3

NEXT U

HEXT 1

FOR I=1 T2 H-1

IF I#H-1 THEHM 3SG@
K{I . Mi=-EaiH:+Z%E
+2 03

M3
FUP I=1 T4 H

o
[

S2HERIH+ ] VKR CHA 2
Bl M

BOM+1 2+EBAN

EOCI, T3=L WEINBIId+MNACH+1 2D

HEXT 1

FOR I=1 7O H-1

FOR J=I+1L T H

BRI, dr=L - WEHBOH+1 2

ECd, Ta=EECI . 10

MEST .

MEXT 1

MAT ¥=IHWCBAM KK

T3=Ty # T5=T1

I1g8=w

FOR I=1 TO H

BCI)=KEC I, 12414555

HEXT 1

.‘[J-_;:'—"-B @ l.!.lq_:a

FOR T=T1-2¥%78 TO T2

MAT BE=E

FOR S=1 TO M

EBCS,Sh=RES . 50 —T

HEXT

MAT X=SYS<(BB.B>

Y=FHDORM( =

IF T=T1-2%788 OR T=T

H 13346

iF Y4-Y¥3<=8 0OF ¥Y-%4
1398

!:l‘fl i ﬁ

STEF T@

1_

T4

5

THE

THE

PRIHNT T-24%T0o

FRINT T-Ta

FPRIMT T

PRINT "—rmme e e e e e e
FRINT

IF Te<El THER 1354¢
Ti=T-2%78

(H=Ta- 18

Figura 5c¢
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LOTO 1178
TRA=TZ @ Ig=I&+
I€ I3=H THEH 1
Ti=T+24%709
GOTO 1178
YI=Y4 @ Yd4=Y
ME®XT 7T

Ti=T5 ® T@a=T2
Ta=Ta-=

T3=T8

LO0TO 1128
ISP "Humero di modi deside
rato’

INFUT &

FGr I=1 TO @

DISP “"Autovalore”:l

IMPUT Tolx

HEXT I

FOR Z=1 TO @

FEDIM BB H-1.H-13.BCH-17
FOR I=1 TO KN-1

FOR J=1 70O HM-1

IF I=J4+1 THEH 1558

BRI, dr=Kc]. 412

COTO 1524

I, Jo=KCl d+13-TCZD

HEST J

B ld>=-K{I.,12

HEXT 1

B ly=BC1 24T

REDIM EdpM-12

MAT ®=SYS(BRA,B>

REOIM M{H>

FOR I=2 TG H

CoIa=sWi{I~-12

NEXT I

Cotr=l

PRINT @ FRIHNT

FRINT "Modo":Z

PRINT @ PRINT

ERIMT "Autavalare=";7(Z2
PRIMT # PRINMT ® FRINT

Wi a=—CO12¥L AU

FOR I=2 TO H
WeTo=WoI-10-COIYELAHW

ME=T I

FRINT "Spostamenti del modo

1
458

PRIMT @ PRIMT

PRINT &

FOR I=1 TO H

FRIMT WOl

HEXT 1

PRINMT B

PRINT # PRINT @ PRINT
LCLERR

M=MAXABCMD

SCALE B8.L.-1.2%M, 1 2%M
MOVE L.8

OrRAW 2,8

Figura 5d
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1928 FOR I=1 Tuo N

1926 DRAW LoWxI, V{1

1948 MOVE L-W*].a

19580 DRAW L-AWXI.W(I>

1968 NEXT 1 -

1378 DRAW L.@

1988 MOVE 1%L  4%M

1998 LABEL "Molt.crit = “&YALS$SC(T
C2r2

Zeda MOYE 1¥L. . 6%M :

2816 LABEL "Modo "LUVAL$(Z)

2828 YAXIS 8 & YAXIS L

2938 XAXKIS -1 .2¥M @ XAXIS 1.2%M

2846 COPY

2850 PRINTY @ PRIMNT ® FRINT @ PRI
NT

ZR6R NEXT Z

2078 REDIM BB(M.H».BIND

2888 END

Figura 5.e.

autovalori di una matrice K, cosi come la sequenza 1460 + 1690 lo é per
il calcolo degli autovettori ad essi collegati. Si precisa, in generale, che
gli n autovalori di una qualsiasi matrice K sono le soluzioni dell’equazione
in A (22)

A Q) = det|K; — \8;] =0, (23)

e che per una generica soluzione A; della (23) il corrispondente autovettore
¢; ¢ la soluzione del sistema (20)

KZl Qpl + (Kzz"" hl) (‘02 + ves + KZH ‘pn = O
Knl w1 an 2 ..t (Knnw 7\1') L 0
definita a meno di una costante: (24)
Pii
‘p'zl'
o = | (25)
Pni
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Le soluzioni della (23) possono trovarsi (fig. 6) con una banale ricerca
degh zeri della funzione A (A\); pil rapida per® (e soprattutto utile quando
esistono radici multiple di ordine pari) ¢ la ricerca degli asintoti della
funzione y (A) definita come “norma” della soluzione del sistema

Kx —Ax =B ' (26)

A
TO
L1 4 :
T 1! 1
—4»-—+
T1
%
T2
Iigura 6.
A
e cioé
— 2 2 2
yO) =Vxt +x2 4+ x2 . (27)

Il vettore B dei termini noti ¢ qualsiasi.
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Lo stesso risultato puod raggiungersi ponendo

I

v ?\ TS ————
A NINY
oppure
p(\) = __1__.._.._
TSE

La variabile X si indica con la lettera T, la
esegue nell’intervallo [71,
7, T — 2 T 0],

y con la Y. L’indagine si
T2} con passo T 0. Se I'asintoto & COMpreso in
come si vede nella fig. 7, e se tale intervallo ¢ sufficiente-

[
v ]
Y4 > Y3
Y < va4
T-2T0 <A< T
K
H N
o T
| J
} . ;
T T te T T
T 1
Figura 7.

mente ristretto in relazione- alle pendenze della Y (N), si avra (vedi pure
fig. 8)
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Y4>Y3
(28)

Y <Ya

Y4 va \

Y3 Y

K _—
\H
’/
/ T v
N Y
Y3 >VY Y3 <y
vya > Y3 Y4 >V
Y4 > ¥Y3

Y4 >Y

Figura 8.

dove

Y4 =y (T — 2T0)
Y3=y (T - T0)
Y =y ((T).

La frase 1110 conserva 70 in 73 ¢ T1 in 75; 1a frase 1120 impone
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il valore iniziale zero alla 8.

Il looping 1130 + 1150 costruisce, in modo che potremmo dire casuale,
il vettore B dei termini noti.

La frase 1160 assegna i valori iniziali zero ad Y3 ed Y4.

La prima indagine, per successivi incrementi 70 di 7, ¢ consegnata nel
looping 1170 + 1400; essa parte da 71 — 2 + 70, € non puo superare 72
(frase 1170). La 1180 trasferisce la matrice K nella BO; la K non si perde
come invece accade per la precedente BO. Il looping 1190 = 1210 crea

la matrice
K — AL

la frase 1220 risolve il sistema (26), e la frase 1230 fornisce, per ogni A,
la v (N) della (27).

All’inizio, per A = T1 — 2T0 ¢ per A = T1 — T0, non si esegue il
test (28); la 1240 rimanda alla 1390, che prima pone

Y3=20
Y4 =Y (T1 — 270)

e successivamente

i

Y3=Y (Tl - 2T0)

(29)
Y4 =Y (Tl — TO).

Si parte cosi, per T = T'1, con i valori (29) di Y3 ed Y4;da T =T1,
il test (28) ¢ valido, ed ¢ espresso dalla 1250. Se esso ¢ negativo, si salta
alla’ 1390, che sostituisce ad Y3 ed Y4 i valori ottenuti incrementando

T di T 0, e si torna (1400) in 1170. Se esso invece ¢ negativo. vuol dire che
tra T e T — 270 & ubicato un asintoto; si passa in tal caso alla sequenza

1260 + 1300, che stampa

7 — 270
T — 70
T .

All’inizio sicuramente 70 ¢ maggiore del passo finale E1, quindi la
1310 lascia il passo alla 1320, che sposta 71 in T — 270, alla 1330, che
riduce 70 ad un decimo, e alla 1340, che riporta alla 1170. Si ripete cosi
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il ciclo a partire da 7 — 2 70, per 70 ridotto, restringendo sempre piu
Fintervallo [T — 2 70, T] in cui Iasintoto & compreso, fino a ridurre 70
al di sotto di £1. Quando cid accade, ia ricerca di un primo autovalore ¢
terminata; la 1310 spedisce in 1350, che rida a 70 il valore iniziale, ¢ pone
I8 = 1. 11 test 1360 ¢ per ora ovviamente negativo, ¢ lascia quindi libero
il passo per la 1370; questa pone linizio del cicloin T1 =T Successivamente
la 1380 rimanda in 1170, per il nuovo ciclo inteso alla ricerca di un Se-
condo autovalore. Ofttenutolo, al modo del primo, la 1350 pone I8 = 2.
Cosi si procede, finche /8 = u:in tal caso la 1360 spedisce in 1450, inter-
rompendo il calcolo,

Se cid non accade, se cioé si perviene all’estremo 72 con /8 < N,
vuol dire che non tutti gli autovalori sono stati ottenuti. Quindi la 1410,
a ciclo terminato, ridd a 7't ¢ 70 il valore iniziale, mentre la 1420 dimezza
70 (si poteva anche eliminare 70 = 73 nella 1410, ¢ modificare la 1420
in 70 = 73/2). La 1440 poi invia in 1120, che ripone /8 = 0; si ripete cosi
tutto quanto sopra. con passo iniziale 70 dimezzato.

Il procedimento va in tilt se ¢ solo se qualche autovalore ¢ fuori
dell’intervallo [T1, 72]. o se qualche autovalore ¢ radice multipla dela
(23). Tl secondo caso ¢ riconoscibile calcolando il valore (e il segno) del
determinante A (A) a destra ed a sinistra di ogni 7\,..

Nella fig. 9 ¢ dato il diagramma di-flusso della ricerca degli autovalori:
FEND corrisponde all’istruzione 1450.

Se basta un numero limitato ¢ di autovettori (g < n), si pud bloccare
con Pistruzione PAUSE il programma non appena questi autovalori sono
stati ottenuti, e con Pistruzione CONT 1450 passare al tracciamento del-
le deformate; queste appunto assicurano (per un noto teorema di Sturm)
che Pordine dell’autovettore ¢ pari al numero di punti di nullo della defor-
mata incrementato dell’unita.

Quanto sopra si pud automatizzare ponendo il valore di Q al posto
di N neila frase 1360, ¢ correggendo, nella stessa frase. 1450 in 1470;
per Q@ = 3, per es., @

1360 IF I8 =3 THEN 1470.

Dalle deformate, attraverso il numero dei punti di nullo, si controlla
se in realtd i primi tre valori dati dal programma sono 1 primi tre auto-
valori.

Dopo la 1450 si richiedono dal display il numero g. ed i primi g auto-
valori (frasi 1450 + 1500). Il looping 1510 + 2060 calcola e stampa le g
deformate. Nel generico loop i-esimo la 1520 ridimensiona le matrici
BOeBinn - 1)Xm—1Dedn — 1I; ponendo poi ¢, = 1, si tratta
di risolvere il sistema di n — | cquazioni



T3
15

19
T

T2 STEP T

T1 — 2Te TO

T =

1TO N

0

@
I
[

B(1) = K(I,I} + 555=1

O

¥3,¥4 =0

1TO N

S =

si

no

Y3=Y
Y4 =

no

MAT B8 = K
.‘

B8(S,S,= BO(S,S)-T

>
i

= SYS (B®,B)
= FNORM (Xx)

<
i

T =T1— 2«70
OR
I =711 - T6

no

Y4 — ¥3 > 86
AND
Y —v4 <8

Si

T — 2«70
T-T6 PRINT
T

Tl =T~ 2+7T8
T8 = T8 — 10

Te<E?

T3

si| T® .
18 + 1

18

Si

no T =T + 2+T6

T1 = T8
T8 = T3
0 = Te/2
T3 = T8

END

Figura 9
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Ky — A + - Xy, +..+ K, @, =0
Ky + (K2 =) o + + Kzn ¢, =0
Kn—l,l + Kn—l,z g2t ..+ K ~1,n Pn T 0,
e cio¢
B, x, + +Bl,n_1 Xp_y == Ky —N)
B'zl x1 + .e + Bz’n_l xn‘.l = K21
Bﬂ~1,1 gt o+ Bn—l,n—l Xn_y T Kn—l,] ’
dove
B;l - Klz Bl,n—l = Ryy
B, = Ky — N By a1 = Rap
Bn—l,l = Kn—t,z Bn—l,n—l Ky in

Il doppio looping 1530 + 1610 crea i coefficienti B, ed i termini
noti; la frase 1620 corregge il primo termine noto. La frase 1630 ridimen-
stona la matrice X in n — 1, la 1640 risolve il sistema, e cio¢ fornisce
in x; Xy ... x,  ivalori di ¢, Y3 . P, . La 1650 rida alla matrice X la
dimensione n, ed il looping 1660 + 1680 con la frase 1690 mette nell’ar-
ray C i valori 1, ¢, ... 0, -

La frase 1750 ed il looping 1760 + 1780 calcolano gli spostamenti

dei conci interni; il resto serve per la stampa del grafico e del diagramma
delle v (z)*.

d) Esempi.

Per una trave con momento d’inerzia costante pari ad 1 m*, appog-
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giata agli estremi, di luce 1 m, soggcita ad una forza di 1 ¢ all’estremo, ¢
per EI =1 tm?, ¢

N = wr = 9,869
A, =4 72 = 39478
A =9 72 = 88.826
Per n = 5, 10, 20 il programma fornisce
n 5 10 20 valore
esatto
A valore errore 0/ valore errore 0 valore errore 0/
A 9,549 3.2 9,789 0,81 9,849 0,20 9,869
A, 34,549 12,5 38,197 3,24 39,155 0,82 39,478
A, 65,451 26,3 82,443 7,18 87,195 1,83 88,826
Tabella 1
Per la stessa trave incastrata agli estremi si ha
il 5 10 20 valore
esatto
A valore errore O0fy | valore errore 0 | valore crrore 0/
A, 34,549 12,5 38,197 3,2 39,155 0,82 39,478
A, 57,974 28,2 74,457 7,8 79,148 1,99 80,760
A, 90,451 42,7 138,198 12,5 152,786 3.24 157,914
Tabella 2

Per la trave incastrata, ¢ per n = 20, sono riportate nella fig. 10 a,
b, ¢ le deformate corrispondenti ai primi tre autovalori.
Si prende poi in esame la trave gid studiata nel problema n. 38, ap-
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Mada 3

Spostamentl del modo

—- . 35
- . 12038l eaY5El
- . 342795130933
- . 47Fearalizs
—  SZ23eE7IsSEY4
- . 473587 7dnd 9y
- 2427REEIAZEG
- 180982312113
— . H433325237439
. BaRaal s34
-4 S9IATEIEAREINE-Z
- . 1885973336
~ . 3427113523214
- . 472604371238
- . S23eRS723ad
-~ 47 ICRTIETIVI
— . 342700080412
- 18RSAR2E237ET
— B3 AFIFZTEEEE

Modo 3=

Molt . crit.= 152, 786

Figura 10.c



Appendice al capitolo primo 401

poggiata agli estremi, con variazione lineare del momento d’inerzia da [
inz=0a 2/inz =/ ¢ caricata da una forza unitaria in z = 0; approssimando
la deformata con i primi tre termini dello sviluppo di Fourier in seni si
¢ avuto -

A= 14,5 —[—2—
_ El
Az 57,6 '_1"2_
El
As 135 7
Con
[ =10 m

E = 3.000.000 tm™?

I =0,05 m*
si ha

A = 21.750

A, = 86.400

A3 = 202.500

Opcrando alla Lagrange (il programma & stato modificato, come gia
detto, nella frase 610, per tener conto della variazione non pill parabolica,
ma lineare del momento d’inerzia) si ha invece

n
A 5 10 20

Ay 21,053 21,585 21.721
A, 75.509 83.603 85.756
Ny 143.021 179.965 190.668
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Modo 1
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SProstamesntl del modo K
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Nella fig. 11 sono riportati, per n = 20, i successivi valori di A; A,
A3 ¢ corrispondentemente, nella fig. 12 a , b, ¢ le deformate.

2. Ricerca numerica del moltiplicatore critico per una trave a mensola.

La trave AB (fig. 13) ¢ vincolata in A con un bipendolo angolarmente
cedevole, in B con un incastro angolarmente cedevole.

JI.
1 2 3 i n
A | | | 3 | | | | l ® .
4 z
o
1 2 3 4 i i+1 n  n+il
Vl
| |
J |
¢, =1
’ ]
P, = 1
Figura 13.
La trave si divide in n tratti rigidi di lunghezza costante /" = L

assemblati da conci elastici di lunghcezza trascurabile. 1 conci interni sono
n — 1; le coordinate lagrangiane sono le rotazioni degli n tratti.
Continuano a valere le (2), (3), (4). La numerazione dei conci e dei
tratti € quella della fig. 13.
Si ha (fig. 13) ,
K;; =2L;, =k +ki+1 (30)
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¢ ancora

K.

Li+ 1

=L =k, . (i

1,2, ...n — 1)

i+

(31

i+ 1,0

la matrice K presenta quindi tutti elementi nulli, ad eccezione delia dia-
gonale principale ¢ delle due diagonali ad essa adiacenti, a destra e a sini-
stra (banda diagonale di ordine tre).

I1 lavoro connesso con le forze applicate & (vedi fig. 4 ¢ 13)

¢ quindi

(32)

Nella fig. 14 appare il listing del programma, facilmente comprensi-
bile data I'analogia stretta con il precedente.

Per una trave a mensola con momento d’inerzia costante pari ad |
m?. di luce 1 m, soggetta ad una forza di 1 ¢ all’estremo, si ha

n
\ 5 10 valore esatto

A 2,4472 2,4624 2,4674
Ay 20,6107 21,7987 22,2066

As 49,9999 58,5786 61,6850

gli stessi valori si hanno per una trave vincolata con bipendolo in 4, e
appoggiata in B.

Nelle fig. 15 a, b, ¢ e 16 a, b, ¢ sono riportate, per i due casi, le de-
formate dei primi tre modi.

Si osservi come il metodo di Lagrange approssimi scmpre gli autova-
lori per valori in difetto; ci0 deriva dal fatto che la struttura ridotta a
sistema olonomo ¢ pil deformabile di quella reale. Si pud evidenziare que-
sto fatto sulla mensola della fig. 17, e, pit in generale, attraverso il pro-
cedimento dei pesi elastici (fig. 18).



FEM FROGEAMMA *DO5 L1¥

REM Analiszi modale statica
di una trawve a mensola

REM & marzo H.D.tagz 0 G

OFTION BRSE 1

DISF "Luce ";

IHFUT L

OISP “Modulo di Youna -
IHFUT E

BGISP "Forza assiale di e
iZio concentrata all'es
di =inistra ";

INPUT F

ODISF "Mumero dei tratti
INPUT N

DISPF "Cedibilita' angoolare o
i sinistra “;

IWPUT C=

OI5F "Cedibilita' arnanlare o
i destrs ";

IHPUT C3

RDISF "Momento d'inerzia di =

L1l

inl1stra j

.

INFPUT 10
BISP "Momento d'inerzia o1 o
estra Y
IHPUT 11
DISF "Forza assiale seecitic.

a di esercizio di sinistra
[1 2

»
INFUT Fa
DISP “"Forza assziale sepecific
a oi egzercizio di destra v

INPUT F1
DISF "Estremo inf dell'inte

"

trvallo di sasgaiao ;
IHFPLT T1
DISP "Estremo sur. dell'inte

rvallo di =zaggia 5

INPUT T2

DISP "Paszo iniziale del sao
210 "

INPUT T@

DISP "Paszo finale del sag9i

C‘ n 4

INFUT Et

PRINT “"Luce ";L ® PRIM,
PRINT “Modulo oAi Youns ":F @
FRINT

PRINT "Forza azsiale di es
cizio concentrata all'es
.d1 sinistra ";F @ FRINT
FRIHT "Humero dei tratti "N
# PRIMT

FRINT "Cedikilita' anaolare
dl sinistra ";08 @ FRINT

PRINT "Cedibilits' anaolare
d1 deztras "9 # PRINT

Figura 14.a
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PREINT “PMomernto d'inerzis di

sinictra ", I B PRIMT

FRIMT "Momenta d'inerzia di

deztra “:;I1 @ FRINT

FRINT "Forza asziale sreciti

ca dil ecercizio di sinistra
“LFO @ PRINMT

PRINT "Forza a

ca di esercizi

“;F1 B PRINT

PRINT "Estremo int. dell’int

ervallo di saggin ";T1 ® PRI

HT

PRIMT "Estremo suFr. dellint

ervallo di =sazsio ":T2 & PRI

HT .

PRINT "Passo iniziale del =a

agica ":T8 @ FRINT

FRINT "Passo finale del sa39
io “;E1 @ PRINT

DEF FNI¢Zy = Ia+cl1-I@arxZ2~2~-

L~

DEF FMFLZ) = FO+iF1-Fa>)»XZ~2r

L~Z '

DIM KBe31:,FA(R@) HB(28), K3

@,38:,BBC30, 24

FEDIM KB(H+12,FA(N)LNBC(HY KL

M MY, BACH. M2

DIM BC(38, 8202, T(38)>,C{38>,

LA 5

REDIM BOCN?  NOH» . TANY 2OND W

H

FORr I=2 70 H

Faol =L -H 28 (FHF (L "MN¥(I- S22

+EMFOLANXCTI-1 5>

EBCIs=E¥M L2 CFHICL-N¥X{I~.5

dr+FHICLsN&ECI-1 . 5230

HEAT 1

[8=CFNICBY+FNICLA-Ns2Y3 72

KRl 3=24E¥IB~-L/-H+Z2XEXIQ4¥CED

19=iFNICL~-LA-"NA22+FNId(L2>>-2

EQCH+1»=2¥EFXI9-{L-H+2XEX19%C

9‘:" [ 23

FOCLy=F+L M 4% FNF{@»+FNF{L~

MHo22)

MRCEX=FAacls

FOR I=2 TO N

HAL I a=NBCI-10+F@CI

HEXT 1

MAT K=;ER

MAT BA=ZER

FOR I=1 TQ HN

el Ix=k@adlsr+Ka(I+1>

MEXT 1

FOR I=1 T2 HN-1

BT, I+12==-KB{I+12

KCi+1, =K<l . T+12

HEXT I

FOR I=31 TO H

Bl . I=HBCI $¥L-"N

Figura 14.b
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NERT 1

MAT K=THYC(BG ¥

TZ=Tg & T5=T1 @ Li=o

[&=8

FOR I=1 TO N

BrIY»=K<I.I+I¥555

NEXT 1

¥3i=@ @ v4=n

FOR T=T1-2%T8 TO T2 STEFP T8

MAT Ba=k

FOR 5=1 TO N

Bacs5.53x=Bav3.,5x-T

NEXT §

MAT #=SY¥S(B9.B>

Y=FNORMC K2

IF T=T1-2%7TR8 OR T=T1-T& THEHN
1a7a

IF Y4-Y32<=0 0OF Y-Y4>=8 THEN
187

PRINT T-2%T#a

PREIRT T-Tha

PRINT T
PRINT "——m——mm e e
PRINT

If TO<E1 THEN 1836

Ti=7T-2%7T6

Ta=Ta-19

GOT0O 254

TB=T3 @ ]1&8=18+1

IF I&=H THEH 113w
Ti=T+2%T7T6

GOTG 25a

Y3=Y4d @ y4=Y

NEXT T

Ti=T5 @ TA=T2
Te=T8~2

T3=TH

SCOTQ 2648

OBISP “"Humero di1 modi deside
rtata®i

INPUT @

FOR I=1 TQ i@

GISP "Autowvalore";1
INPUT T(1l

HEXT 1

FOR Z=1 T0O &

REDIM BBCH-1.H-1>,B.H-12
FOR I=1 TD #H-1

FOR J=1 T0O H-1

iF I=J+1 THEH 12e6
BACI, Jy=KCI,d+12
GRTO 127@a

BACT, J2x=K{1,d+12=T<2Z>
NEXT J

BOId=—-KOI 10

HEXT 1
Bela=BC1x+Ti 22
EEOIM HibM-112

MHT “=5SY¥S{BA.EB)

Figura 14.¢c
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B PRINT @ PRINT
@ PRIMT @ PRINT
"Modo": 2
® PRINT
"Halt . crit =";TC2n
: @ PRINT # PRINT
14328 YINY=COINXXLAN
1448 FOR I=N-1 TO 1 STEP -1
1458 W{I>=WCI+12+CCIXEL AN
146l NEXT 1

d FPRINT "Deformata del modo

=}
D]

PRIMT ® PRINT

FOR I=1 TO N

PRINT V(I

NEAT 1

FRIMT 6

PRINT @ PRINT @ PRINT
GCLERR

1556 M=MAXABD

1568 FOR I=1 TO N

157@ SCRLE @.L.-1.2%M.1. 2%M
1588 MOVE L.@

1598 DORAW 0.8

1598 MOVE @.,-V(1l>

161 FOR I=2 TO N

1522 DRAW L /N¥{I-13,-U(13
1638 MOVE LosN¥<I-13.8

1544 DRAW L-H¥{I-1),-VC(]I>
1558 HEXT I

1568 DRAKW L.8

) I s A0 Q0

(VRO el ol Y I S
LRt s e
T G D S S

i
X

1578 MOVE . 1¥L., 4%M

1586 LABEL "Molt . crit ="&UALF{IP
(T(2x¥123802 16080

1698 MOVE .1XL. . 6%M

1788 LABEL "Modo "XVRAL$(Z)

1718 YAXIS v & YAXIS L

17280 XAXIS -1.2%M 8 XAXIS 1.2%M

1738 COPY

1748 HEXT £

1798 RE®IM KIM.HN3,EBCHD

17e@ END

Figura 14.d
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