CAPITOLO QUARTO
SIMMETRIA ED ANTISIMMETRIA

Premessa.

Ci si limita ad un riferimento cartesiano (non necessariamente ortogo-
nale) xyz. Si consideri un insieme S di elementi s; funzioni del punto;
questi elementi possono essere scalari o vettori.

Si chiama immagine di un elemento rispetto al piano xy e secondo la
direzione z, un altro elemento cosi definito:

a) se s; € uno scalare connesso con il punto xyz, la sua immagine ¢
lo scalare connesso con il punto xy — z, e di valore pari a quello di Sis

b) se s; € un vettore AB, la sua immagine & il vettore A'B’ tale che

xA —_ xA, ; xB = XB'
Yg = Yy ; Yg = Vg (1)
ZA = — zAr 3 ZB = — ZBI

Si chiama antimmagine di s; (xyz) uno scalare, o un vettore, connesso
con il punto xy — z, e tale che il suo opposto sia 'immagine di S;-

Sia 'immagine che 'antimmagine di un generico elemento s; di S non
appartengono, in genere, ad S.

Se il riferimento ¢ tale che z sia ortogonale al piano xy, 'immagine si
definisce speculare.

Un insieme S si chiama simmetrico rispetto al piano xy e secondo la
direzione z se ad ogni elemento di S si accompagna un altro, pure di S,
che sia la sua immagine. Un insieme S si chiama antisimmetrico rispetto
al piano xy e secondo la direzione z se ad ogni elemento di S si accompagna
un altro, pure di S, che sia la sua antimmagine.

Casi particolari di simmetria sono la simmetria geometrica (se gli
elementi s; sono dei punti) e la simmetria fisica (se gli elementi S; sono’
scalari o vettori corrispondenti a proprieta fisiche, come la densita, la dila-
tabilita termica, il calore specifico etc.). Nel ristretto ambito della Scienza
delle Costruzioni, la simmetria fisica involge in genere la densiti e le pro-
prieta elastiche del materiale.
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Si consideri una struttura avente simmetria geometrica e fisica ri-
spetto ad un piano xy, e secondo la direzione z ortogonale ad xy (simme-
tria ortogonale); siano validi i presupposti del principio di sovrapposizione
degli effetti. La struttura sia soggetta ad un insieme di forze applicate (o
distorsioni) simmetrico anch’esso rispetto al piano xy, e secondo la dire-
zione z. Siano P e Q due punti simmetrici qualsiasi. Si faccia intervenire
prima il carico esterno agente da una parte del piano xy, poi il carico ester-
no agente dall’altra parte. Il prin’lo carico provoca in P e Q le componenti

' 1 '

dello spostamento wu, v, w,, u, U'Q wb; il secondo carico provochera
le componenti
r — !
X — !
W” = W,
p Q
r . !
Ug Up
e — !
) Up
W” — [
e ~ 7 W o
quindi, sovrapponendo gli effetti,
—_ ' r — ! [
uP - uP '+' uP - uP + uQ
— ! r — ! !
vp =Up TV, =V +vQ
— ! r —_— 4 r
Wp =Wp + Wy = W, ~ Wy )
u, =u, +u, =u, u, = u @)
¢ Q Q Q P p
—_ oot ' _
L) Yo +vQ (2 Up vy
— ' "o ' A
Wo = W, + Wo w Wp Wp

Queste relazioni dicono che gli spostamenti s costituiscono un insie-

me simmetrico rispetto al piano xy, e secondo la direzione z. La simmetria
degli spostamenti implica la simmetria delle deformazioni e delle ten-
sioni, e cioé, dati due punti simmetrici P e @, ¢

er = EyP
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S0 T e
€20 T Ep 3)
Yeyg = Yxyp
Tyzg = 7 Tyap
Yexg ~ 7z;cP

analoghe relazioni valgono per le o; ¢ 7.

Si faccia adesso invece il caso che linsieme delle forze applicate (o
distorsioni) sia antisimmetrico rispetto al piano xy, ¢ secondo la direzione
z; in tal caso il secondo carico provochera in Q le componenti

up =—u'p
H _ ’
Vp 0
" - !
Wp 2
1t = __ !
Ug Up
1) —_ [
"o r )
WQ - WP >
quindi, sovrapponendo gli effetti si avra
—_ ' n — ] 1]
Up = Up + Up =Uup — Uy
—_— ! n — [ _ !
—_ ! ' — ] ’
T} _ ' r
uQ uQ + uQ uQ Up Up
P | 1" — ro—
V9 =Y + v v p Up 4)
w. =w., 4+ w! =w.4+w, = w
) Qo 0 o P P

Queste relazioni assicurano che gli spostamenti s costituiscono un
insieme antisimmetrico rispetto al piano xy, e secondo la direzione z. L’an-
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tisimmetria degli spostamenti implica Pantisimmetria delle deformazioni e
delle tensioni; e cio¢, dati due punti simmetrici P ¢ Q, &

€x0 T T Exp

y0 - T &

€0 = €

Yxyg = 7 Yayp (5)
Yy = Yyzp

Tixg Yexp

analoghe relazioni valgono per le g; 7.

Si pud quindi enunciare: “‘in una struttura avente simmetria geome-
trica e fisica ortogonalc rispetto ad un piano xy, e sotto ipotesi di validita
del principio di sovrapposizione degli effetti, un insieme di forze applica-
te (o distorsioni) con simmetria ortogonale rispetto ad xy secondo z gene-
ra un insieme di effetti (spostamenti, deformazioni, tensioni) aventi le
stesse proprieta di simmetria; un insieme di forze applicate (o distorsioni)
con antisimmetria ortogonale rispetto ad Xy genera un insieme di effetti
aventi le stesse proprieta di antisimmetria”.

Nel caso dei sistemi monodimensionali, gli effetti possono essere
riassunti nelle caratteristiche della sollecitazione interna; in pill, nei sistemi
monodimensionali piani tali caratteristiche si riducono ad MNT. Un esem-
pio, in tale ambito, € quello della fig. a e b, rappresentanti lo stesso arco
soggetto a due condizioni di carico, una simmetrica, I’altra antisimmetrica.
Si osservi che il piano xy € ortogonale a z, e che esiste simmetria geome-
trica e fisica anche rispetto al piano yz.

Nella fig. a) si nota che le condizioni di simmetria impongono che per
le reazioni si abbia

Ve = Vy4
H, =-H, (6)
Mp =-M, ;

si sono chiamate con V ed H, come d’uso, le componenti verticale ed
orizzontale (spinta) della reazione. Cosi pure, in due sezioni H e K simme-
triche deve aversi
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LI mlilm”

- -

Vo =—V,
Hg= 0
m,= m
Ve = 0
MH=_MK Vu =_VK
NH=-NK WH= WK
T = TK ¢H= ¢K
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Mg = My Yk T Vg
Ne = Ny wy = - wy (7)
Ty =Ty Yk T T Y

T, = 0
we =0 (8)
LpC = O »

cid porta a semplificare il sistema, come ¢ riportato nella fig. a, in un
semiarco, incastrato in A e con un bipendolo a piano di scorrimento verti-
cale in C. Il grado di iperstaticita é abbassato cosi da tre a due.

Si noti che i diagrammi di », M, N sono simmetrici rispetto alla retta
y: i diagrammi di w, ¢, T sono antisimmetrici, e si annullano quindi in y,
per ragioni di continuita.

Si vuol fare osservare che, se cade l'ipotesi di validitd del principio
di sovrapposizione degli effetti, in particolare se si opera trascurando I'ipo-
tesi di piccoli spostamenti, la struttura pud assumere configurazioni diverse
dalla simmetrica (sbandamento laterale) indifferentemente a sinistra o a
destra: queste ultime sono stabili, la simmetria € instabile. Nella fig. b le
condizioni di antisimmetria impongono che per le reazioni si abbia

Vg =— Vg4
Hy, = Hy =0 9)
Tn'B = mA bl

Mg =-—- My vk T T Uy
Ne = — Ny We = Wy (10)
Ty = Ty Y T ¥H

Nella sezione C di chiave deve essere

M, =0
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Ne =0 (11)

il sistema pud quindi semplificarsi in un semiarco incastrato in 4, e con
un appoggio a piano di scorrimento orizzontale in C; il grado di iperstaticita
si abbassa da tre ad uno.

I diagrammi di w, ¢, T sono simmetrici rispetto alla retta y;i diagram-
mi di v, M, N sono antisimmetrici, e si annullano in y, per continuita. In
questo capitolo saranno riportati alcuni esercizi elementari, prevalente-
mente limitati a sistemi monodimensionali piani costituiti da travi ad asse
rettilineo, cosi come si ¢ fatto finora nei tre precedenti capitoli.

Problema n. 1.

Si esamina la trave ad asse circolare della fig. la, simmetrica geome-
tricamente e fisicamente rispetto ai due diametri ortogonali AB e CD, e
rispetto alle bisettrici £G ed HK degli angoli formati da tali diametri. Per
esempio, la trave ¢ a sezione costante e di materiale omogeneo. La strut-
tura € soggetta a due forze radiali centripete in 4 e B, ed a due forze ra-
diali centrifughe in C e D, tutte di uguale modulo F. Quindi la struttura
¢ caricata simmetricamente rispetto alle rette AB e CD, antisimmetrica-
mente rispetto alle rette £G ed HK.

La struttura ¢ labile perché é libera da vincoli, ma é soggetta ad un
insieme di forze in equilibrio, quindi ¢ in equilibrio. Si fissi, rispetto al
riferimento yz, il centro O e la direzione di AB. Per le suddette condizioni
di simmetria si pud scrivere

sez. A T, =0
Sqe =0
g =

sez. £
M, =0
Ng =0
sg, =0 ;

si sono indicati con s; ed s, le componenti tangenziale e radiale dello
Sspostamento.
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a)
FV2
2
N . _F_
\_ 0O 2
N ’

Figura 1
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Quindi I'arco AFE pud isolarsi dal resto della struttura, vincolandolo
in A con un bipendolo che consenta la sola s4,, ed in £ con un appoggio
che impedisca la sg,. Si osservi che, per poter parlare di simmetria di carico
rispetto ai diametri AB e CD, ¢ necessario scomporre ogni forza F in due

l;—— vicinissime e parallele ad F; percid P'arco AE risulta caricato dalla

forza —g— secondo il raggio AO.

La struttura & ridotta cosi ad uno schema isostatico; la ricerca delle
reazioni ¢ delle caratteristiche ¢ pedissequa (fig. 1b).

Problema n. 2.

Nella fig. 2a & riportata la stessa trave del problema precedente; le
forze perd sono tutte centripete, quindi ¢’¢ simmetria di carico sia rispetto
ai diametri AB e CD che rispetto alle bisettrici £G ed HK. E’ percio

sez. A 7, =0
sS4, =0
vq =0
sez. L Ty =0
Sg, =0
vp =0

L’arco AE pud quindi isolarsi, vincolando in A con un bipendolo
che consenta la sola s4,, in B con un bipendolo che consenta la sola sg,. Ta-
le struttura ridotta (fig. 2b) & ancora iperstatica; si pud scegliere come
struttura isostatica quella della fig. 2c, e cio¢ come incognita X il mo-
mento M. Poich¢ si tratta di una trave ad asse curvilineo, il metodo della
scrittura diretta dell’equazione di congruenza (cap. 2) non ¢ consigliabile;
nel capitolo sesto, sul principio dei lavori virtuali, si mostrera come tale
equazione sia costruibile in ogni caso, ¢ tenendo conto di qualsiasi fattore.
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a)

Figura 2
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Problema n. 3.

L’arco della fig. 3a sia simmetrico (geometricamente ¢ fisicamente) e

a)

N

b)

c)

Figura 3

simmetricamente caricato rispetto alla retta mm di mezzeria; in C & percid
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e la struttura pud schematizzarsi come nella fig. 3b. Tale struttura ¢, co-
me loriginaria, una volta iperstatica; come struttura isostatica si puo as-
sumere quella della fig. 3¢, scegliendo come incognita X il momento M.

Anche in questo caso ¢ consigliabile assumere I’equazione di congruen-
za utilizzando la formulazione ad hoc del principio dei lavori virtuali.

Problema n. 4.

Lo stesso arco del problema precedente ¢ caricato antisimmetrica-

a)

b)

a J_ b

—

Figura 4

mente rispetto alla mezzeria (fig. 4a), in C ¢
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¢ quindi la struttura si schematizza come nella fig. 4b. Essa ¢ isostatica’
ed il suo studio ¢ ovvio.

Problema n. 5.

Lo stesso arco dell’esercizio precedente &€ ancora caricato antisimme-

Figura 5

tricamente rispetto alla mezzeria (fig. 5), con due forze orizzontali. An-
che in questo caso lo studio della struttura ridotta isostatica € ovvio.

Problema n. 6.

La trave della fig. 6a sia fisicamente e geometricamente simmetrica
rispetto alla verticale mm per I'appoggio centrale B; quindi in B ¢

vp = 0.

La trave pud ridursi a quella della fig. 6b, con appoggio in A ed in-
castro rigido in B; essa & ancora una volta iperstatica, ma presenta il van-
taggio di essere nota.
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Anche il portale della fig. 6¢ si riduce alla trave della tig. 6b, ¢ le
iperstatiche, in questo caso, da due ad una; devono essere trascurate le

¢ L
} f +
l q
HHH L] HHHHHHHHIHHH T T L L
A C
\ - e 2 a)
|
Yy lm
q .
THLERR LR R R RN RRt RN REREE IR
b)

A

O T O T T T T T T T T

= A c)

Figura 6

deformazioni assiali nel ritto, oppure l’incastro in B della fig. 6b deve
intendersi come verticalmente cedevole.
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Problema n. 7.

La trave della fig. 7a, con EI = cost, & simmetrica ed antisimmetri-
camente caricata rispetto alla verticale mm per B. Poiché la coppia agisce

l i )
T v t
|
m .
A - ,li\ Cl a)
RS S5 z \@ \\&
B |
|m El = cost
Y
m
A AN\ 2 g
= Al
B
}om | m
24 2¢
l/\ c)
2 &~ AN
B C
ul 'l
2¢ 28
Figura 7

proprio in B, occorre scomporla in due, pari ad

mente a sinistra ¢ a destra di B.

In B si ha

m

—

5 agenti immediata-
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¢ quindi la struttura si pud ridurre alla trave AB appoggiata in A e B

(fig. 7b), soggetta alla coppia % in B. E’ percio

m
QY = —
4 12 F
m;
0, = .
f 6 E1

Per avere le reazioni R, della trave assegnata occorre sommare
quella calcolata su AB (fig. 7b) e quella calcolata sulla BC (fig. 7¢); quindi &

come dovevamo attenderci per Pantisimmetria del carico.
Problema n. 8.

La trave della fig. 8a, con EI = cost, e soggetta ad una coppia M in

mezzeria, ¢ antlslmmetrlcamente caricata rispetto all’asse di simmetria mm;
quindi la struttura si riduce a quella della fig. 8b, ed ¢&

4 2 2 G6EI 24E] B
. m!i 1 M
H 2 2 3EI  12E1
!

Problema n. 9.

La trave della fig. 9a, con EI = cost, e soggetta ad un carico ¢ unifor-
me, ¢ simmetrica e simmetricamente caricata rispetto alla verticale di
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a)

El = cost

Yy

b)

=] =

Figura 8
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mezzeria mm; quindi la struttura ridotta ¢ quella della fig. 9b, ove

La struttura ridetta & una volta iperstatica. Si pud scegliere come

a b b a
l[ ‘ t { t +—
m q
T T e T T T
- | i |
PR T 2 @
B X C D
|
|m El =cost
q
(LT
Vo A H b)
A B H
q

(T T T T T L
& e *) ’ 2
N N H

A

Figura 9

struttura isostatica quella della fig. 9¢, ¢ quindi come incognita iperstatica

X il momento M, ; pili precisamente, la coppia T, che ¢ trasmessa in Hda
HD su AH. L’equazione di congruenza €

” 3 ,
on = qaj _4qb +Xa +Xb
24 E1 6 El R El
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da cui

—a® + 4p3
8 (@ + 3b)

X =gq
Si verifica che, per a = 0 (trave AD incastrata in 4 e D) &

qb> g 2b)?

X - — ;
6 24

per b —~ O (trave AH appoggiata in A ed incastrata in H) é

Problema n. 10.

Qualsiasi condizione di carico pud suddividersi in due, una simme-
trica e Paltra antisimmetrica rispetto all’eventuale retta di simmetria fisico-
geometrica della struttura. La simmetria della struttura & quindi un elemen-
to da cui comunque pud trarsi vantaggio, quali che siano le forze o distor-
sioni applicate. Per suddividere un insieme di forze F;, applicate tutte da

una parte della retta di simmetria, in due insiemi, uno simmetrico e I’altro

F.
antisimmetrico rispetto alla stessa retta, basta considerare l’insieme —

delle forze dimezzate, e farne una volta il simmetrico, ed una volta I’an-
tisimmetrico, lo stesso vale per le distorsioni. E’ quanto si & fatto nella
struttura della fig. 10 a; ¢ ovvio che, se le forze non sono tutte dalla stessa

parte della retta di 81mmetrla basta eseguire 'operazione per quelle da
una parte ¢ per quelle dall’ altra separatamente.

Nella trave della fig. 10 a, con EI = cost, un carico ¢ uniforme agisce
sulla semiluce di sinistra; le due condizioni simmetrica ed antisimmetrica

sono quelle delle fig. 10 b ¢ 10 c. Se si vuole vy, dalla fig. 10 b si ha (cap.
1, for. 40)

5 q 4
38d 2 EJI

!
’UH:
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¢ dalla fig. 10 ¢

r

vy = 0.
Quindi
¢ %
| 2 | 2z ;
t i ?
a |™
“‘ ‘ ! !‘H\ | El = cost
a)
b)
; ’
A ] A
T a¢ | at
8 8

Figura 10

1 | 5 q14

—_— T et e e

2 384 EI

¢ cio¢ P’abbassamento di H ¢ la metd di quello che si avrebbe se il carico
¢ insistessc, con la stessa intensitd, su tutta la luce. Si osserva pure che
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I’abbassamento di H ¢& lo stesso, se lo stesso carico totale si distribuisce
q

da A ad H (con intensitda g) o da A a B con intensita 5 - Cosi pure ¢
My = 0
M, = M, = %’i
T, = 0
T, = T = _‘;_’,
Ry =-2_
R =_%’_
Ry =-3 al;
Ry = -4
Ry - 4=
Ry = --;— ql

Problema n. 11.

Il portale della fig. 11a, simmetrico rispetto alla verticale di mezze-
ria mm, & caricato nel nodo di sinistra da una forza orizzontale F. Se si
trascurano le deformazioni assiali del traverso, la forza F pud essere sud-

divisa in due forze —';i equiverse, applicate nei due nodi; allora la struttura
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risulta caricata antisimmetricamente, e pud ridursi a quella della fig. 11b.

F H!"‘
——
|
|
| m
A A -
»
i H|/
1 /@«
2 / t i
/ Ry 3
/
/

i&: b)

Figura 11

Ogni telaio simmetrico a traversi orizzontali, ¢ soggetto a forze
orizzontali sui traversi stessi, pud essere considerato soggetto a carico anti-
simmetrico, se si trascurano le deformazioni assiali dei traversi.

Problema n. 12.

Il problema & analogo a quello trattato in 1) e 2). Il telaio quadra-
to della fig. 12 & geometricamente e fisicamente simmetrico rispetto alle
due mediane ed alle due bisettrici; per esempio, tale condizione si verifica
banalmente se E/ = cost.
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N F
R e AN v S Bl
2N
/ A
Lk f—DF N
|
L a l
t !
f...:

\‘E H,/
< _/
N
F P ~F
—_ - ____,_,.____%0| - — —— -
/ i N
¥ 3
/ ‘.: \

Figura 12

a)

- =

b)
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Il carico della fig. 12a & simmetrico rispcetto alle stesse rette di sim-
metria della struttura, quindi, se si fissa il centro O e la direzione della
mediana AB, risulta

YE
g Ty =0

la struttura ridotta ¢ quindi quella della fig. 12a (trave perfettamente
incastrata in £ ed H).
Il carico della fig. 12 b ¢ invece simmetrico rispetto alle mediane, an-

tisimmetrico rispetto alle diagonali, quindi & (antisimmetria rispetto ad £G)
My =0
Nyp = Npg =0

e (antisimmetria rispetto a HK)

My =0

Nypy =Ny, =0 .

La struttura ridotta € quindi quella della fig. 12b (trave appoggiata
in £ ed H).

Problema n. 13.

I1 telaio della fig. 13a, con EI = cost, ¢ fisicamente e geometricamen-—
te simmetrico rispctto alle due mediane; il carico & simmetrico rispetto
alle stesse rette. La struttura ridotta ¢ percid quella della fig. 13b, una
volta iperstatica.

Si scelga come struttura isostatica quella della fig. 13c, e quindi come.
incognita iperstatica X il momento M, o meglio la coppia che in C ¢
trasmessa sulla parte AC.

Nella fig. 13d & rappresentato il diagramma dei momenti sotto le

C!

forze applicate in 4 e C: si ¢ prima ottenuta la risultante 2 — 0 di tali forze,
che si ¢ poi scomposta secondo le rette d’azione di Ry ed R, ;si¢ quindi
disegnata la retta d’azione della risultante delle forze estreme in C Ry +
+ 1 - 2), esi ¢ ottenuto il punto H dove si annulla il diagramma dei momenti
relativo alla parte 4B,



234 Capitalo quarto

Nella fig. 13¢ € rappresentata la deformata della struttura, si ha

_ _Fb-a _ F&® _ _F .,

¥B El 2El SE; @ T 2ab)
0 Fb? _F .,

¢ =g, — =_ a® + 2ab + b?).
¢ T Y8BTy 2E] ( )

Nella fig. 13f ¢ dato il diagramma dei momenti per X = 1, nella
fig. 13g la deformata; si ha

_ a
Y8 T ET
- b 1

L’equazione di congruenza

[*]

vo +X¢,=0

porge

a? + 2ab + b?
2 (a + b)

X=F

Per a = b ¢

X =Fa,

e risulta Mz = 0 (vedi prob. 12, fig. 12b).
Per b = 2a é (fig. 13h)

¢ quindi



_ 1
MB —'--Z—Fa
_ 3
Ma ==g Fe
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l b l |
S ] T
Y l El = cost
‘ 2F
) - I
ai - "
| Y
| i e e L - -— -
- 2f | 2F
a |
— l
t-zs
|
|
F .
N b
8 c'¥
a b)
T T
‘F
x\ ‘ c)

Figura 13a,b,c
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8 C
I Clg
A == A

Figura 13d, e
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f)
%
g)
e
3
—2—Fa
——

h)

Figura f, g h
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Problema n. 14.

La stessa struttura della fig. 13 € risolta considerando che, per sim-
metria, i momenti flettenti ai quattro vertici sono uguali (il verso ¢ si

l b b 5e
z ] '
Y Eli = cost

I
I
— ——-—— - — - 4
N
m

B C
a
- o A - - - Il - - ——— e ——
- 2F . 2F

a I

—— k
—2F
i

X 2F X
N Y AN

X 1_(2
Z Figura 14

prende, per ogni trave rettilinea del telaio, in modo che si inseguano in
senso orario; in tal modo sono positivi i momenti che tendono le fibre in-
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terne del telaio). Assumendo come incognita iperstatica X tale momento,
la struttura ridotta é quella della fig. 14, ¢ equazione di congruenza é
(cap. 1, for. 36)

B 2F+(2b)? ~ X-2b _ 2F+(2a)? N X *2a
16 £/ 2E1 16 £1 2E]
da cui
b? — a?
T T Tora
e quindi

at + 2ab + b?

M = + = ¥
c X HED F—=a+5

2
My =X Fa= & F2ab 107y
2@+ b

Problema n. 15.

Il telaio delta fig. 15 a ¢ fisicamente e geometricamente simmetrico
rispetto alla verticale di mezzeria; il carico ¢ simmetrico rispetto alla
stessa verticale, Poiché in Hed E ¢ T=0, ¢ =0, w = 0, la struttura ridotta
¢ quella della fig. 15 b; essa ¢ a nodi fissi, quindi puo operarsi alla Cross
con un solo processo di diffusione!™.

Prima di passare al calcolo della rigiditd si osservi che nella trave GL
appoggiata agli estremi, e soggetta a due coppie — M ed M in G ed L, si ha

(*) La struttura in sé &€ a nodi spostabili; la simmetria del carico la rende — ma non sempre accade —
a nodi fissi. E’ questo un notevole vantaggio della simmetria, oltre a quello di far operare su meta
struttura.
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quindi nella trave GH, appoggiata in G e vincolata con bipendolo in H,
una ‘coppia M in G provoca una @; pari a

mlGL
2 Kl

2

GL

¢ percio la trave GH ha rigiditd pari a

2El;;  28-8]

Pen o,  12a
Si ha percid
3E] El
Peg =4 8a T a
12 El El
Pep = 4 10a 48 a
2FE] S ET
=4 =13 —;
Pcr 6a a
- FI
PFc = Pcr =13 —
8EI El
=4 = 3,2 —/— ;
PFg 10 a a
El
Ppc = Pcp =48 —
_ 2ET El
Ppp T4 g T a
' 12E1 El
PpE 12a a
ET - El

Ppc = * gz =06 7
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El

PGF = Prg =32 —
SEI ~ EI

Pen =213, L3 —
- EJ

pGD = pDG = 0;6 _d— .

I coefficienti di ripartizione sono riportati nella fig. 15c.
Le coppie d’incastro perfetto sono

— _ 2q - (10a)?

"—l;’u =~ Mpc 5 = 16,67 qa?
TEDE _ 2q '1(212a)2 YR
"TFG = _—-GF =4 5120 a9 - 8,33 ga?
"I:;H - 1(212a)2 =12  ga?

La diffusione alla Cross ¢ eseguita (nell’ordine CDGF), nella fig. 15d;
alla fine si ottiene

mCA = — 2,99 ga*

Mep = 651 gqa?

Mep =—352 qa? ;
Mee =—-326 qa? :
Mye = 326 qa® ;
Moo =~ 22,77 qa® ;
My, =—028 ga® ;
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10 a 12a 10a
3 ) s )]
| T R 1
THEHN I RN SR RN R A I ]a
— 'H
6a @ @ ! @ @
RIS INEARARERRR RN 00 (ARG RE000REE1 R RENNER00E L 2q
——

C) @iE'
s8a| (3 @ @

Q =128
! |
T 1
-m | m
F G H .y N H: N
A e
D E M L.
¢ :i 2Elg,
A B
NN e
G
Fl_ 0,706 0,615_|_0.257
0294 0128
c)
0,175 0,079
D
CI— 0,629 O,567+ 0,236
0,196 0,118

Figura 15a, b, ¢



- 326

- 352

22
12

..._
25 —

11

— 299

- 170

- 85 -

28
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326 - 1131
- 53 - - 26
63 = 126
— 407 - — 203
- 110 - - 221
833 - 833
3 @ llo ~lo o 1200
- NYRIGT < 92
I { Ll 52
f l I l T 1160
o 2346
-]
o~ -] ™~ g‘:\ 2 [
| HEmt 49
2400
; 1667 - 1667 : ™ :
m| — 1048 - — 524
Iy - 59 - - 119 | |
91 - 45
6 - 12
651 - 22711
- -
Figura 15d
My, = 23,46 qa® ;
mGF = — 11,31 ga? ;
— 2 .
Mgy, = 11,60 ga* .

Problema n. 16.

d)

Il portale simmetrico della fig. 16a (E! = cost) ¢ antisimmetricamente
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caricato, si sceglie come struttura isostatica quella ottenuta dalla ridotta
sopprimendo I’appoggio, quindi I’incognita iperstatica X & la reazione
dell’appoggio.

Si ha, per effetto di F,

B Fa?
¥B Y
. _ Fa*b
YT
El = cost
| b l b Ji
T T T
F | F
—— - —
8 I* c
|
: |
|
A | D a}
VAl :
E H
— i = &

b)

—t S

Figura 16

e, per effetto di X = 1,

El
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b®  3ab? + b3
3FE1° 3 EI

!
vy = — pp b+
L’equazione di congruenza

vy oy X =0

fornisce

3 5 atb
2 3ab? + b3

si ha percid (I'asse ¢ ¢ diretto secondo AB, BC, CD)

3 3 F a® b?
Mg =— Xb T 2 " 3ab? + b3

_ oy Fa = F 3a%?b? + 2ab3
My == Xb-TFa =-5 —gpp

Si osservi che per b = 0 (trave AB incastrata in 4 e vincolata in B
con un bipendolo a scorrimento orizzontale) si ha

Fa
M., — —_—
B 2
M —->_..E.Q_;
A 2

per b — oo (trave AB incastrata in 4 e libera in B) si ha invece
M s 0
My - — Fa.

Problema n. 17.

Il telaio della fig. 17a € fisicamente e geometricamente simmetrico
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rispetto alla retta BE: le sollecitazioni sono antisimmetriche rispetto alla
stessa retta.

z l a Py a !
I a a | a a |
| 2 2 | 2 4 2 |
v | i 1 ' 1
‘F T*F
ol D E H
C o
a

a)
T~ e el
A C
F
D l E
a b)

B
—+ Aé& é
: T
Figura 17a, b
Quindi &, per i traversi,
vp =vp =0
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dalla condizione vg = v, = 0 si trae anche

Ngp =0,

e quindi il pendolo BE ¢ praticamente inesistente. La struttura ridotta
(fig. 17b) & una volta iperstatica; si sceglie come incognita iperstatica la
reazione dell’appoggio in E. Per effetto della £ si ha (fig. 17¢)

B Fa a B Fa?

Ya T2 3EI 6 El
3 Fa a B 2 Fa?

YD a 2 El 3 El
2 2

_ F a _ 19 Fa

YL Yo TOEI 2 24 El
3 3

a + F a 3 Fa

v —_— — s ——— — Py — t——
L ¥p 5T 3EI 2 8 EI
o _ a Y Fa?3
A S W Bl

Per effetto di X = 1 si ha (fig. 17d)

o = —a a _ a
4 3EI 3E]
_ a 4 a4
b T ¥4 ¢ FT 3 El
3 5 a3
Y = — ¢Ypa + 4 = ==
i D 3E] 3 EI
La relazione di congruenza
'vz + Xvp =0



L L
! I |
F
_ Fa
A 2 |
D L E'
a
—— c)
A B
TR
X =1
—a
Hiin
D E
d)
a
A B
T 1
_37
160
6 -—4
~Te0 Fo §H
=3 e)

o 0.25Fa
[ - -
i

Figura 17b, ¢, d, e

)
R .

o
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fornisce

X:'—"———F.
8

Nella fig. 17 e ¢ disegnato il diagramma dei momenti, per definirne
i segni, si assume che il verso di ¢ nelle quattro travi corrisponde al verso
orario lungo il telaio (momento positivo se tende le fibre interne). E’ cosi

D Xa — F > 20 Fa
ML = — X "a_ = "37"'" Fa ,
2 160

si verifica che
M, ~%=0,25 Fa .

pari all’ordinata della superficie semplice dei momenti su DE.

E’ poi

X x5 K
| 1 Ii
[ l

CJE AE t'JE

=
I
|
=

Problema n. 18.

Il telaio della fig. 18a ¢ geometricamente ¢ fisicamente simmetrico
rispetto alla retta BE; le sollecitazioni sono antisimmetriche. Per definire
il segno del momento flettente si adottano i versi di ¢ che appaiono nel-
la stessa fig. 18a. Il momento di inerzia é lo stesso per tutte le travi del
telaio, e pari ad /; £ é costante.

Il ritto BE pud, senza alterare nulla, essere sostituito da due ritti ad
esso paralleli, vicinissimi, ¢ simmetrici rispetto alla retta BE, purché tali

i . : N |
ritti abbiano ciascuno momento d’inerzia 5— , pari cio¢ alla meta del
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momento d’inerzia di BF; infatti, assegnando a ciascuno dei due ritti fitti-
zi sollecitazioni pari alla meta di quelle (interne, ed eventualmente esterne)
che competono al ritto reale, gli spostamenti dei due ritti fittizi coincidono
con quelli del ritto reale'™.

La struttura ridotta € percid quella della fig. 18b. Si assumono co-
me incognite iperstatiche X; X, X; rispettivamente i momenti in D, £

ed A; quindi la struttura isostatica da considerare ¢ quella della fig. 18c.
Le rotazioni relative in D, F ed A saranno calcolate considerandole

come distorsioni; quindi esse sono positive se le caratteristiche (momenti

flettenti) positive compiono per esse lavoro positivo, e cioe, ancora, se

camminando nel verso di ¢ si vede la sezione (dalla parte delle ¢ positive)
Per effetto di F & (fig. 18 ¢)

o Fa?
Dy, = 4 _
YD~ T6 EI
o Fa?
D = ————
YE = 16 EI
Doy =0.

Per effetto di X; = 1 ¢ (fig. 18d)

Pap = - - 6E1
SC = = --..g.-.—.—.
B 3EI
_ 1 _ a - 4 a
Yes =8 T T 3E 051 3 El

*

*) E’ questo un caso particolare di una prassi generale, che si segue quando in una struttura sim
metrica , soggetta a sollecitazioni applicate simmetriche o antisimmetriche, esiste una trave
sull’asse di simmetria In tal caso la trave & sostituita da altre due, in cui, ad ogni ascissa,il
prodotto £] e quello EA sono dimezzatis cosi pure sono dimezzati i carichi eventualmente appli
cati sulla trave, £ chiaro che se le sollecitazioni applicate sono simmetriche, interessa sofo
dimezzare EA4, se sono an’isimmetiche interessa in vece solo dimezzare £]. E' altresi chiaro
che le scllecitazioni inteme nelle due travi vanno sommate, per ottenere alla fine quelle nel
la cave reale .
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_ I«
oo T B
_ 1 a
“DE T
i a )| 3 4
z 1 a a | a a |
i L 2 | 2 2 i
y B ' 1 t !
Fl "Ft El =cost
D E
4 — - H

Figura 18a, b
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——

c)

Figura 18c, d, e, f

NN

B

f)




Simmetria e antisimmetria 253

W _ 1 a’ _ a?
E - T $pa — — - = p—
. a 3E -0,51 El
W a 4 a
Ypa T — + - T
a 3FE] 3 Ef
Wy a 5 a
' N - - = s =
e a 6 El 6 EI
E
- 0,1218Fa
4 F
— 0,0753Fa V ' 77 ! H
0,2500Fa D \| ( Ef— \ X
r-F
—_——
— N\
Tl H‘f‘
OrDOBOFa A LU B HHHHlllllllllunlllLu-uC g)
0.0448 Fa '
0,0224Fa —0,0224F3
B
0 0,25 Fa

0,50Fa

Figura 18g
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e quindi
" _ 5
Dop=vps — $pE -3
Dol = __1
Yr~ YEp — YEB %

Dy, =9v4p — Pap ==

Per effetto di X, = 1 & fig. 18e¢)

1
YaB = = TS_
_ __ 1
¥g 3
1 e o __T
Yep P2 4 E-051 3 E]
_1
YED 3
- _ 1
YDE 6
a? 4
w — a + = —
E 8% T JE051 3
wg B 4
o4 T -73
WE ’
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e quindi
" _ 7 a
Dep  =¢ps — $pE =T E
" _ 8 a
Dyp = vgp — ¥ep = TR
Do = — = i a
P4 PaB P4D = 2 EI
Per effetto di X5 = 1 (fig. 18f) si ha
— _ 1 a
= T 2 E
_ _ 1 a
8 > EI
oo = a? 3 a
EB = ¥B T 3FE051 2 EI
YEp = YDE =0
" N a3 7 a®
—_— — a = —— —
E P8¢ T 3T 051 6 EI
Wg a B a
12 - EI
W a 3 a
‘p P g— pa— o e c—— ———
AD a 3EI 2 EI

e quindi
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1 —_ — a
Dep =¥Ypy —¥pg = - Iva
1T} _ _ 3 a
Doy = vpp — g = 5 ET
Doy’ =wsp —ap = 2 Eq;‘ '

Le tre condizioni,di congruenza in D, E ed A, esprimenti Pannullarsi
delle rotazioni relative, sono

Dy, + X, Dy, + X, Doy + X3 D¢y =0

Dtp; +X1an;1 +X2D«p;l' +X3Dcp:;' =0 ;

esplicitando, e dividendo per 4 , si ha
I

Fa

g 70 > 16

__7_X1+iX2+3_ , =1

6 3 2 16
3

- XN AT X2 K= 0

la cui soluzione &

X, =M, =- 84:’]8 Fa— — 0,0753 Fa
X, = My, =——8_Fq= 00609 Fa

8-78



M

Cosi pure ¢

Nella fig. 18g sono disegnati i

847

310

175

155

BA

199 ——— =

312

625
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0,0080 Fa .

= X, +X, + X, =0,0224 Fa .

3
w, = 0,00343 %-

847 - 534
5 = 11
- 14 P — 7
16 = 34
- 58 - - 29
66 = 132
- 30 —= - — 1855
521 sm 1042
- 625 —— - 312
1250 - 1250
D E 8
wn
1 2
2 31
1 Ll
2 3
1 1
2 3
L L 21
2 3 2
[4V]
A B
- 86 = - 173
- 44 < ~ 88
89 - 50
- 19 - - 39
24 - 12
- 5 - 10
6 - 3
174 - 149

Figura 19a

momenti flettenti lungo tutto il telaio.

534

150
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Problema n. 19.

La stessa struttura del problema precedente si risolve con il metodo
di Cross. Si opera sullo schema della fig. 18b; coefficienti di ripartizione
sono indicati nella fig. 19a; le coppie di incastro perfetto sono

My, = L&= 01250 Fa
— _ Fa _
M pp = = 5 = — 01250 Fa .

1e diffusioni alla Cross, nell'ipotesi di nodi fissi (e cid € ottenuto
ponendo in E un appoggio fittizior a piano di scorrimento verticale) sono
riportate nella fig. 19a; 'ordine dei nodi ¢ DEBA. La non perfetta veri-
fica dell’equilibrio alla rotazione in A e B ¢ dovuta al fatto che ci si €

lF

4

—-0,0847Fa — 0,0534Fa
I S
0,2500Fa
RE =—0,0337F
T oe— B
. ¥
0,0174 Fa I 0,0149 Fa
\ ERSEERIES
A B
—
0,1Fa
Figura 19b

volutamente fermati alla quarta cifra significativa, e che in A einDle
coppie vanno comunque ripartite in parti uguali.
Risulta cosi (fig. 19b)



e quindi, dalla

2127

2728

si ha

41

23

82

160
688
898

- 3000
8000

20 -+—— ——
4y —

8
15

6000

- 1500 -—————

31

320
349

- 1782
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M, — M,
T,n= = — 00,1021 F
AD 3
a
M M
E
Tpp = —2 Y=  0,0684F
a
— 2727 - 2179
12 ——» 6
- 17 -~ - 34
41 — 20
—_ 59 —-+—————— -— 118
62 ————= 31
36 - — 73
698 ——— = 349
- 500 =« ————— - 1000
—-3000 ——— = -~ 1500
D E |o0Conoiom
O Oinmian
QO < -
[ ]
11 1
o0 ~w N!Q
O —|— BN
OCnml o~
L]
A B (I ‘u
- 916 -————— -— 1833
- 1792 - — 896
292 —-~— —— 585
- 320 - — 160
B3 —-—"—--— 126
- 47 - — 23
10 ~-~— 29
- 15 - 7
- 2725 - 2181

Figura 19¢

Rg = Tap — Tpp =0,

R,= — 0,0337 F.

2179

2179
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Si imprime poi all’appoggio fittizio un cedimento Ay unitario positi-
vo: vengono fuori le coppie di incastro perfetto

— e 6 El
Myp = m‘DA

T 3E]
Mep  =Mgy -

La difffusionc alla Cross é riportata nella fig. 19¢; i momenti fina-
li nella fig. 19d. Risulta

~2a19 &L Ae=1
a e
D
27275—' E EI
T a2 U R.=9,812—
a
el
/]
—
— : El
] 2179 —
A , LLLH aZ

Figura 19d
_ El
Tap = 5454 =
El
Tpp = 4,358 ——

al
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¢ quindi

- El
Rp =9812 2.

Dalla relazione
Ry + ApR; =0

si ha il valore di Ay che annulla la reazione dell’appoggio fittizio:

R Fa®
Ay = — ZE =0,00343 —Z .
R, El

E’ interessante osservare che tale valore coincide con il valore reale
di w. calcolato nel problema precedente.

La somma dei momenti della fig. 19b, e di quelli della fig. 19d mol-
tiplicati per A,, fornisce il diagramma dei momenti reali, gid riportato
nella fig. 18g.



