CAPITOLO SECONDO
IL METODO DELLE FORZE.

Problema n. 1.

La trave AB ad asse rettilinco, di materiale omogeneo e di sezione
costante, di lunghezza /, e soggetta all’ascissa z = o/ alla forza assia-
le F.
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Figura 1

Si effettui un taglio secondo la sezione retta S ove agisce F; se X (in-
cognita iperstatica) ¢ lo sforzo normale in AS, X — F ¢ lo sforzo normale
in $B. La condizione che la sezione § debba averc lo stesso spostamento,
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si consideri appartenente ad AS o ad SB, si scrive

Xal - X

EA EA g
da cui 'equazione di congruenza ‘
Xx=rFp=r>2
[
E’ percio
Nys =16
Nep = - Ia

Problema n. 2.

La trave AB della fig. 2, incastrata in 4 e appoggiata in B, di luce /,
¢ di materiale omogeneo e di sezione costante. All'ascissa z, = a [ agisce
una forza F.

La struttura € una volta iperstatica; si assume come struttura isosta-
tica la trave appoggiata, ¢ per ricondursi al rispetto del vincolo in A oc-
corre considerare agente in A4 una coppia T  , che € poi la coppia reattiva
di incastro della trave reale (incognita iperstatica). Sulla trave appoggiata

le rotazioni della sezione A dovute ad /' e ad T 4 sono rispettivamente
date da (cap. 1, for. (34) e (38))

. _ BU-p) FP

Y 6 El

My !
Yax T Fpg

Quindi la condizione di congruenza ¢, = 0O si scrive

B g Frr T
6 El 3EI

=0
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Figura 2
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da cui

M, =EA_F) (1)
¢ quindi

M, = -

(2)

B -F) )
2

Nella fig. 2 ¢ disegnato il diagramma del momento; in S si ha, chia-
mando M; il momento sulla trave appoggiata,

Mg =M§ +08M,
e cio¢ (prob. 1-11)

Mg = aB Fl + M, =-€—l(2a6—62 + g4y (3)

La deformata presenta tangente in A orizzontale, ed un punto K di
flesso nella verticale per il punto C di momento nullo. La tangente in A
e quella in X si incontrano in un punto /1 appartenente alla verticale per il
baricentro del triangolo 4A4'C, la tangente in K e quella in B si incontra-
no in un punto / appartenente alla verticale per il baricentro del trian-
golo CS'B.

Per ¢« = 3 = ——;— risulta

M. 3 FL M. =5 Fl
4 8

4 )

A

si verifica che

Si osservi che la trave ausiliaria ¢ libera in A e appoggiata in B, ¢
quindi labile, il diagramma M, considerato come carico, deve presentare
quindi momento nullo rispetfo a B.
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Problema n. 3.

La trave della fig. 3 di materiale omogeneo, sezione costante, e lu-
ce [/, ¢ incastrata in A e appoggiata in B; su essa agisce un carico g uni-

formemente ripartito.
Sulla trave appoggiata si ha (cap. 1, for. (40))

o _ ql’

Y4 T T R E]
__mAl

Yax T 3 EI

La condizione

porta alla formula

_ql?
M 4 3
12
My =- _6,18___ : 4)

Il diagramma del momento si costruisce disegnando AA' = My, e

sulla congiungente A'B la parabola di corda A'B e freccia

cy =42
8

Si osservi che il carico gdz all’ascissa z = al induce un momento dM ,

pari (2) a

aM, = — qdz B (12_32) 3

Poich¢ ¢ in modulo

dz = 1dp
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Figura 3
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¢ pure
M, :-%—l-z-ﬁ(l—ﬁz)dﬁ
¢ quindi
M, :_iz,li 15(1-62)616:—%12—,

0

in accordo con la (4).

Problema n. 4.

La trave della fig. 4, di materiale omogeneo, sezione costante e luce
[, incastrata in A e appoggiata in B, sopporta una coppia T all’ascissa

z, = o [. Si assume al solito la trave appoggiata come struttura isostatica,

considerando una coppia M, agente in A, di valore tale da annullare la
rotazione dovuta ad M.
Poich¢ ¢ (cap. 1, for. 37 e 38)

o 32 -1 m/
YA 6 El
Ma !

4 = ,
AX 3y

la condizione di congruenza ¢, = 0 si scrive

6 El 3 FET

da cui

_ 1 - 32
ma =——>5——m
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m, =3F —1m (5)

II diagramma M (z) si ottiene disegnando in A il segmento A4' = M

A
4
: :
l a ¥ | B |
T | 1
m
A - S \ 8
: ) e
\

Figurg 4
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in B il secgmento BB’ =1\, congiungendo A’ con B’, tale retta & valida nel-
Pintervallo | O, o/ [. Nell’intervallo 1 «/, [ ] il momento ¢ fornito dalla paral-
lela ad A'B’ per B.

La tangente in A alla deformata ¢ orizzontale; si hanno due punti
di flesso, K in corrispondenza del punto C di momento nullo, L in corri-
spondenza della sezione § di applicazione della coppia. La tangente in
A e quella in K si incontrano in un punto A appartenente alla verticale
per il baricentro del triangolo 4A4'C; la tangente in K e quella in L si in-
contrano in un punto [ appartenente alla verticale per il baricentro del
triangolo CSS'; la tangente in L e quella in B si incontrano in un punto M
appartenente atla verticale per il baricentro del triangolo S''SB.

E’ notevole osservare che per 8 = 0 (coppia applicata in B) si ha:

_mi
Pp _—_4 77
A@=—%L, (6)

e (7)

Problema n. 5.

La struttura della fig. 5 ¢ costituita da una trave 48 di materiale omo-
geneo e di sezione costante, di luce /, incastrata in A e appoggiata in B;
la trave € soggetta a due cedimenti verticali Av, ¢ Avy, in A e B, e ad una
rotazione anelastica Ay, dell’incastro.

Assumendo come trave isostatica quella appoggiata, risulta che per
effetto di Av, e Av, la sezione A ruota di

o _ AvB—AvA _
"OA—— l ’

la quantita

6AB = Avg — Avy (8)
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¢ il cedimento relativo tra gli estremi, quindi pud scriversi

’% 4 B a
—— A o 3 —
Av, )
A
—— — AVB
Ag,
Yy | ——
B
A A
Al
d
mAké\&_ | T
N
AVB—AVA= SA.
Pa=- 5;“
Figura 5

d’incastro deve generare una rotazione ¢4y Che sommata a p, dia per
risultato il cedimento angolare Ay, :

Myl 5,

— :Agp
3 E] I A

E’ percio
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_ 3E1
Ma = ; AgpA + 2 6AB ,
(9)
3 EI 3E]
MA _—“T“A A ]2 5AB

~ Problema n. 6.

La struttura della fig. 6 ¢ costituita da due travi AB e CD identiche,
di materiale omogeneo e sezione costante. Gli appoggi AC e BD sono sulle
stesse verticali; all’ascissa z = @ un pendolo HK ad asse verticale collega
le due travi. La trave inferiore ¢ soggetta ad una forza [ all’ascissa z = 2a.
La luce ¢ 3a; il pendolo ¢ di materiale omogeneo (diverso da quello del-
le due travi), e di sezione costante; la sua lunghezza & b. Si rende la strut-
tura isostatica eliminando il pendolo; se X ¢ lo sforzo normale in HK
(positivo se di trazione) occorre, per ripristinare le condizioni reali, far
agire una forza X in H sulla trave superiore, ed una forza — X in K sulla
trave inferiore.

La condizione di congruenza ¢ che la variazione di distanza tra H e
K, e cio¢ la differenza tra lo spostamento KK' di K e quello HH' di H,
sia uguale alla variazione di lunghezza del pendolo.

Si ha (cap. 1, for. 16)

, & Xad
HH :vH - a
18 K,
' 8 Xdad 7 Fdd
KK =0, = — +
K=o 8 E1, 18 ET,°

e quindi la condizione di congruenza si scrive

7 Fa? 16 Xa3 Xb

18 E 1, 18 EI, E,A,

da cui

7a3 E, A,
164°E, 4, + 185 E, 1,
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Il diagramma del momento sulla trave AB ¢ quello dovuto alla X;
il diagramma del momento sulla trave CD ¢ somma di quello dovuto ad
F e di quello dovuto a — X. Si osservi che le due variazioni di inclinazione

4
b
—
, H . |
H'
F
-X
C K D
Kl
K|
Figura 6

in H ¢ K sono uguali e contrarie, perche pari ad X e a -~ X. Si osservi pure
che sommando i1 due diagrammi del momento in AB e CD si ottiene il
diagramma del momento generato da /[° su una trave appoggiata. Sono
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interessanti due casi limite. Per £ Ap - 0 (tirante molto cedevole) ¢
X — 0; per EpAp — oo (tirante morto rigido) €

X—).....7_F_

16

In quest’ultimo caso si ha, sulla trave AB,

14

M, =— Fa,
ST
e sulla trave CD
2
M, == Fa
K 48
25
M. =" Fa;
T

s¢ ne trae che comunque il momento in AB e CD € positivo in ogni se-
zione. Inoltre, il momento sotto F varia da

2 Fa=32 pq
3 8

per Ep Ap >0, a

_25_Fa

48

per £, A, 7 o0, mentre il momento sotto il pendolo varia da

_liFa

48

per E,A, > 0, a

_2_Fa
48
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per Ly A, 7 oo

" Problema n. 7.

La stessa struttura della fig. 6 & soggetta (fig. 7) ad una variazione
termica alla Navier Af lungo tutta la trave CD, di valore costante con la
ascissa, e ad una variazione termica uniforme Af lungo tutto il pendolo,
di valore costante anch’essa. Si rende anche adesso la struttura isostatica
allontanando il _pendolo. Sulla trave CD appoggiata in C e D il valore di
v, dovuto a Af si pud calcolare attraverso il procedimento di Mohr,
la trave ausiliaria ¢ ancora appoggiata in C e D, e caricata da un carico g*

uniforme pari ad « Ar . B’ percio
h

* 42
02 = M* =R*%-q -1 % =
K K C )
3q*a e @ ko a Ata
T ¢4t 5= 4 7
| a | a | a |
B 1 * '
A z H B
“ rAS
At
~+—+
At b
' 77 |
-
.y K e -
D

C
Figura i

La condizione di congruenza si scrive




poiche ¢
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v -_— —
K h 18 E,I,
3
v, =8 X&
18 E, I,
st ha
alAra® 16 Xa> - Xb o oarp
h 18 Ed, E,A,
da cui
_ B EE LA, (aAraZ__ amb) |
18 b E I, + 16a° E, A, h

Per £,A, = 0 ¢ pure X - 0. PerEpAp > o0 ¢

X -

9 E,I, (a Ata?

— —aAtb)
8 4 h

Problema n. 8.

La trave della fig. 8a & di sezione costante e materiale omogeneo,
appoggiata in ABC su vincoli rigidi. Si sceglie come struttura isostatica
quella ottenuta eliminando in B la continuita delle rotazioni, e cioé con-
siderando le due travi appoggiate AB ¢ BC separatamente. Per ripristinare
le condizioni di congruenza, e cio¢ di continuitia delle rotazioni, occorre

far agire in B, sulle due travi, la caratteristica dello sforzo interno elimi-
nata nel processo di isostaticizzazione, vale a dire il momento flettente;
quindi su AB agisce in B una coppia

e su BC in B una coppia
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Si osservi che nella fig. 8a le coppie sono state disegnate con il lo-
ro segno effettivo, e cioé corrispondenti ad un momento Mg negativo.

i a l 3 | a |
1 1 1 |
F
A B C
v
z AN VA
Y
msa= Mg
F
TTU;=—MB B Iy ¢
N va
BI
4 —_
Fa —~— - H"
-———— o~
4 I ‘ H @ ——_ |C
—— A
B K
3
—B-Fa
M
Y e L
HI
Figura 8a

La condizione di congruenza in B ¢ che le due rotazioni gp“; e gp‘;,
della sezione B considerata appartenente ad AB o a BC, siano uguali
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Si ha (cap. 1, for. 39)

s
. :mBa _MBa

s " 3E1 3EI
e ancora (cap. 1, for. 36)
do_ _ F (2a)? _ Fa?
B 16 E1 4E]
d
o My 2a _ _ 3__ My a
BX 3E] 3 EJ

La condizione di congruenza si traduce percid in

2
MBa _ Fa _E_MBa
3E1] 4 E7T 3 EI

da cui

_ Fa
MB = - 2

(10)

(11)

Il diagramma del momento si ha disegnando in B il segmento BB' =
= My, unendo B’ con C, e riportando da H" verso il basso il segmento

H'H'=Me =18 = 9pp"
3

Il punto di flesso della deformata ¢ in corrispondenza del punto K

di momento nullo.
Lo stesso esercizio puo eseguirsi scegliendo come

struttura isostatica

la trave appoggiata in A4 e C (fig. 8b); 'incognita iperstatica ¢ cosi la
reazione R,. Tale reazione & ovviamente positiva verso il basso; nella
figura essa ¢ disegnata con il suo segno effettivo, e cioé negativa. La con-

dizione di congruenza & vy = 0, e cioe (cap. 1, for. 16)

7 Fa? 8 R, a3
+ .
18 E/ 18 El

(12)
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da cui

R, =— —F. (13)

—_—
—‘
——

Figura 8b
Si ha poi
F 2 F 7
R,=——=——ZR,=~—+—F
A 3 3 B 3 12
e cioé
_F
Ra =g
da cui si ritrova
Fa

“«_ Problema n. 9.

Si ¢ in presenza della stessa trave della fig. 8, con la sola differenza
che il vincolo in B ¢é elasticamente cedevole:

Ag = — ¢cRy ;
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nella fig. 9 si & disegnato il cedimento dovuto ad una reazione negativa
(reazione verso I’alto sulla trave, verso il basso sul vincolo).

11 cedimento Ap provoca sulla sezione B considerata appartenente
ad AB una rotazione

s =58
Ba a
a a l a 1
' f ' T
F
. A B C
s z AN
—T——
AB=-"CRB $ -
Yy
s Ag
Pea=— a
l N

a Ag
Q BA T 2a
Figura 9

e sulla sezione B considerata appartenente a BC una rotazione

o = Be
BA 24

La (10) si modifica percid in

Mya A, Fa® 2 M.a A
_ + 2 (14)
3El o  4El 3 EI 2
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Occorre adesso esprimere Ag in funzione di
relazione alla trave AB (fig. 8a),

RS = ]_VI_..B..
B a
ed In ‘reiazione alla trave BC
M
d _ F B
Ry =--— + —_
2 2a
Quindi &
F 3 M
R, =——+ — £
2 2 a

La (14) si scrive percio

My a Fa? 3¢ (F 3 MB)
+ — o B)=0¢
El 4EI 2a 2 2 a

da cul

3Elc — a®
OFIc+4a®

MB = Fa

Myg. Si puo scrivere, in

(15)

Si verifica, che per ¢ = 0 (vincolo in B rigido) ¢



il metodo delle forze 115

Assumendo come struttura isostatica la trave appoggiata in A ¢ C,
e quindi come incognita iperstatica la reazione Ry, I'equazione (12) si
modifica come segue:

7 Fag? 8 RBa3
+
18 EI 18 Ef

da cui

3
R, = F 7a . (16)

Per ¢ > 0 &

T -
R, » - —F;
B 8
per ¢ —> o ¢
Ry = 0

Il momento in B ¢

3Elc — a°
9FIc +44°

My

=-1—Fa+2—RBa=Fa
3 3

e quindi si ritrova il valore (15).

. Problema n. 10.

La trave della fig. 10, di sezione costante e materiale omogeneo, di
luce [/, & incastrata in A ed appoggiata in B; l'incastro ¢ angolarmente ed
elasticamente cedevole, ¢ si puo scrivere
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La trave ¢ soggetta ad una variazione termica alla Navier uniforme-
mente distribuita su tutta la luce. Assumendo come struttura isostatica la
trave appoggiata AB, ¢ cio¢ come incognita iperstatica la coppia TTLA di
incastro in A, la condizione di congruenza si scrive (cap. 1, for. 46)

ma!  «Arl m
- = ¢
3 L] 2/ A

Figura 10

da cui

«Ail _ 3EI
= . (17)
Ma 20 T+3Elc

Si verifica che per ¢ = Oré

3 «AtEl
ma = 2 h
3 «dtEl
M, =- =2 ———=_ 18
A 5 . (18)

per ¢ = oo, & invece M, — 0.
Nel caso della (18), e cioé per incastro rigido, ¢é
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_a[gl 3 az‘_tEl_ {

(p T iir— — ————
8 2k 2k 6 £l
e Ccioe
aﬂl
= . 19
¥Yg Y : (19)

S1 osservi che la rotazione ¢vp (19) non dipende dalla rigidita flessio-
nale E7 della trave, mentre la coppia d’incastro (18) ¢ ad essa proporzio-
~nale. Cio ¢ conforme alla proposizione generale, che puo cosi articolarsi:

a) se sulla_struttura agiscono forze, le caratteristiche della sollecita-
zione interna dipendono soltanto dai rapporti tra le rigidita p delle varie
semom della struttura, ma non dal loro valore assoluto; invece le defor-
mazmm (spostament1 rotazioni etc) sono mversamente Qroporzmnall al
valore assoluto della rigiditd di una g_ualsum sezione presa come sezione

d1 riferimento (rlgldlta caratteristica p, della struttura)

b) se sulla struttura agiscono distorsioni (variazioni termiche, cedi-
menti Vmcolan anelastlc:l etc) le caratterlstlche della sollemtazmne inter-
na sono dzretmmente proporzwnah al valore assoluto di Py mentre le
deforma21on1 “dipendono soltanto dai rapporti tra le rigiditd p delle varie
parti, ma non dal loro valore assoluto.

Quanto detto vale anche se i vincoli sono elasticamente cedevoli,
rientrando la loro cedibilitd (o, il che & lo stesso, la rigidita) in quella
delle altre parti della struttura. Se, per esempio, con riferimento alla
for. 17, ET raddopypia e la rigidita del vincolo raddoppia (cioé ¢ si dimezza),
m 4 raddoppia anch’essa, e cosi tutte le altre caratteristiche della solle-

citazione interna; analoga constatazione pud farsi esaminando la (15)
e'la (16), e cioé si vede che, raddoppiando £/ e dimezzando ¢, My e la
R, (che dipendono questa volta da una forza applicata) restano inalte-

rati.

-~ Problema n. 11.

La trave della fig. 11 ¢ di sezione costante e di materiale omogenco
gli appeggl ABC sono rigidi, la luce della trave 4B & « I, quella della trave
BC ¢ 1. Un carico uniforme g agisce lungo tutta la trave.

Si assume come struttura isostatica quella costituita dalle due travi
appoggiate AB e BC, e quindi come incognita iperstatica il momento
in B.
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La condizione di congruenza si scrive (cap. 1, for. 40)

al +q(ocl)3= Mgl ql?

M, = ~
3E] 24 E1 3E] 24 E1
da cui
12 1+
My= -1 (20)
8 1+«

Si osservi che nella fig. 11 la caratteristica Mg ¢ disegnata con il
suo segno effettivo, € cioe negativa.

Si nota che, per « = 1 (luci eguali) ¢

l2
M —>_q_..
o 8
Si ha poi
R qal My _oql 30 +40? ]
A T T Tl "7 dad +
R - qal+MB gl +MB gl o +502 +8a +5at+ |
BT ) ol 2 ] ) 4o (1 + @)
R = ql My gl - +4a+3
c Ty T T2 40+
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a X L
: % +
[ e O T O T T e ol <
A 8 c
SO AN o =075 A
¥
(T I @
A B \ M,
= A
QT T T T e T AT
—MB B i C
AN i
4
g’
— V \
[N
05625 - q?’?
M 8
.
T
—+ B

Figura 11
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per « => 0 ¢

RB - 4 oo
3
R, —>—?ql
Percx=3—,e
4
2
My =-95 . 08125
8
q!
Ry =-1- 04792
R, =-9L . 22239
2
Ro =-42% . 07969 |
2
e si verifica che
R, +R, + Rp = — 1,75q1.

Per tale valore di a sono stati disegnati nella fig. 11 i diagrammi
M@z) e T (2)



H metodo delle forze 121

Problema n. 12.

La trave della fig. 12a ¢ di sezione costante e di materiale omoge-
neo; essa e appoggiata in A e C, vincolata con bipendolo esterno in B.
Un carico uniformemente ripartito g impegna ’intera luce. Si rende la
struttura isostatica sopprimendo l’appoggio A; la reazione iperstatica ¢
quindi R, . Si calcolano separatamente gli spostamenti vji g v; " e o
dovuti al carico ¢ agente tra AB, al carico g agente su BC, ed alla forza
X agente in A (fig. 12a, b, ¢).

Se il carico g agisce tra 4 e B (fig. 12a) il diagramma del momento
¢ quello di una mensola nella parte AB; nella parte BC ¢ determinato dalla
condizione di equipendenza in B. E’ percio

s _ qa?
MB__._T
M = __qaz._Z_b__ b
B 2 a - aan

Il tratto BC si deforma in modo da rispettare le condizioni

vC=0

dz B

Poiche il diagramma del momento ¢ quello di una trave BC appoggia-
ta in B e C, e soggetta alla coppia — gab in B, la deformata, riferita alla

retta B'C, deve essere la deformata di tale trave riferita alla congiungente
gli estremi; quindi &

HB'C = gqab - ....?__._
3ET

3E7

Si ¢ tenuto cosi conto delle deformazioni del tratto BC; resta da
prendere in esame leffetto su v, delle deformazioni del tratto AB. La
deformata di AB, poiché in B l'inclinazione ¢ nulla, ¢ quella di una men-



122 Capitolo secondo

| @ | b L
[ 1 T
o [ T T T e T
A Bi"g C
z I"I? AW
v Y
) a
A B|°|? c
|; A N
1 .
qa’
T2
1|
B H \l \
Wi
qab
)
LJ’M
)
I
- Vu‘
A B C
+ _
qab3 '///
3E| -
Qa"—«—- A| =
8l T " B' gab’ H
A' 3EI

Figura 12a
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sola AB incastrata in %, e quindi (cap. 1, for. 33)

A'4" = (](Z4 .
8E]

|
t
LTI T AT @

Cc

>
o

T —
2
qb
,‘r"" 2
w"f
»
S g’
LT ,Ja—:ﬁg’
st e

5 av’
24 EI

E’ percio

{
B

Figura 1206

or _ q 4 3
v, = (3a + 8ab?) .
A 24 FF )

Si considera poi la trave isostatica soggetta al carico g tra B ¢ C
(fig. 12b); il diagramma del momento, di ovvio disegno, interessa solo
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il tratto BC; in B si ha

d _ qb?
MB——?:-—-.

Il diagramma del momento ¢ somma di quello generato da una cop-

| a b
T + %
|
|nl’é, Cc
A B kY S

——
~Xa
——
Xb
——
A B
——
Xb
3EI
o A
Xaa / B!
3E1
4+ — 3EI
A"
Figura 12c¢
. g b? : .
pia — —— agente in B, e di quello generato da un carico ¢, ambedue

sulla trave BC appoggiata agli estremi. Quindi risulta (cap. 1 for. 40)
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HB'C = -9, b, gk _
2 3EI @ 24E]
_ _ 5 gqb’
24 EI
4
CH =" =245
A 24 EJ

'Si prende in esame infine la trave isostatica (fig. 12c¢) soggetta in A4
alla forza X; il diagramma del momento & costituito da due rette paralle-

le per A e per C, ed &

s _
MB = — Xa
d _
MB =  Xb.

Ragionando come sulla struttura della fig. 12a, si ottiene

b
HB'C = Xb -
- 3 FEI
3
CH = AA4" = Xb ;
3 El
cosl pure €
3
A4 = Xa
3ElC
¢ quindi
_ X 3 3
Vyypy = a> + b’).
AX 3E1( )

La condizione di congruenza si scrive cosi

or or —_
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e cioe

4d_ (344 + 8ab® + 5b%) + —~

@ +5¥)=0
24 El 3E]

da cul

3a* + 8ab® + 5bH%
8 @® +b3)

Si osserva che, per a = 0, ¢

5
R,»> —=—aqgb ;
A 8‘1

infatti la trave tende, per a = 0, allo schema di BC incastrata in B (vy = 0)
e appoggiata in C.

Problema n. 13.

11 portale della fig. 13a ¢ caratterizzato da E/ = cost; come struttu-
ra isostatica si assume quella della fig. 13b; 'incognita iperstatica € percio
la reazione R, dell’appoggio in A. Se ”Zq e v;F sono le componenti
secondo y degli spostamenu in A dovuti al carico g ed alla forza F, e
vy € quella dovuta ad R,, la condizione di congruenza per vincolo r1i-
gido &

o] 0 —_
Yaq T o Fogy =0.
Per il calcolo di v;q (fig. 13b) I'esame del diagramma del momento
permette di scrivere

_ B qa* h
¥p = -2 EI
o 6104 . _4q 4 3

= a + - = a® + 4a*h) .
Yag ~ ¥B% T QE] SET a*h)

Per il calcolo di v;F (fig. 13¢) si procede analogamente:



——

——

1
10

a)

b)

Figura 13a, b, ¢, d

IR SARE

aziof a)jap opojaw 1]

Lel
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h
I 7

o _ - __F
vAF—¢Ba ——Eabh.

Cosi pure (fig. 13d) ¢, per effetto della X,

h
%5 st Er
_ Xa® _
Vix = vga + 31651'1 = 3XE[ @ + 3a%h) .

La condizione di congruenza porge

4@ +4dn) - L avn + X @@ +322m) =0
8 £ El 3 E]

da cui

_ 24Fabh — 3qa® (a + 4h)
8a® (a -+ 3h)

X

Si verifica che per # — 0 (incastro in B) ¢

_X—>—iqa;

8

per i — oo (appoggio in B) ¢
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Problema n. 14.

Il portale della fig. 14a, con El = cost, € vincolato in A con un ap-
poggio rigido, il cui piano di scorrimento ¢& inclinato di 45° sull’orizzon-
tale. Si elimina tale vincolo per rendere la struttura isostatica (fig. 14b).

La retta d’azione @ di X = R, si orienta come nella fig. 14a; se un
qualsiasi spostamento s, ha componenti v, € w, secondo y e z (fig. 14e),
la componente s,, di s, sua e

Sp, = e (W, — 1) . @0

V2

Cosi pure, le componenti di X secondo y e z sono rispettivamente
{ e + —)_{_— :
V2 V2 -
Se percid v, e w) sono le componenti dello spostamento s; do-
vuto ad £, v, e w) le componenti dello spostamento s, dovuto ad una
forza X, = 1 agente in 4, v/, e w/, le componenti dello spostamento s/,

A
dovuto ad una forza X, = 1 agente in A4, la condizione di congruenza

Sia T 54, Xy +S;1'aX =0

¥4

Sl scrive
o Ay o+ A -0, (22)
V2 V2
€ ancora
1 . X X

— o =) = 2o —w) + L = = 0.

Per il calcolo di wj e vfjl (fig. 14b) il diagramma dei momenti con-
sente di scrivere
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| a !
T [
l F
4 B Cc
H
h
a
45°
A o D
. T

Fa

B 2
pf
A~ -

Figura 14a, b, c

a)

b)

c)
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| a |
T 1
e iw“w‘ﬁ.m" h
REREERRA IR SORE N R IR
J’__ L 1lH|l"i‘lHL1l“11 C .
B 1
h
D
4 ——' A T
Xz=‘|
d)
a a
1}
& X
v2 | 2
A — - A —
A Wa z X z
Yva \/2
N
y e)
Y |
Y
a
{ 2 Ji I
T 1 1
JF
v f)
- 2
Yy

" Figura 14d, e, {
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Wiy =wC=-4E] ah?
3
— a F a _ F 3 2
= a4 £ (e =__L + 6a°h
H ¥y 351(2) Bl @ T e

[} . F
we =w, + h = ath + 2ah?
A Twn tenh =g )

toy L=t (58> +24a2h).

b4 " H 2 48 El

Per il calcolo di w) e v, (fig. 14c) si ha, analogamente,

= g = L an
e EI El
2
wC = .= . _.h__ =___!__ 2
2E] 2EI
vp = ¥c . & = (@ +2an)
2E] 2EI
_ _ !
Wp = w = = —— ah?
B ¢ 2ET
a? 1
Vg T Pcd +1°- = (a3 + 3a2h)

3EI JEI
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1 2
Py = ¥ = — (a* + 2ah
A B 2EI( )
! + g, h = 1 (@*h + ah?
Wq =W T ¥ - 2 E] ah®)
v, = v, = = L@ +3a2m).
3 EI
Per il calcolo di wy e v, (fig. 14d) si ha
h h? 1
= h s e ] = —_— h?
ve El 2 El 2EI
2 3
2FEI 3E] 6 E1
0p = g+ he 2 = L @an+ w2
1 2 EI
6 El
_ a? _ 1 2 2
'UB—QF'a'i'h' = (ah+ah)
2F1 2FE]
h? 1
- +1- = —(ah+h2
Ya ~ Y5 2EI El )
W= w, +opgh 1 =L (6an? + 4n?)
3E] 6 E]
o __ 1 2 2
vy = vg = (a*h + ah®) .

2E]
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La (22) si scrive percido come segue:

V2 (azlz + 2ah? 5a° + 24d4*h )+

El 8 - 48

+

ath + ah? \

X (u3 + 3a%h _ ath + ah? + 6ah? + 41’
El

3 2 6

da cui si ottiene

V2 sa® 4 18a%h 124l
X =F
8 243 + 463

2

/

0,

Si verifica che, per i = 0 (trave BC incastrata in ¢, e con appoggio

a 45° in B), ¢
x-2_v2 .
16

Problema n. 15.

La trave della fig. 15, con EI = cost, ¢ doppiamente iperstatica: si
qssume come trave isostatica quella appoggiata in A e B, le iperstatiche
sono quindi le coppie d’incastro TTLA ed TTIB. Le condizioni di congruenza

sono, pur esse, dug:
p, =0
Op = 0.

Si ha quindi (cap. 1, for. 34)

(*) Nella trave della fig. 14f si ha, scegliendo RB come incognita,

F a \? F fa\* a Ry a®
=) + =) =+ =0
3 Er 2 2EI\ 2 2 3EI

da cui
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_3(1-62) 1.~12+m'Al _mg! 0
6 El 3 FEI 6 L/

a(l =) F2 M1 Myl

6 7 " Ge 3 °
¢ cioe
2Ma = Mp = B - p)FI
~ma t2Mg =- a(l - a?) Fl
ye : 4
1 |
4 4 t-
g ¥
IF
A - B
A z S é
Y
F
m . l -
Figura 15
da cui
B(1—p%) 1'
B —a(l—a?)y 2| FI
ma = Fl 5 T [26(1 —=8%)—a(l—a?)]
)
2 g (1 — %)
-1 —oa(l - F
m - _FI
s =F1 > — =3 [— 2a(l —a?) + B(1 —B,)].
— 1 2
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Dalla relazione o + 8 = 1 si trae infine

¢ quindi

Si verifica

a=0
o =1
1
o= —

2

Problema n. 16.

M, = FIR1-p)

(23)
M, =— Fle* (1 -
My = — FIf (1 -p)
(24)
Mg = — Flo? (1 - )
Ma =mg =0
ma ~ms =0
Fl
My ==
_ Fl
M, == (25)

La stessa trave del problema precedente & soggetta ad una coppia

(fig. 16).

Le condizioni di congruenza si.scrivono in'tal caso (cap. 1, for. 37)

362 — 1

3a2 — 1

M Myl Myl _
EI" " 3EI ~ 6EI

Tﬂ_l _mAl +mBl =0

e cioé

El 6 EI 3E]
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2ma - ms = -G -
—mMa +2ms =—(3a2—1)m
2
+ :
g 4 +
T af pe
A ;\n‘l' %B
z s J
Y
m
m, %\ M,
<~ T
Figura 16
da cui
1-38 -1
: )
mA: I -3« 2 =H—L(3—3a2—6ﬁ2)
2 — 1 3
— 1 2
2 1 - 382
_ . 2
m, = ; : _?’“i =131_(3~362—6a2).
— 1 2

Dalla relazione o« + 3 = 1 si trae infine

WLA =MpEQR-3p)
(26)

My = Mo (2-30)
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¢ quindi

My =- mBR-3P)

(27)
My, = T 2 -3w.
Si verifica
a=0 m, =0 m‘g =0
a =1 M, =0 g =0
as L M, = -2 My = (28)

Problema n. 17.

La trave della fig. 17, con EI = cost e due incastri rigidi alle estremi-
ta, ¢ soggetta ad un carico g su tutta la luce. Assumendo sempre come
struttura isostatica la trave appoggiata, si pud scrivere (cap. 1, for. 40)

ql3 +mAI TIL-BI
24 Fl 3 FI 6 FE/

=0

3.
ql‘ _mAl +m£."l =0
24 E1 6 Ll 3E]

ql?

m, — M = —_—

2 A B 4

12

- M, + 2M, —_%_
da cui

| —l\
m, =42 121 _ 4

A
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2 1
m _ q12 — 1 -1 _ q12
B g 2 — 11 12
-1 2
¢ quindi
¢ L
] T
(TG @
A 7 - B
— {
Vl
4
_af
12
2——0— .
. e
MYy
Figura 17
ql?
M, =M, = - 1 (29)
A B T

Problema n. 18.

La stessa trave dei tre problemi precedenti & soggetta ad una varia-
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zione termica alla Navier Af (fig. 18). Si puo scrivere, sulla trave appog-
giata agli estremi, (cap. 1, for. 46)

oAt [+ Tr[Al _"131
2h 3E] "6 El

_a_A_i_l_m/Ll +mBl =

2h 6 EJ 3E]
e cioe
RN

2M, - My =3 ——EI

| . I

1 _ 1

At
| -

pus o AtE|

Figura 18

oAt EJ

“ma T 2Mp =3

da cui
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1 -1
_ 3aArEr |1 21 _ aAtEl
m.A " -
h 2 — 1 h
— 1 2
2 1
_3aAtEl |1 -1} wArEl
M s h 2 -1 - h
— 1 2
e quindi
My =My = - 2820 (30)

Problema n. 19.

St ¢ ancora in presenza della trave AB, con El = cost, incastrata in

A e B; si verifcano i cedimenti anelastici AvA, Ava, Ap,, Ap,. Co-
= , A B
me- gia fatto nel problema 5, si pone (8)

‘SAB = Avp — Av, .

Nella trave appoggiata ¢ (fig. 19a)

)
o _ o __ AB .
Y4 _‘pg—" ] >

le coppie d’incastro M , ed M g devono generare due rotazioni in 4 e B
tali che, sommate rispettivamente a ¢} e pp, diano per risultato Ap,
e Ayg.

E’ percio

Sag LMyl Mgl _
~ T Y IET gEr T Ava
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5 M, !
AB _ _A _i_‘mB = Ay
[ 6 EI 3E] B
da cui
Q |
4 +
Av,
m,
che porge ,
6
Ap, + A48 1
[
)
| Ap, + A8 2
_6F1 { 2 E]
Ma == = 7 (A¢A+2A¢B+3
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)
2 Aqu + ;18
-1 Ay, + %45
n __6E1 ] 2E] (A 1B
/ 2 1 5 !
— 1 2
4
4E|
45, Gy
—— ——
-t
+ (o)
oo, [
—T s lll“l. B
+ L T
4El g
¢ °
——or
6EI .
Tt &
B
— A —
LI
QZ AB
—ﬁr—-
Figura 19b
e quindi

2 El 5
M, = __l_(2A¢A + Agp + 3 ;“*)
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(31)

2El
Mg =

5
(ApA +2Ap, + 3 ;‘B)

Nella fig. 19b sono riportati i diagrammi dei momenti generati sepa-
ratamente da Ap, , Agy € 64 p5.

Problema n. 20.

La struttura della fig. 20 € un portale identico a quello gid studiato
nel problema 13, varia soltanto il vincolo in 4, che & una cerniera invece
di un appoggio.

La struttura isostatica ¢ ancora quella della fig. 13 b, ottenuta sop-
primendo il vincolo in A; le due reazioni iperstatiche sono le due compo-
nenti X; ed X, della reazione in 4 secondo gli assi y e z. Naturalmente,
poteva scegliersi anche un altro tipo di struttura isostatica; ¢ convenuto
pero riaffidarsi a quella del prob. 13, per poter utilizzare i dati gia in essa
calcolati.

Si indicano con P’esponente zero gli spostamenti provocati da ¢ ed
F (carichi applicati) sulla struttura isostatica; con un apice e due apici
gli -spostamenti provocati, sempre sulla struttura isostatica, da X, = 1 e
da X, = 1 rispettivamente. Tale nomenclatura sard sempre adottata nel
seguito.

Si puo percio scrivere

o = q 4 3 rob. 13
o 5T (@* + 4a%h) (p )
o F
Vg g = - 173 abh (prob. 13)
o = — q_(12 . h2 - q 2h2
Waq 2 2El 4E]
2 F

o — . — —— bHK2

Wap = 0" 57 i7"

: =1 @ +32m (prob. 13)
VA 3E] PTODL.
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Figura 20

! 2 | |
T 1 T
IHEHIHIHEn JF
A B
—r— L
a@ z C
Yy
D
—r RN a)
- b)
X,=1
-
h c)
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t _ h2 1 ‘2
wy =-—a = - ah
2K 2ET
[X] ] h2 2
) = ‘g = — . —
¥B 2E7 2T T 37Er
» h3 1
w = ] = —_— k3
4 3EI 3EI
Le due condizioni di congruenza
vy =0
wy, =0

si scrivono percid come segue:

4 _ (@* + 44a3h) S S S S —-‘KJ—-(a3 + 3»a2h)——X-chh2 =0
‘ El 3EI 2

SEI El
X
_ 4 232 + _F bhe - A ah? + =2 p3
aer " 2EI 2El 3EI
e, semplificando,
X, (8a® + 24a’h) — X, - 12ah?® = — 3q (@* + 4a3h) + 24 Fabh
— X, *12ah? + X, 84° = 6qa*h* — 12 Fbh?

da cui

6 Fabh* — 3qga® (ah® + h*)

X, =
! @ (8ah® + 6h%)

-~ 48 Fa®bh® + 6qd’ h?
8a2 h® (4a + 3h)

2:
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Si osserva che, per i = oo, ¢

b
x,» - L 4+ 2
2 a

X, >0
per h — 0, ¢ invece
X, —>—§—qa
X, = o0,

Nella fig. 20 sono disposti solo i diagrammi per X; = 1 e per X = 1,
poiché quelli relativi ai carichi applicati sono gia consegnati nella fig. 130
e 13c.

Problema n. 21.

Si studia ancora il portale del prob. 13, in cui pero la sezione A ¢
perfettamente incastrata; per i motivi gia esposti nel problema precedente,
si sceglie come struttura isostatica quella ottenuta sopprimendo il vincolo
in A. Le incognite iperstatiche sono le due componenti X; ¢ X, della
reazione in A secondo gli assi ¥ e z, e la coppia d’incastro X3 in A; si
indicano con tre apici gli spostamenti provocati sulla struttura isostatica
da X3 = 1. '

Oltre ai valori calcolati nell’esercizio precedente, occorrono i seguenti:

_gd . h_ . g4

5 = ‘ = 4@ + 3a%h)
' 2 EI  6EI 6EI |
SDZF:_Fb.EhT' =—EF}-—”bh
o, =a.E_h[_+1.2a;] = S (@ + 2ah)
v =W1-2}§] :_5_1-1537]1:
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h a — 1
neoo_ ] ¢« — 4+ 1 ¢« — = —(a+h)
Y4 El El El
o _ R + 1 a2 = L (a2 + 2dh)
4 T egta 2E] 2El
h? _ 1 2
e ] e = - — .
Wa 2 EI 2E1
a b
1
f i
O @ ‘F
8
— a i
— A | 7 c
h l
Y
D
—— R a)
1
X3=1
Figura 21 tT—— b)

Le equazioni di congruenza sono

i " 1 —_ O
'UA Xl +UA X2 +'UA X3 __"T)A
! Hr 1 _ Q
WAXI +WAX2 +M}A Xs'“_WA

oy X1 T oy X+ Xs =gy

(32)
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Si ¢ in presenza di un sistema algebrico lineare non omogeneo nelle
tre imncognite X, X, X3; il determinante dei coefficienti & non nullo, come
puo vertificarsi, e quindi la soluzione ¢ definita.

S1 osservi che, variando le condizioni di carico, lo studio della strut-
tura caricata da X; =1, X, = 1 ed X3 = 1 (fig. 20b, 20c, 21b) resta ov-
viamente inalterato, mentre occorre soltanto variare lo studio della struttu-
ra caricata dalle forze applicate (fig. 13b, e 13¢).

Si osservi pure che, a norma del principio di Betti, si verifica

' . ' ] 2 e 2 1
v, =w, =- ah v, =, = a* +2ah
4 2E] 4 YT )
e 1 h2 (33)
K Ty

¢ quindi il determinante dei coefficienti ¢ simmetrico rispetto alla diagonale

principale; questa circostanza € caratteristica delle equazioni di congruenza.
Si vuole adesso mostrare come allo stesso sistema (32) si possa per-

venire scrivendo le relazioni di Betti con riferimento ai seguenti sistemi di

forze

a) q, Fy XI’ X2: X3 ed Xl =1

by q, F, Xy, X,, X, ed X, = 1

¢) q, F, Xy, X5, X; ed X3 = 1

agenti sulla struttura isostatica.
Per 1 due sistemi a) (fig. 21a ¢ 20b) si ha

B

Ly, =Fv, +§ gv'dz + Xyv, + X,wl + X3¢,
4 )
da cui

B
Xyof + Xowl + Xs¢, == I, —J qgv dz . (34)
A
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Scrivendo la relazione di Betti per i due sistemi di forze

q, F ed X,

agenti sulla struttura isostatica si ha

Ly, = Fo, + [qu'dz
A
Ly = l'ir)j1 ;
la (34) si scrive percio
Xivyg + Xowy + X394= — 05
e, per le (33),
Xyoy + Xpv) + X530, = — o,

che coincide con la prima delle (32).

Operando analogamente sui due sistemi b) si perviene alla seconda
delle (32), ¢ sui due sistemi c¢) alla terza delle (32).

II procedimento di Betti a volte &€ conveniente, perché evita il calcolo
delle deformate relative ai carichi applicati; ci0 accade specialmente quando
si ¢ in presenza di piu condizioni di carico, ciascuna da studiare separa-
tamente.

Problema n. 22.

Il portale della fig. 22 ¢ lo stesso gia studiato nel problema 14; in
A esiste perd una cerniera invece di un appoggio. La struttura ¢ due volte
iperstatica; si assume come struttura isostatica la stessa del problema 14,
per potere utilizzare i risultati gia in questo ottenuti.

Le incognite sono le due componenti X, ed X, della reazione in A,
secondo 1 due assi ¥y ¢ z, Si puo scrivere

o _ _F

= (54 + 244h)
48 £/
o F
wh = S5 (@*h + 2ak?)
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- _1

o= a® + 3a*h)
Y T
[] — l 2 2
w, = (@“h + ah
4 2EI )
1
] = a’h + ah?
4 2EI ( )
(1] 1
w! = —— Bagh? + 243).
4 3E] )
a
: s
lF
4 8 C
h
A D
T Ao -
A
Figura 22

Le due equazioni di congruenza
(o] ] e J—
'UA - 7£4 Xl + 'UA X2 - 0

w +w;4X1 +w;4'X2 =0
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sl scrivono esplicitamente come segue:

K@@ 4322+ X @h ran?) = - L (582 + 2402m)
ZET 2EI 48 E1

X @n anty + X @an? + 2ty =~ L (@n 4 2an)
2EI 3E] 8 EI

e, semplificando,

2X, @ +3a*h) + 3X, (@h+ah?) =-— g (543 + 2442h)

3X, (2h + ah?) + 2X, (3ah? + 2h%) = — -g.. (a*h + 6ah?) .

Si ha
2@ + 3a4*h) 3 (a*h + ah?)
A= =
|3 (@*h + ah?) 2 (3ah?*+2h3)|
= 4(3a*h® + 2a%h + 92Ph® + 64 h*) +
— 9(@@*h? + a?h* + 2a43K3) =
= 3q*h? + 26a3h® + 15a°h*
5a® + 24a*h 3(a®h + ah?)
F
Ai —'——g-' -
642k + 12ah? 2(3ak? +2h3)
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= _..g. (30a*h2 + 2043K® + 144a3h® + 962 h* +
_ 18a*h? — 184%K® — 3643h® — 3642h*) =

S _8{1 (12a*K? + 110a°H> + 60a2h*)

2@ + 3a*h) 5a® + 24a*h
= F =
8
3(@*h + ah?) 6a*h + 12ah?
-_ £ (12a°h + 24a*h? + 36a*h? + 7243h% +
8
— 15a°h —72a*h? — 15a*h? —72a%h3) =
= -g- (3aSh + 27a*h?) .
E’ percid

F 6a*h? + 55a3h® + 30a%2h°

X, =-2

' 4 34°h? + 26a3K° + 15ah®
v - F 345h + 27a%h?

g 8 3a*h? + 26a%h® + 15a2h*

Si osserva che per A — oo (trave appoggiata in B e C) risulta

Xl"") —i

2
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X, >0 ;
per h = O (trave incastrata in B ed in () risulta invece
F -

X, > -—

2

X2—>oo_



