CAPITOLO VI

LA CRISI IN PRESENZA DI MOMENTO FLETTENTE E SFORZO
NORMALE NELLE SEZIONI SOLLECITATE SECONDO UN
ASSE DI SIMMETRIA

1. La cerniera plastica in presenza di sforzo normale.

Si e studiato nel cap. 5 l'effetto del taglio sul momento limite, e si
€ osservato come questo effetto sia in pratica trascurabile, fatta ecce-
zione per le travi alte.

Ben piu preoccupante e invece leffetto dello sforzo normale;
questo e in genere presente in forma notevole nei telai (particolar-
mente nei ritti), ed e addirittura determinante negli archi.

Fortunatamente lo studio in fase plastica di un tronco elementare
soggetto ad M ed N e molto piu facile di quello di un tronco elemen-
tare soggetto ad M e T, poiché interviene la sola tensione normale o.
Le ipotesi sono quindi le stesse che sorreggono il calcolo sotto solo
momento flettente, e cioé (cap. 2) conservazione delle sezioni piane,

e diagramma oe con tratto plastico parallelo all’asse delle ¢ (fig.
2-2).
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In questo capitolo ci si limita a studiare (fig. 1) sezioni dotate di
un asse s = y di simmetria, sollecitate da un momento flettente M
rappresentabile con una coppia agente nel piano di traccia s ortogo-
nale alla sezione, e da uno sforzo normale N.
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Il momento flettente e calcolato in genere rispetto al baricentro
della sezione (se ne dara avviso in caso contrario), lo sforzo normale
quindi e baricentrico. La sollecitazione si puo ridurre ad una forza
N normale alla sezione. applicata in un punto P di s alla distanza

dPx da x (asse baricentrico ortogonale ad y) fornita da

Px

d :_I\il_. (1)
N b

tale distanza e l’eccentricita e, positiva se P e alla sinistra di x. Si fa
per ora 'ipotesi di materiale idealmente elasto plastico, e cioe di lun-
ghezza non limitata dei due tratti plastici del diagramma oe¢; le con-
dizioni di crisi sono cosi raggiunte quando ovunque nella parte tesa
della sezione sia ¢ = oy,, e nella parte compressa ¢ = ¢,. Sia 0; che
g, siano indipendenti dalla ascissa x.
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L’asse neutro n, che definisce la posizione della cerniera plastica C
su vy, e ortogonale ad s, e cioée parallelo ad x (fig. 1 e 2). Chiamando
A_Tarea tesa ed A l'area compressa'”’ deve aversi, per oy e gq
costanti su y,

-~

obA, +05A, =N; (2)

se poi ¢ G_ il baricentro dell’area tesa, e G il baricentro dell’area

(*) L’Area tesa e alla sinistra, ’area compressa alla destra dell’asse neutro
orientato.
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compressa, si deve anche avere, sempre nell’ipotesi di o, e o co-
stanti su y,

OIOAsdGSn* +olA d =M, (3)

d (;dl‘l"l

dove n* é la parallela baricentrica all’asse neutro. Le (2) e (3) sono
valide per qualsiasi segno di M ed N; per una data posizione di n, le
(2) e (3) forniscono due coppie (M, N), secondo che sia tesa I’'una o
I’altra parte della sezione.
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Ottenute cosi le coppie (MN) per diverse posizioni di n, si puo trac-
ciare la curva limite /\. Se 0, = — 0y = 04, la curva limite (fig. 3) e
caratterizzata da simmetria polare rispetto ali’origine; infatti, inver-
tendo il segno della sollecitazione sulle due parti definite da un asse
neutro generico n, si riottengono gli stessi valori di N ed M, cambiati
di segno. Cio e valido anche se il momento e valutato rispetto ad un
asse non baricentrico. Se inoltre ¢’é¢ anche simmetria rispetto ad x,
la curva limite e simmetrica rispetto ai due assi N ed M (fig. 4).

Se g, = — 0y = 0y, ma la o, e variabile con y (fig. 5), la curva limite
e ancora dotata di simmetria polare rispetto all’origine, e cio anche se



254  Capitolo sesto

il momento € valutato rispetto ad un asse non baricentrico; in corri-
spondenza di N = N, = g,A ed N=— N, = —0,A il momento in
genere non € nullo (perd Ap™ puo essere nulla, vedi par. 2).
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Se 0, = —0, =0y, ma 0, € variabile con y, e se inoltre ¢’é simmetria

fisica e geometrica rispetto ad x (fig. 6), la curva limite risulta ancora
simmetrica rispetto ai due assi N ed M.
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Se e gy, # —0a,, ed ambedue variabili con y, ma la sezione ¢é dotata
di simmetria geometrica e fisica rispetto all’asse x, la curva limite e
simmetrica rispetto all’asse N (fig. 7).
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Fig. 6
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Si osservi che, nel caso piu generale di 0, #* —o0, ed ambedue varia-
bili con y, con sola simmetria geometrica rispetto ad y, il diagramma

-
N
a OC Gp
h ™ i
Ne—— — e
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b |
Fig. 8

delle o limiti per un dato asse neutro n (fig. 8) si scinde in due

gy + 04

0, =0 ——to—
3 gy + 0yp
% T g

Le o_ forniscono (fig. 5), al variare di n, un punto (N, MC) variabile
Su una curva a simmetria polare rispetto all’origine O_ del riferimento

N, M_. Le o, invece forniscono una coppia (Np Mp) invariabile al
variare di n. Poiché e

N=N + N
c P

M=M, +M
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si trae che la curva limite e il luogo (N_ M, ), riferito pero ai due assi
N ed M traslati rispetto ad N, ed M delle due quantita —M_ e —N
la curva limite ha simmetria polare rispetto al punto O_.

Cio € vero anche se i momenti sono valutati rispetto ad un punto di-
verso dal baricentro. Si osservi pure che se o, # —0,, ma indipen-
denti da y, i punti corrispondenti ad Ny, ed Ny, giacciono sull’asse N_
(fig. 3).

Risulta evidente da quanto sopra che basta tracciare la curva A\ per
Ap® > 0, poiché il tratto corrispondente a A¢™® < 0 si ottiene dal
primo per simmetria polare rispetto al punto OC.

Se o, e 0, variano cony, le (2) e (3) cedono il posto alle

NV

i ¥i
f' gy bdy + [ o, bdy =N (4)
¥i ¥i
/ o, bydy +j vybydy =M, (5)
B 4%

dove b(y) e la lunghezza della generica corda parallela ad x, y ed yi'
sono le ordinate minima e massima della zona tesa, y;' ed y.' le ordi-
nate minima e massima della zona compressa (y, = yi”, oy = yi').

s

Nella fig. 9 e riportato il procedimento grafico per il calcolo dei valo-
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-

Fig. 9
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ri (4) e (5), nel caso in cui Ag* >0, e cioé di fibre superiori compres-
se; sl ottlene in questo caso, dei due tratti di curva limite compresi
in [Ny Ny, il superiore (fig. 8). Suddivisa la sezione, mediante corde
parallele all’asse x, in strisce di spessore Ay, si costruisce il poligono
delle AF" = o4bAy, e si applicano tali vettori forza nei baricentri
delle strisce, rispettando la direzione ed il verso di x (si ricordi che
AF" < 0). Si connettono i vettori AF"' con un poligono funicolare
di polo P"' e base A"". Dato un generico asse neutro 7, nel punto A"
dove n interseca il poligono funicolare si traccia la tangente ¢ a
quest’ultimo, e la sua intersezione B"' con il primo lato. Mentre
cosi la parallela a ¢ per P’ determina sul poligono delle forze AF"
il valore N della risultante delle compressioni, la distanza dg . . for-
nisce, moltiplicata per N"'| il contributo ad M della N''.
Analogamente, dal poligono delle AF' = ¢, bdy si traggono N’ ed il
suo contributo ad M.

2. Verifica della legge dello scorrimento plastico.

Nel caso di contemporanea azione di N ed M, e quali che siano le
leggi 04(y) e 04 (y), si puo dare una dimostrazione della legge dello
scorrimento plastico basata sulla sola ipotesi di diagramma o ¢ ideale
del regime plastico monoassiale. Sia n 1’asse neutro (fig. 10), P e

49'< 0

y? Fig. 10
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P: i due punti di A ad esso corrispondenti secondo che le fibre tese
stanno dalla parte delle y positive o negative;sia poi y_ I'ordinata di
n.Sey varia di dyn, lo sforzo normale varia di

dNZbdyn(ogwog) se  ApT >0
(a)
dN =bdy_(o, —0g) se  Ap* <0,
ed il momento flettente di
dM,_=bdy (04 —0y)y, se  ApT>0
(b)

dM_ =bdy_(oy —ay) v, se  ApT <0,

La rotazione plastica Ap™ si effettua intorno ad n, e percio ¢, per il
baricentro, ed in qualunque caso,

AW ==y Ap® . (c)
Dalle (a) e (b) si trae
dM, ©)
dN T
e dalle (c¢) e (6)
dM, 1 p
dN  Ap* (d)
Aw?

La (d) assmura dell’ortogonalita tra la tangente a A\ in P (o P’ ) ed il
vettore q* (/_\w Ag*) in P! (o P!'). Poiché poi in P é "Ap* >0, ed
in P e Ap™ < 0 si ha conferma della legge dello scorrimento plasti-
co.
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Si osservi pure che é, per Ap™ >0,

d'M, d (de) dv, 1

dN- dN * dN

e, per Ag™ <0,

dzMX 1
— = , — >0
dN- b(o, —0ay)

cio garantisce della convessita di A.

LLa (6) pone in relazione biunivoca I’asse neutro (y_) e la coppia di
punti (P’ Pl'l') dove la tangente a A ha inclinazione pari ad y_; ad un
asse neutro corrispondono due q* paralleli e di segno opposto, e
due Q*(OP;1 ed OP;’) in genere qualsiasi. La corrispondenza tra
q” — Q" é univoca. [ due punti E ed F, dove 'MIeé massimo, corri-
spondono ad y_ = 0. Nel punto angoloso A, dove N e massimo, q"
puo essere compreso nell’angolo tra le due normali in A alle tangenti
AA" ed AA", e lay_ e compresa nell’intervallo definito dalle rette
passanti per A e non intersecanti A :

ynE]*OO,yz]U[yl,oo{; (7)

altrettanto avviene in B, dove N é minimo. Le due tangenti AA’ ed
A A" in A hanno inclinazione y, ed y, ; altrettanto in B.

Quanto detto vale anche se i momenti sono presi rispetto ad un
asse a non baricentrico (fig. 11); poiché infatti e

M =M_—Ny,_,

la curva limite NM_ (fig. 10) fornisce anche la NM_, purche Passe

N sia ruotato di arctg y_ (rotazione antioraria, se a e sotto il bari-
dM

centro). Tutte le derivate variano di —y_, come e lecito

attendersi dalla (6):

dM dM

a - X _ . 8
dN dN Ya ®)
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Puo cosi farsi interessante osservazione che se e solo se le due forze

risultanti delle o, dA e ¢,,d A hanno la stessa retta d’azione, la retta
AO_B contiene O; se si calcolano infatti i momenti rispetto alla

N per M,

" Nper M,

Ax
,J

r‘*
-

>0
+ya

Fig. 11
parallela b ad x che incontra tali risultanti, A e B giacciono sull’assc
delle N, e quindi sia N;, che N; non sono accompagnati da momen-

ti. Cio accade, per esempio, se o, = ko ; se poi g, e ¢y sono costan-
ti, b coincide con la retta x baricentrica.

3. La sezione a due strati.
La sezione della fig. 12 é costituita da due aree rettangolari sottili

A_ed A ;sisuppone chein A sia

cO co co

ed in Af
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Il momento si calcoli rispetto all’asse g mediano; il disegno € ese-

guito nell’ipotesi chesiac. A =—40 A..
co "¢ fo " °f
AC
s h
a 2
- 4
A h
C 2
M

y EA

B ‘ :
M
(— OpoAc + %o Af)%I IGCO Acg Eb A o r___—:afo Af h
= L]

N, O N

° L e toArs

T
| %o Ac"’ afo Af ofo A;I
9o Ac

l| f i dgﬁ’ >0

OC: oco O'r = OfO .
l } } d¢*< o
T O'f =0 I GC=Oﬁ'

Fig. 12

Le due equazioni di equilibrio sono

a

h
M = (_O'CAC +ofAf)2_

N = ocAc -f-ofAf )

Si ha N = N§, (massimo sforzo di trazione) quando 0, =0

esso vale
Ny =0, A

e si accompagna al momento

(e)

fo c
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Si ha invece il massimo sforzo di compressione per 0, =0__,0, = 0;
esso e dato da

Ny =0 A

co c

e si accompagna al momento

pur esso positivo.
Gli altri due casi di sollecitazioni estreme in ambedue gli strati sono

oppure

Nel primo (punto E) si ha, dalla (e),
N - 0co Ac + O'1‘0 Af
M= h
- (_OcoAc + Ufo Af) T ;

nel secondo (punto O)sihaN=0, M =0.

Attesa pero la sottigliezza degli strati, puo verificarsi una Ayp™ plasti-
ca anche se 0, € Jo__ , 0 [ ; Ap™ ha centro C, in A_, ed é positiva
se 0, = 0, , negativa se o, = 0. Cosi pure, se 0, €] 0, 044 [, Ag™ ha
centro C, in A, ed e positiva se 0_ = o_. . negativa se o = 0. Nel
primo caso e

A

h
A * _ A %k ’
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nel secondo

= At —. (f)

Se e

UCE]Gco,O[

le (e) porgono
B h
Ma =(—o, Ac to, Af)—2

N =0 A ‘o, A,
c e fo " °f

da cui
h
Ma:(—N+20f0Af)_2_’

relazione rappresentata dalla retta AE. In un punto qualsiasi di essa si
ha Ap™ >0, A.w;k >0, e

dM, h Ap™ 1
dN 2 7 AwT  h2
Se e
GCE]GCO,O[
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le (e) porgono

h
M =—0¢g A —
a C C 2
N = OCAC,
da cui
M =—N h
a 2 4

relazione rappresentata dalla retta OB. In un punto qualsiasi di essa
di ha Ap™ <0, ij <0, ed ancora

dM, h AGE 1
dN 2’ Awr b2
Se e
0,€10,0, |
UC = Gco

le (e) porgono
' h
Ma =(— g, Ac + OfAf)—z—-“
N = UCOAC +UfAf ?
da cui

M

a

(N—2 A)h
Uco c 2 ’
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e cioe la retta BE. In essa ¢ Ap™ > 0, ij‘; <0, e

dM, h Ap* 1
dN 2 AwF B2
Se e
ofE]O,UtO[
o =0
le (e) porgono
B h
Ma—UfAfT
N =afAf,
da cui
h
M =N—1_
a 2

e cioé la retta OA. Inessa e Ap™ <0, ij >0, ed ancora
»

dM, h Ap* 1

dN 2 Aawr w2

La sezione presa in esame € un caso astratto, e puo solo dare una pri-
ma indicazione suila curva limite di una trave sottile a T in conglome-
rato armato a semplice armatura.
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4. Sezione rettangolare di materiale omogeneo.

Si consideri (fig. 13) la sezione rettangolare b x h, con o, e oy in-
dipendenti dalla posizione della corda; la forza N agisce nel piano
v z, ed € normale alla sezione; il momento si calcola rispetto all’asse
x baricentrico.

L
- :
NS = abbh o= obbh
n
T |
1 t
h| - G % 5
@ g'bh
+ °'2
yY
%
5

Fig. 13

Passando dall’asse neutro di ordinata y, a quello di ordinata y_ +
+dy_ si ha, per Ap™ >0,

dN = (0 —0y) bdy_
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e quindi, essendo b costante,

dy_ 1 "
dN  b(o) —oy)

vy =k, N+k,
da cui (6)
dM
dN
k,

Altrettanto vale per Ag™ < 0.

La relazione {(9) e di carattere generale, ed assicura che per una parte
di sezione ove la corda e costante, e sotto l'ipotesi che o, e 0, abbia-
no in tale tratto valori costanti, i due corrispondenti tratti di A (MN)
per Ap® > 0 e Ap™ < 0 sono due parabole quadratiche; esse hanno

i . _ d:M 1
derivate seconde uguali e contrarie: — == — —
dN b(oy —0g)
Il massimo sforzo N e
NZ) = 0;.) bh 3

e ad esso non si accompagna momento. La coppia (N , 0) definisce

h

sull’asse delle ascisse il punto A; le due pendenze in A sono * -5

Il minimo sforzo N e
Ny =0, bh

ed anch’esso non e accompagnato da momento. La coppia (N , 0)
definisce sull’asse delle ascisse il punto B; anche in B le due pendenze
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sono * - La curva /\ e cosi definita dalle due parabole passanti

per A e B, ed aventi in tali punti tangenti note. Queste si ottengono
conducendo una parallela all’asse delle M per il punto medio H del
sesmento AB, e considerando su tale retta i punti K ed L tali che

HK
BH 2
HL  h
BH 9

quindi

0, — 0, bh?

HK =

2 2
o, — 0, bh?
HL=—
2 2

Ottenuti K ed L ,la parabola passa per i punti medi E di HK ed I di
HL, e le sue tangenti in E ed F sono parallele alla AB.
In H e quindi

(10)

Si osservi che i valori M della (10) si possono calcolare partendo dalla

considerazione che in E ed F la pendenza e nulla, quindi n = x; e per-
cio, per Agp™ > 0 (fig. 13)

bh h bh h

1 e

M=og0,

o 4 %979 1
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I valori M ed My in assenza di sforzo normale si possono ottenere
anch’essi direttamente, sfruttando il fatto che per N = 0 le due aree
di trazione e di compressione stanno nel rapporto delle due o limiti:

t B 0o
h—t oo
da cui
0g
t=h —
Oy — 0y

Risulta quindi, per Agp™® > 0,

' ‘ T t , h h
M()“_“—Uobt' (-"—_t+“é—> +UO bT'_ -

o () ()

2

e, dopo elementari passaggi,

2 N L T
, _ bh? o404 Oy Oy 11
MO - 2 ( ro_ 1D ( )
10¢ 0g)
Per 0, = — 0y = 0y, in H risulta N = 0 (10) e cioe, come ovvio, la

curva A e simmetrica (fig. 14) rispetto all’asse delle ordinate; si ha

_ E
b |
° 4
B A
O
g, b N
4
F
L |
[ —abh o,bh 1

Fig. 11
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pure, in tale caso,

M__ =M, =0, : (12)-

Analoga espressione vale per M __ .
Se invece é oy, = 0, come accade nel pilastri formati con materiale

MA
E
——
" bh?
_0'0 8
B QO=A >
1 hz N
a, ba
F
+ 5T
g'obh
! ° 2
T "
oobh
a;_f’_.
h X

=+

Fig. 15

non reagente a trazione, e Ny, = 0, e cioe (fig. 15) il punto A coin-
cide con 'origine; in H € poi (10)

,, bh?
M :_GO 8

max

(13)
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~0n

,, bh
N:UO T

5. Sezione a T di materiale omogeneo isoresistente.

La sezione della fig. 16 e composta di due tratti con corda costan-
te, quindi la curva limite per Ap™ >0 ¢ data da due archi di parabola
AG e GB; la tangente in G e unica, poiché l'inclinazione (6) € la

B

1 1
’ Rl
T
- ] Is
a
G
‘X
h
—— ———
Yy
| b
MA
G A
" - F
No o /' No N

Fig. 16
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stessa in corrispondenza dei due assi neutri immediatamente al diso-
pra e al disotto della corda di giunzione dei due rettangoli. Cosi pure,
la curva limite per Ap™ < 0 é data da due archi di parabola AH ed
HB, con tangente comune in H.,

Conviene calcolare i momenti rispetto alla retta a parallela all’asse

baricentrico x e separante 1 due rettangoli. Si hanno cosi le coordi-
nate di A

, Bs? (h —s)?
My =0, | +b

2 2 ;

quelle di B sono le stesse cambiate di segno.
Le coordinate di G sono invece

N=o0, [—Bs +b(h—s)]

M=g, +b

Bs? (h—@ﬂ |
2 2 ’

quelle di H sono le stesse cambiate di segno.

In G ed I la pendenza e nulla; in A le due tangenti hanno pendenza
i —— s e —s, e cosl pure in B. I quattro archi di parabola sono cos:
immediatamente disegnabili.

Si nota che la curvatura del tratto BG e molto maggiore di quella del
tratto AG; ed infatti, come detto nel paragrafo precedente, la curva-
tura e inversamente proporzionale all’ampiezza della corda.

Se si vuole il diagramma NM,_ , basta adottare come asse delle N la
retta inclinata sull’orizzontale di arctg — y, (fig. 11); essa risulta
ruotata In senso antiorario rispetto all’asse orizzontale se x sta sotto
a. Il nuovo asse delle N deve ovviamente essere la retta AB: se infatti
tutta la sezione e plasticizzata a trazione, come accade se N = N,, la
forza risultante (o, e costante) passa per il baricentro, e quindi il
momento M e nullo; altrettanto accade sotto Ny
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6. Sezione di conglomerato armato rettangolare a semplice armatura.
Si suppone, per il conglomerato,

0, =0
re —
Oo Uco ?
e per ’acciaio
—am rt [—
UO - O() = 3a

fo ’

si suppone anche che ’armatura sia concentrata lungo una striscia di
spessore trascurabile, e che la sezione di conglomerato, b X h, sia
quella delimitata dalle staffe.

G.obc '

O.,bc
2Ngo

| co

2

B

(o]

e

b
—r
-+
x G h
Ag
= e

Fig. 17
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Conviene (fig. 17) calcolare i momenti rispetto alla rettaa sulla quale
giace la striscia A_; cosi I'espressione del momento non é influenzata
dallo sforzo nelle armature.

Lo sforzo massimo N, si attinge quando ’armatura e plasticizzata a
trazione:

Ad esso si accompagna momento M nullo (punto A). Lo sforzo mini-
mo Ny si ha quando sia il conglomerato che ’armatura sono plasticiz-
zatl a compressione:

Nb’:Ocobh_Ot’oAf:Nco _N

fo

dove Nfol >0, N,, <0. Ad esso si accompagna (punto B) il momento

M=—N__ (——c) X (g)

Le pendenze in A (e in B) sono pariac, ed a— (h —¢).

Per Ap™* > 0, la curva A superiore é percorsa da A e B mentre ’asse
neutro scende dal bordo superiore all’inferiore. La curva A é compo-
sta da due tratti parabolici, AG’ e G''B, corrispondenti alle due parti
di sezione al disopra e al disotto di a. Esiste poi un tratto rettilineo
G'G", parallelo all’asse delle N, corrispondente all’asse neutro n =
(e ci0 spiega la pendenza nulla), ed al fatto che nel passaggio dell’asse
neutro dalla corda immediatamente superiore ad ¢, a quella immedia-
tamente inferiore, la forza nelle armature passa da N, a—N_.1
valore del vettore G'G"' ¢é pari proprio a —2 N,

Le coordinate di G’ (asse neutro 1mmed1atamente superiore ad a,
conglomerato superiore compresso) sono

Nzocob(h —c¢) + N :NCO —Ucobc + N,

(h)
h_ 2 h_ 2
M=—gq b_(____C_L:_N (h o)
coO 2 co Zh
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e quelle di G'' (asse neutro immediatamente inferiore ad a, conglome-
rato superiore compresso) sono

N=o_bh—c)=N =N_—og_bc—N

f fo

(h —c)* (h—c¢)’
b—mm— =—N ——
co 2 co 2h

M=—o

Per Ap™ < 0 la curva A é la simmetrica, rispetto al punto medio
O, di AB, della curva gia tracciata per Ag™® > 0. In particolare, le
coordinate di H' (asse neutro immediatamente inferiore ad a, conglo-
merato inferiore compresso) sono

N - Uco bC + Nfo
(2)
be? c?
coO 2 CcCO 2h

e le coordinate di H'" (asse neutro immeditamente superiore ad a,
conglomerato inferiore compresso) sono

N=0c0bc——Nfo
(m)
bc? c?
M=¢ =N
co 2 co 2h
N¢o
Per N=0e Ap™ > 0 risulta (si ricordi che Nf < 0)
) Nfo -
MO:Nfo(h_chTh)' (n)

Per N=0 e Ap* <0 bisogna distinguere due casi. Se ¢, come nellu
fig. 17,
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N. <—a bec
fo co

I’asse neutro e al disotto di g, la pendenza e positiva, ed

e Nfo )
M():_Nfo <C+—2N—‘—h . (O)

coO

Se invece e

_OCO bC < Nfo

nel passaggio dell’asse neutro dal disotto al disopra di ¢ la N, passa
daN_ a—N_;quindiin una fase di tale passaggio N = N, +o_, be si
annulla, ed il momento M, é dato dalla (¢), o dalla (m); il punto
(O, My,) giace sul segmento di retta H'H"".

La fig. 17 e stata eseguita con i segmenti dati:

N,=—10N,_

cO

Per ottenere la A (NM_) con i momenti calcolati rispetto all’asse
mediano x, basta far ruotare |’asse delle N intorno ad O di arctg

h
— (—2— — c) , quindi in senso orario; nel riferimento MN' (fig. 17)

la curva limite gia calcolata fornisce la A\ (NM_ ).
E’ facile verificare che in A si ottiene

h .
v ()
X fo 2

ed in B (g)

M, :(NCO—NfO)(};——c> ~N,_, (;——c) :'—Nm(;——c) .
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7 Sezione di conglomerato armato rettangolare a doppia armatura
simmetrica.

I momenti sono calcolati (fig. 18) rispetto all’asse x baricentrico.
Lo sforzo normale massimo e

No =20, A =2N_

e ad esso non si accompagna momento (punto A); lo sforzo normale
minimo e
N{)':ocobh—ZNfo =N —2N,_,

co fo

ed anch’esso non € accompagnato da momento (punto B).

b

0——'—4}
c
— * .
h
G

M4 an,
OeobC
vyY G ]

Fig. 18

Le pendenze in A (e in B) sono pari a * 5

Per Ap™ > 0, la curva A superiore & percorsa da A a B mentre ’asse

h h
neutro scende day = — - ad y =-— . La curva /\ é composta da tre

2
tratti di parabola AG, (asse neutro al disopra dell’armatura superio-
re), G,G; (asse neutro compreso tra le due armature), e G, B (asse
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neutro al disotto dell’armatura inferiore). Esistono poi i due tratti
rettilinei G, G, e G;G,, corrispondenti al passaggio dell’asse neutro
rispettivamente attraverso l’armatura superiore e quella inferiore.
Tali tratti sono rettilinei perché, mentre la N passa da N, a —N,_,
le zone plasticizzate del conglomerato (al disopra dell’armatura supe-
riore per il tratto G, G,, al disopra dell’armatura inferiore per il trat-
to G3G,) restano inalterate, e quindi il momento varia linearmente
con N. A conferma di cio é poi il fatto che il tratto G, G, deve essere

h
a pendenza costante e parli a — (? — c) , glacche in tutto questo
tratto ’asse neutro taglia 'armatura superiore; e che il tratto G; G,

deve pure esso avere pendenza costante e pari ad 5 — ¢, per le stesse

ragioni.
Le coordinate di G, sono

N=2Nfo +ac0bc

0.,bc
M=——2—(h—c);
le coordinate di G, sono
N=g¢_ bec
G.,bc
M=*—2———(h—c) + N, (h—2¢);

le coordinate di G5 sono
N=N _—o_bc
cOo co
M=M(G;);

le coordinate di G, sono
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N=N_—o, be—2N_
M =M(G,).
II momento é massimo per n = x (pendenza di A nulla) ed e pari a

bh h

~g ———+N_ (h—2¢c
Uco 2 4 fo ( )
e cioe
N, Dbh
0co 2

(14)

h
M= =N, ——+N, (h—2¢).

Per Ap™ <0 la curva A inferiore é percorsa da A a B mentre I’asse
neutro sale dal bordo inferiore a quello superiore; essa e la simmetri-
ca, rispetto all’asse delle ascisse, di quella gia tracciata per Ap™ > 0.

8. Il procedimento di verifica al collasso incipiente

Un numero  reale positivo si definisce moltiplicatore staticamen-
te ammissibile delle forze applicate F, se alle forze y/ F, puo associar-
si almeno un insieme di iperstatiche che, con le y F,, dia luogo ad un
insieme di caratteristiche di sollecitazione interna N T M compa-
tibile; che cioe soddisfi in ogni sezione la condizione

Q. (N¢ M¢)eDe , (15)

avendo applicato il vettore Qw in 0.
Si usa anche dire che un y reale positivo € un moltiplicatore statica-
mente ammissibile se esiste un insieme di caratteristiche N T M

equilibrato con le J F, e compatibile.
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Alla definizione di moltiplicatore cinematicamente sufficiente deve
“essere premessa quella di concio endoirrigidito. Sia A_ (fig. 19) la
curva limite relativa alla sezione S_ della struttura.

Fig. 19

Il concio in corrispondenza di S, sisuppone realizzato con una serie
di pendoli paralleli all’asse, ottenuti tagliando il concio stesso con
piani paralleli al piano x z‘"’; ci0 non altera il comportamento
elasto plastico del concio, quale ¢ stato studiato a seguito delle ipote-

(*) L asse z pud anche non essere baricentrico.
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si precisate nel par. 1 di questo capitolo. Si aggiunge al concio un
pendolo AB infinitamente rigido e resistente (E=o , g, =—0gy =)
nel piano y z, con asse parallelo a z, ed alla quota y_; per assorbire
il taglio si aggiunge anche lungo l'asse y un pendolo CD, peraltro
ininfluente nel seguito della trattazione. La rotazione relativa tra le
due facce del concio € cosi obbligata intorno all’asse n parallelo ad x
alla quota y_. Se il concio é completamente plasticizzato, le tensioni
g, e o, nei pendoli (escluso AB) forniscono un momento ed uno
sforzo normale definiti dal vettore OP' o dal vettore OP" a secon-
da del segno d1 Ap*; P e P sono 1 punt1 di contatto di /\ con le
tangenti t' e t' "inclinate sull’asse N di arctgy (6). Nel caso della fig.
19 P corrisponde a Ap* >0, P’ aAp* < 0.

Esiste pero anche lo sforzo nel pendolo AB, cui si associa uno sforzo
normale N ed un momento Mxp retti dalla relazione

Xp :yn . (16)

La (16) garantisce che comunque il vettore Q, (N M )ha la stessa
direzione di t’ e t'’; e quindi il vettore

E !
Q¥ =O0P +Q
ha il suo estremo su t', e I'altro
EAN _ re

ha il suo estremo su t"". Poiché Q_ puo avere qualsiasi valore, la curva
limite /\m]r del concio endoirrigidito é costituita dalla striscia di piano
compresa tra le due rette t' e t"". E’ evidente che q™ € definito in
dlrezmne e puo avere ambedue i versi; ad ogni Q*ym corrisponde un
unico q*, e non viceversa. Cido premesso, un numero reale v si defini-
sce moltiplicatore cinematicamente sufficiente delle forze applicate
F, se si ottiene come coefficiente di sicurezza s_ delle F, relativamen-
te alla struttura ottenuta da quella data 1nterponendo conci endoirri-
giditi in s sezioni S_ tali, per numero e posizione, da rendere labile
tutta la struttura o una sua parte, e dilatando oltre ogni limite le
curve /\ delle altre sezioni in modo da garantire la rottura nelle s
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sezioni S_ (per la sua stessa definizione, e percio positivo). Una
tale struttura e rinforzata ed a conci endoirrigiditi, e si indica con
z . Si usa anche dire che un numero v reale positivo e un moltiplica-
tore cinematicamente sufficiente se esiste un insieme di caratteristi-
che N TY M, equilibrato con le yF, e labilizzante, tale cioe che, in
relazione a quello degli spostamenti dei due segni connessi con una
27 per cui L, > 0, risult! nella generica S_

Ad ogni z, corrisponde quindi un ben definito . Esso si ottiene

attraverso il gia noto procedimento di Lagrange, scrivendo la condi-
zione necessaria di equilibrio della struttura ~_, (si indica cosi la

2 resa una volta labile con la soppressione 1n ogm concio S_ di
tuttl i pendoli fuorché AB e CD) sottoposta alle forze yF, ed alle
azioni trasmesse alla struttura stessa dai pendoli soppressi nei conci
S, (*) Per la scrittura dell’equazione si adotta come variazione della
configurazione lo spostamento iniziale del meccanismo; le F com-
plOl’lO per esso un lavoro L_ positivo. Dal conseguente segno del
Ago in ogni S_ si defmlsce tra Pm e P; Peffettivo punto P_, e
quindi il vettore OP_ . Tale vettore fornisce, con le sue componenti,
N_ed M __, e cioe la risultante ed il momento rispetto ad x delle
forze trasmesse dalla struttura ai pendoli soppressi; il loro segno e
quello ordinario delle caratteristiche della sollecitazione interna.
Quindi sulla faccia di sinistra agisce una forza assiale N_ secondo
z, ed una coppia M_ ., e sulla faccia di destra una —N_ ed una

Il lavoro compiuto da tali forze e tali coppie é L™ = —OP_ - q:':l;
quindi la relazione di Lagrange e
yL, —Z_OP - q;i =0 (17)
da cui
z. 0P, - q,
i L ' (18)

(*) Per 'ipotesi di piccoli spostamenti, la condizione di Lagrange si scrive con
riferimento alla configurazione iniziale.
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Poiché L, >0, ed OP_ - q: > 0, si verifica v > 0. E’ appena neces-
sario avvertire che OP_ non rappresenta tutta l'interazione attraver-
so il concio in S_, ma solo la parte dovuta ai pendoli plasticizzati;
ad essa occorre aggiungere lo sforzo in AB, che sposta 'estremo di
OP_ lungo la tangente t a Ain P_ .

Il teorema fondamentale assicura che dati un  ed un v qualsiasi,
deve essere .

U<y, | (19)

Sia infatti per assurdo > v. In relazione alla 27 . ed agli spostamen-
ti con cui si calcola vy, ed ai Q. compatibili in equilibrio con le Y I,
deve essere

Sottraendo la (17) dalla (p) si ottiene
(y—yL,+Z_(OP_ —Q_ ) -q* =0. (q)

Il generico addendo della X e positivo o nullo; per la convessita di
/\m infatti e

OPm 'q:ZQu 'q:.

Il primo termine della (q) e positivo, per I'ipotesi y > v, il secondo
e non negativo, quindi la (q) e un assurdo. La (19) é percio dimo-
strata.

Poiché s_ e un y e un v, si possono scrivere le relazioni, identiche alle
(27) e (28) del cap. 3:

(20)
s, = Max [y} =Min v},

esprimenti anche 'unicita di s_.
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Ottenuto un vy, puo da questo trarsi un iy nel modo che segue. Si cal-
cola in ogni S_ la reazione del pendolo AB, e cioe il vettore P_ P
parallelo a t che applicato in P_ fornisce il punto P_ di crisi sulla
A, .- Si calcolano poi In tutte le altre sezioni il vettore Q(NM), ed
il rapporto

10QI
10Q'1 (x)

S:

dove OQ ¢ il vettore Q applicato in O, e Q" il punto dove la semiretta
0Q taglia A. Se p__ e il piu grande dei rapporti (r), ivi inclusi quelli
calcolati nelle S_, si ha

Prax
e quindi
— <5 <. (22)
pmax
Da ogni >_ quindi puo trarsi un intervallo (22) in cui s_ e sicuramen-

te compreso; il calcolo si ripete, scegliendo nel secondo tentativo
come sezioni Sm e punti P_ quelli dove nel primo tentativo si otte-
nevano i piu alti valori del rapporto (r).

Le (20) consentono il calcolo numerico di s utilizzando i1 procedi-
menti di programmazione lineare.

[nfatti, con riferimento ad un generico Z) (per esempio un E) con
le y, = 0) ottenuto con n + 1 snodi, ove n e il grado di iperstaticita,
si determma il moltiplicatore ¢ delle . che pone queste ultime in
equilibrio con le reazioni interne X = 1 2., n + 1) annullate
dagli snodi; risulta cosi € funzmne lmeare omogenea delle X Si
sceglie pol un numero sufficientemente elevato k di sezioni, e sl esprl-

me il vettore  in ognuna di tali sezioni come funzione lineare delle
¢ Fi e delle n + 1 reazioni Xj, e cioe delle sole Xj:

0=0(X,). (s)
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In ciascuna delle sezioni si linearizza /A, e cioe A si assimila alla parte
del piano compresa tra h coppie di rette parallele (come le t’ e t”
della fig. 19). La condizione (15) si traduce quindi, in ogni sezione,

ol
|
\
\
\
O
Zyx

Fig. 20

in 2h disequazioni lineari nelle N ed M. Se, per esempio, le equazioni
di due rette t, e t, parallele sono (fig. 20)

ax + by +¢, =0

ax + by +¢, =0,

la condizione che P (NM) sia compreso nella striscia é
P, €A A, , (t)

dove P, e l'intersezione con l’asse y della retta p, parallela per P alle
t, e t;, ed A, e A, sono le intersezioni di t; e t, con I’asse v.
L’equazione dip e

a(x—N)+b(y—M)=0,
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da cui

A, :0,_(:_1

b

c
A2 :O,— b2

N + bM
Plzoaa b ;

la (t) si traduce quindi nelle due disequazioni

—c, <aN+bM<(—¢, . (u)

Si tratta percio di calcolare le n + 1 incognite X, che massimizzano
e sotto le 2hk condizioni (u), e questo € un classico problema di
programmazione lineare. Va detto, come nel par. 3 - 7, che in tal
modo si calcola, in realta, nons_ma un v, poiché puo darsi che nelle
sezioni non comprese nelle £ di calcolo la (u) non sia rispettata. Va
anche detto che il meccanismo sul quale si calcola € come funzione
Xj non e il vero meccanismo di rottura, ma serve soltanto per scrivere
una condizione di equilibrio.

9. Un esempio numerico.

Si prende in esame, per un esempio numerico, l’arco incastrato
della fig. 21, ad asse parabolico, di luce £ e freccia f, con sezione
rettangolare costante lungo 1’asse, di dimensioni b in orizzontale ed

c | V222

l b

——

I ]
y h=31_ z(t-z)

Fig. 21
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h in verticale. Il materiale é tale da dover trascurare 0|, (conglomera-
to non armato, o muratura di laterizi e malta); sia 6, =0_(0_ <0).
La curva limite e quindi quella della fig. 15, riportata nella fig. 24.

a [ T LTI T T

g uj_Tlllllllllll[[llIilllJUl[llIiIIfIl[[[llH]IIlHll] HI T R R VI N R H RN |

Fig. 22

Nella fig. 22 sono disegnati i carichi agenti: un carico uniforme g
esteso a tutta la luce, ed un carico uniforme a esteso alla semiluce di
sinistra. Si inizia il calcolo operando sulla ¥_ della stessa fig. 22; i
conci endoirrigiditi presentano il pendolo rigido in corrispondenza
del baricentro della sezione e quindi, poiché la deformata cui corri-
sponde L. > 0 e quella della figura, i punti di crisi sono (fig. 24) E
nei conci B e D, F nei conci A e C. Risulta

Apy =— ¢
Apr = 2¢
Al =— 2
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con ¢ > 0. E’ percio (18)

L =0
g
L 1 ¢ Q Q2
a 2274 %1 ¥
> OP ko= bh” 6 > bh?
m qm - 0c 8 w—_TU 4
da cui
bh?
y=—120, — (v).

La condizione di equilibrio alla rotazione di tutto ’arco intorno alla
cerniera D si scrive

L ¢ 3
V, 0 +tygl—+ya——0+ M, +M_=0; (z)
2 2 4
ponendo

a=aog (a")

. bh?
la (z) porge (TT[A=TTLD=—UC )

bh? 24 + 19« ,
- . b
vV, =0, n m (b)
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La condizione di equilibrio della parte AB (fig. 23) alla rotazione
intorno a B si scrive

3 £ g X
HA-Zf‘FVAT-F mA +mB +fyg(1+a)-:1—_8_:()

. bh?
dacul(TTLA =M, =—o0, 3 )

H —— bh? 6 + 3« )
A %e f 4o '

ra{1+a}

NIRRT AR

-4
o lc::
—

Fig. 23

La generica quota d’asse h rispetto alla congiungente le imposte é

_Af
h—-‘Q—z—Z(Q_Z)

e, ponendo

Z r
E—_K’ (d)
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si ha
h=4ff(1—%). (e')

L’inclinazione dell’asse € poi

LWL
dz ( 2)
e cioe
_(.1_}_1_=;4_f_(1_2 ) £
P £). (f)
Per
| € [0 —1—] '
¢ > - (g)
é
ME)=—V, {0—H, 4t5(1—§)— M, —
2 02
—vg(1+ o) 5
e cioe
2
M(§)=ocbh2 24¢ 814§'+1 ' (')

L + L] 1 f »
Si nota come M(¢) sia indipendente da 7 ¢ da «; sl nota pure, come
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bh? bh?
,eper{=025eM=—o0_ 3

verifica, che per{ =0eM=o0_

Per{ =05epoiM- O.
Sempre nell’intervallo (g') é poi (N positivo se di trazione, § > 0)

N(§’)=VA senf —H, cosf+ vyg(1l +a)¢¥senf.
Perla (f') e

4f 1—2¢
sen § = . o
V1+16QT(1—2§)2
1
cos 3 = ,
1+16 1 (1—2¢)
Q—,_( $)
e quindi
— + +
N(§)=0cbh2—t;— 4(1—2¢%) (24 19« _12§1 a)+
L/ 02 +16f2(1 —2¢)? 4a o
¢ 1 6 + 3« "
-1~ocbh2 — . (i)

f V2 +16f2(1 —2¢%)? 4o
Si consideri ora 'intervallo

1 ]
S“E[-"z“,l]- (2)

L’equilibrio di tutto I’arco della traslazione verticale porge

o
VA +VD +’ng (1+?) =0
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da cul
v = bh? 24 + b« (m')
o % % 4o '
E’ poi
- H bh? 6 + 3«
HD - A _-Oc f 40(

Si ha percio

M) =—V, (1—e+H 4fc 1=+ M —

e
2
e cioe
—24¢* +34¢—11
M({) = o_bh? $ 3 { . (n")
C . bh? .
Si verifica che per { = 0,75 e M = ¢ _ ,eper{=1eM=
bh? | C . .

=—o, 3 ; per ¢ = 0,5 si ottiene M = 0, e cioe lo stesso valore rica-

vabile dalla (h')
Si ha poi (8 <0)

NE)=—V, sen,B-i—HD cosB—vyg(l—¢)2senf

da cui
f 4(1—2 24 + 1—
N()=—0, bh? — ——att_28) ( L §)+
LV +16f2(1 —2¢)? 4o o
+
+0,_bh? — = 6+3a | (o)
f V2 +1682(1—2¢)2 4«
Ponendo

L

A== (p")
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ed
rn=-£— (a')
la (i') si scrive
N _ m 4(1—2¢) (24 + 19« —12¢ 1+« )+
o bh A V14 16m2(1 —2¢)? 4« o
1 1 6 + 3

mA /14 16m?(1— 2¢)? 4o

ela(o')
NE) _ m 4(1—2¢) (24+5a 19 1—¢ >+
ocbh RV | +_16m2(1—~2§)2 4o "

N 1 1 6+ 3«x
mA /1+16m? (1 — 2¢)? 4o

Per

a 1
a:—:——

g 3

Y
A= — =40

h

f 1
m:—_—.:—

Q 5

si hanno alle varie ascisse i seguenti valori di M ed N:
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TABELLA 1

¢ —M/o_bh? N/o_bh p
0 — 0,1250 0,8677 1,23
0,05 — 0,0450 0,8298

0,10 0,0200 0,7946

0,15 0,0700 0,7625

0,20 0,1050 0,7339 1,02
0,25 0,1250 0,7091 1,10
0,30 0,1300 0,6887 1,10
0,35 0,1200 0,6728 1,04
0,40 0,0950 0,6620

0,45 0,0550 0,6565

0,50 0 0,6562

0,55 — 0,0550 0,6602

0,60 — 0,0950 0,6672

0,65 — 0,1200 0,6769 1,06
0,70 — 0,1300 0,6894 1,17
0,75 — 0,1250 0,6898 1,11
0,80 — 0,1050 0,7220 1,03
0,85 — 0,0700 0,7418

0,90 — 0,0200 0,7625

0,95 0,0450 ¢,7875

1,00 0,1250 0,8131 1,16
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Poiche la sezione e costante, nell’unica fig. 24 sono riportati i punti
(NM) corrispondenti alle varie ascisse ¢; alle ascisse { =0 e ¢ =0,75

Fig. 24

tali punti sono ubicati sulla parallela all’asse delle N per F, ed alle
ascisse { = 0,25 e { = 1 sulla parallela all’asse delle N per E. Nella
tabella 1 sono riportati i valori di p nelle sole sezioni ove p > 1.
Il massimo valore di p si verifica per ¢ = 0, ed é pari ad 1,23; quindi
dalla (v) si trae

<s. < — '
g ’ g )
Il secondo tentativo si effettua (fig. 25) spostando la terza cerniera
plastica C dall’ascissa { = 0,75 all’ascissa { = 0,70, e lasciando le altre
alla stessa ascissa. Inoltre (fig. 26) i punti di collasso sulla curva limite
delle quattro sezioni sono assunti dove, nella diminuzione proporzio-
nale del carico, la retta congiungente (NM) con O taglia la curva
stessa. Sono cosi definiti gli assi neutri (fig. 26) e quindi la Z e la
deformata (fig. 25). Si ha da questi

L, =g(0,0660 — 0,0505) p > =g - 0,0155 p &2
L =a-0,0660 o€ =g - 0,0220 p (2
e quindi

L. =g-0,0375¢2.
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071
1749
v ® 0.192n
-o208pl 071g
0.49f |
+
— 0,083h :
0.137h
— 1749
Fig. 25
¥,(0) =-0200h
¥,(025) = 0137h
¥.(0,70) =-0083h
¥, (1} = 0,192h

Fig. 26



298 Capitolo sesto

E’ poi
L*¥ = —0,708¢_bh - 0,20 oh — 0,104 g, bh? - ¢ =
= —0,246 g_bh?y;
L* = —0,6500,_bh - 0,137 - 2,03 ph —
—0,1120_bh? - 2,03 ¢ =
= —0,4080_bh’ ¢ ;
LY = —0,5830_bh - 0,083 - 1,74 ¢h —
—0,1200_bh? - 1,74 p=
= —0,2930_bh2¢;
L* = —0,6920_bh -0,192:0,71¢h—
—0,1070_bh? - 0,71¢ =
= —0,1700_bh? ¢
e quindi
L* = —1,1170_ bh? ¢
Dalla (18) si ha percio
y=— II::=—29,8 ";;hz : (u')

La (u’') é un accordo con la (t'). Si devono ora ricercare i valori p del
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secondo tentativo, per ottenere un secondo . Occorre, a cio fare, in-
nanzitutto conoscere i valori delle reazioni trasmesse dai pendoli
irrigidenti in A, B, C e D. Esse possono ottenersi, assieme ai valori dei
tagli nelle stesse sezioni, da otto equazioni di equilibrio; oppure una

2
9.93 G.bh

Fig. 27

alla volta attraverso il procedimento di Lagrange. Ad esempio, il
calcolo della reazione X, del pendolo in A per quest’ultima via si
esegue utilizzando il meccanismo della fig. 27. Si ha cosi

A, =0,1579 0 Q2
A, = 0,1790 p 2,
e quindi

o,bh?
L = 9’93_52_2_ -+ 0,1579¢0* =—1,5680_bh? y

a

0, bh?
Lg =—298 ——— < 0,1790¢p * =—5,334 ocbh2 Q.

QZ



300 Capitolo sesto
E’ poi
|IAHI=0,1692=6,75h,
da cui
L, = 01040, bh*yp+

+0,708 o_ bh - 6,75 ph =

4,8830_bh?y .

Cosl pure si ha

L. = 0,1120_bh? - 2,056¢ +
+0,7080_bh - 2,056 - 0,137¢ph =

= 0,4130_bh? ¢,

L. = 0,1200_bh* - 1,056 ¢ +
+0,583 ¢_bh - 1,056 - 0,083¢h =
= 0,1780_bh’¢.
Dalla
HA'=0,1642=6,56h
si ha infine (X, > 0 se di trazione)

L, =X, -656he.
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L’equazione di Lagrange si scrive percio
X, "656hyp—69020 bh?y + 54740 _bh?¢=0
da cui
X, =0,218¢_bh. (v')

E’ cosi individuato il punto O_ sulla tangente in O alla curva limite
(fig. 26), e quindi

" p,=105.

Cosi procedendo, si verifica che il massimo p e ancora in A, e quindi
pA - pmax » €

o.b
<s <—0,0186 : (z')
g g

o.b

—0,0177

Confrontando la (z') con la (t'), si osserva che nel secondo tentativo
si e ristretto l'intervallo, anche se si ottiene un { minore di quello
del primo tentativo. Puo porsi, in definitiva,

o, b o, b
<s <—0,0186 ,
g i g

—0,0183

intervallo abbastanza ristretto per considerare chiuso I’esempio.



