CAPITOLO V

LA CRISI IN PRESENZA DI MOMENTO FLETTENTE E TAGLIO

1. Studio di un tronco di trave di sezione rettangolare.

Nel secondo capitolo si e pervenuti al concetto di cerniera plastica
e di momento limite prendendo in esame un tronco di trave soggetto
a solo momento flettente (e quindi a momento flettente costante);
successivamente pero (cap. 3) si e utilizzato tale concetto per la de-
terminazione del moltiplicatore di rottura in una struttura monodi-
mensionale, trascurando il fatto che in genere il momento flettente
e accompagnato da taglio. Il taglio e sempre presente nelle usuali
strutture a telaio, e quindi, poiché esso decurta il valore assoluto
del momento limite, tale modo di procedere conduce a valori in
eccesso del moltiplicatore di rottura. Si cominci ad esaminare il caso
della sezione con doppia simmetria ortogonale, per esempio (fig. 1)
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Fig. 1

un rettangolo sollecitato secondo una mediana; il materiale sia isore-
sistente. Come criterio di crisi si adotti quello di Hencky, e quindi
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la relazione limite trac e 7 €

o +31* =0} . (1)

Si fissi poi un determinato rapportok #0traMe T :

=k, (2)

e si ponga
o=0¢*M, (3)

dove o*(y) e una legge assegnata a meno di un parametro, con la
sola condizione che sia antisimmetrica rispetto all’asse z. Dalla condi-
zione

sl ottiene

1

*ody = ——
joyy 2b

_h
2

da cui si trae il valore del parametro.

Dato M, dal diagramma delle o(y) si ricava, supponendo 7 costante
con x e nel rispetto dell’equilibrio,

00 ;
dy,
Z

) 1 [ do A= [
T T — — o g—
y b /o 9z _% 0

dove A’ e I’area al disopra della corda di ordinata y. Poiché e

0z dz k

si ha
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M (7
T(y)Z—T[ o*(y')dy'. (4?

_h
2

Ottenuto cosi 7(y), si calcola per ogni valore di y la quantita

— 2 2 .
O \ o f3'r ; (D)
sia

Og

w:
eqmax
Oo

’){:
eq min

In aderenza al teorema fondamentale (cap. 3) puo scriversi, chiaman-

v

M retta M= kT

——

Fig. 2



222  Capitolo quinto

doM, eT, ivalorilimitidiMeT nel rapporto k (fig. 2),

yM<M <M (6)

ko

YT <T, <~T.

ko

La possibilita di utilizzare cosi il teorema fondamentale, per ottenere
un intervallo A, , (yM, ¢y T) Ah (yM, yT) della retta M= kT in cui
é sicuramente compreso il punto A, di coordinate M, | T, ,slevin-
ce da uno schema elementare cui puo ridursi il collegamento tra le

Fig. 3

due parti della trave separate da un taglio ideale secondo una generica
sezione retta. Tale schema (fig. 3) e costituito da un insieme di ele-
menti pendolari disposti secondo una maglia di triangoli.

Questi ultimi devono essere equilateri se si vuole che sia rispettata la

condizione (1) di Hencky; infatti in tal caso una forza N, assiale, o

N
una forza tagliante 2 portano ambedue alla crisi, e quindi devo- |

no fornire gli stessi sforzi assiali nei pendoli; se ne trae

Ny _ Ny
2 sen « 23 cos«
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da cui

tea=3
a=60°

Naturalmente l'intervallo Aku Ak7 é tanto piu ristretto quanto piu
0, .., € vicino a Opqmin’ © cioé quanto piu e piatto il diagramma
deTle 0,,- Percio nel secondo tentativo converra variare il diagramma
delle 0 in modo da appiattire il diagramma delle 0,3 Per esempio, nel
caso della fig. 1, si adottera per le 0 un diagramma che impegni mag-
giormente le zone piu vicine all’asse neutro, e cioe un diagramma
che si discosti maggiormente dalla legge bitriangolare, per avvicinarsi
di piu alla birettangola.

2. Un procedimento numerico per lo studio della generica sezione
simmetltrica.

E’ possibile seguire un procedimento numerico per il calcolo diret-
to del punto A _ . Siinizia considerando ancora una sezione rettango-

h
lare b X h. Si suddivida (fig. 4) il segmento [— 7 0:, in n intervalli

— . n
_+_Ah_ o
S
2
1 >
z
yY
Fig. 4
di lunghezza Ah = o0 e siano o 0¥ . . . 0 *ivalori di ¢* in corri-
n

spondenza degli estremi di tali intervalli. Nell’estremo superiore del-
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I'intervallo i.esimo é ¢™ = oi*, e quindi (4),peri=1,2...n,
o, = Mg}
M Ah
—_ N ES *
T, = 2 ., (o) [ +o)

ieq

$:2 3 Ah 2 ~i : e 2
o, +Z- (_—k_-) [Z,j . (07, -I~oj*)j| } .

(a)

(b)

(c)

La soluzione del problema si ha ponendo ciascuna delle Oieq pari a

0. La prima delle (¢) quindi porge (i=1)

2 k2 2
M-“o; ™ =0,

da cui

3 (Ah )2_ 3 h
16 n?k?

porge a sua volta

(d)

(e)
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2 . 2
o2 0o 52 Oo ) _ %0
£ +(M o —27\?“2)— Ve
2 Oy o =0
g, (1+a)—20(_1\'/'f_02 +(Of—1) M2 -

BS B
(ﬁJEY(LHn—@PEJ2a+m—1Fﬂ

Gy 0o

da cui
M oj _ 20tvV4e2 —4(a? —1) a—1
0o 2(1 + «) o+ 1
e quindi
+  a—1 g,
279 F1 M

La condizione o, <0 si identifica con o < 1, e cioé (e)

2>_3_h2 .
RET-IEI

225

(f)

se k e piccolo, quest’ultima non si verifica se il numero di intervalli

non e sufficientemente elevato.
In generale, per i = 3, e ponendo

M el * k
U_o I:ij (0., top)+ao | =4,

o 2 — 2
la (c) si scrive, per Oreq — 0

M L\ M LYV
—0. +alA +—0" ) —1=0,
0o i i Oo 1

(g)

(h)
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la cui soluzione e

.« —aA —V1+a(l—A) o ,
o = . (i)
1 1+« M

Per k =0 (M =M_,T=0)ea=0,ela(i) porge ovunque

Per k=0 (M=0,T=T,)éa=c, ela (i) porgerebbe o} = — A, —1-

in questo caso perd é dovunque o® =0, e quindi il procedimento ca-
de in difetto.
La (i) si puo scrivere

* Oo
k= ¢
% TS (©)
ove
—aA —V1+a(l—A2)
Si - 1 + o ] (m)
e quindi
0y
g, = ; (n)
o

Si ha infine (fig. 4)

0

0
M=2b[ oydy——-2b00[ sydy ,
h
- _

|5
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e cloe

n— Si+sii Ah Ah 2
M=—2bg, {5 ' —2——1Ah [(nmi)AthT:!stn ( 3)
J

da cui ancora
M, =uM_, (o)

dove

Se si pone
r
t=—0 (q)
0o
dalla (4) si ha
M oty , 1 o(y") ,
t(y)=“-——[ d —“—[ dy =
k J n g k J n» o
2 2
1 Y r L
——— [ ,s6)dy
2
e, come sommatoria,
ol i sy sy h i—1
tx___i; h=1 9 Ah::_'4kn Ty (s, T 00) ()

M
Dato quindi il rapporto T =k, la (o) fornisce M, ,dacuiT _ =
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ko . . . . .
= ; le (m) e (r) porgono poi, a meno di 0, | diagrammio e 7.

k
Il valore di T e dato da

0 0

T:2bj thyZZbUOI tdy ,

h
2 2

e cioe

t, n t+t,
T:2bn(,<7Ah + 2., S Ah),

da cul ancora

T, =9T,, (s)
dove
V3 n
19:_2-n— t2+2’i"2(ti+ti+l) : (t)
Mko
Per verifica, deve risultare = k.
ko

[l calcolo numerico si e eseguito con ’'aiuto di un minielaboratore (HP 97) dota-
to di stampante, secondo lo schema della fig. 5 ed il diagramma della fig. 6.
Si e posto

k= @h (u)

da cui (2)

a -
16n° 3*
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E’ cosi pure

1 u M, v M, u 1 oybh? 1 V3 u

h 9 T, & Toh 9 h 4 7obh 4 9

A
B | C
n-i=0
D -—
n-1=0
Fig. 5

Si entra introducendo i valori di § e di n nelle memorie 0 ed 1:

g~ [0
n—[1) .

Il programma A si articola come segue:

a) introduce il valore s, = —1 nelle memorie [3] delle A, e (4] delle s;:
A, =—1-13]
s =—1-— 4] ;

b) richiama n da (1! ;

¢) decrementa n di una unita;

229

(z)

d) introduce n ~ 1 nella memoria [1], che é anche contatore del looping:

n—1-=11;
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e) calcola « e lo inserisce neila memoria [2] :

a— 2] ;
f} calcolas; conla formula (f):
a—1
S, =
at+1

Alla fine il programma A rimanda al programma C. Questo si articola come se-
gue:

a) stampas,;

b) richiama s, da [4] , somma ad s, e introduce nella memoria[8 :

sy s, > [6];
c¢) sostituisce s, ad s; nella memoria [4] :
s > [4] ;

d) calcola’™’

i5n (51 T52);

e) richiama t, (= 0) dalla memoria [5] delle t;, somma, ed ottiene

1
t, =t; — T8 (s1 +s2);
(*) Dalla (r) si ha
1 i—1 1 i-2
YT isn oy (s 48y, )= — 48n Zyoy (sp + 8y, q) (84 *+ 8D,
da cui
—_— 1 ’
Y4 ton Sie1 P ) @)
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f) sostituisce t, a t, nella memoria (5] :
t, > [B]
g) stampa t,;
h) addiziona t; a t,, ed introduce tale somma nella memoria [9] incremen-
tando il precedente valore della memoria stessa:
t, +t, >~ 91,

i) richiama dalla memoria [I]il valore n — 1, calcola il valore

1
n—1+7,

richiama dalla memoria [6] il valore di s; + s,, caicola

(n—1+—§—)(s,+s2),

ed introduce quest’ultimo nella memoria [8], incrementando il precedente va-
lore:

(n—1+—;—)(sl +Sz)_’+®;

¢) abbassa di una unita il contenuto di [I], che diviene n — 2;
n—2—[T1].
E’ facile osservare che il contributo a T del tratto compreso tra UT e U;k (fig. 4) e
. bh )
AY - = + —_—
1 Ty =0y (4 t2) on (b))
ed il contributo ad M e

bh 1\ h
A Mo == 00(81 +82) 5 (n—l +§”>"2";
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e cioe

bh?
4n?

Aju - My =—0g (51+52)<n_1+_’2£'“) (C')

Dalle (b') e (c') si trae che i contributi a & e u del suddetto tratto sono rispetti-
vamente

V3

Al&sz—r-a“(tl +t,) (d’)
1 1 ‘ ,
A,y:—?-(sl + 845 ) (n-—1+—é—)s (e)

in accordo con le (t) e (p).
Alla fine il programma C rimanda a quello B.
In questo si eseguono le seguenti operazioni:

a) richiama dalla memoria [3] il valore di A,, posto inizialmente pari a —1;
b) calcala’™’

A3 = A2 + 252 5
c) sostituisce il valore A3 a quello A, = —1 precedentemente contenuto nella
memoria (3] :
Ay~ [3];

d) calcola (m)

—aA; —V1+a(l —A))

53 & ;

1+«
(*) Dalla (g) si ha
Zi—1 i—2
Ajm &g (5 vshs =X, (5 1 +8)+s 5+ 2s
e cioe
A=A 2s ()

che vale peri > 3, ponendo A. = —1 (g).
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e) rimanda al programma C.

L’esecuzione sequenziale CB si itera, ed in ognuna di queste il contenuto di [I]si
abbassa di una unita. Essa avviene percio in totale n — 1 volte;la prima é quella

641 %LBLK 834 RCL4 867 K&y 188 RCLE
o#z i 835 Z Bes ST04 161 RCLe
@63 CHS 536 X #e% XXV 162 2
#4d  STaS H37 + é7’8 KCL#@ 183 X

gas  S5TGs 636 ST0a 87 = 184 3
Bas  RCLE #3%  ENTT 8’2  RCLi 185 =

#67 i #4p X #7/3 2 196 +

pes - 841] CH3 vrd 4 187 RCLI
gas  STol a4z ] 875 o 1868  ENTt
Bia 3 w43 + 876 LHS 189 x

411 ENT® #44  RCLZ 877 RCLS lia s

aiz i 845 X 478  ENT? 111 CHS
a13 6 #45 i 879  ENTH 112 FPRTX
aid = 847 + aga Rt 113 3
815 RiLe o4& i 851 + 114 X
8i6  ENT? #43  RlL: BBZ  FRTX 115 17X
aiz X #58  RCLZ 883  ST0S 116 RCLS
618 3 431 X as4 + 117 +

819 RCLI 852 + 885  S5T+s 118 RCLS
wz2e  ENT? #53 CHS 886 RCLI 11y +

@421 x 854 ROLZ 887 1 128 RiL
azz z BaS 1 885  ENT? 121 z

827  8T4z #56 LA 89 2 izz 2
824 i BS7 z a9s = 123 z

825 - B58  BTOC 89] + 124 3
876 RCL: 859 KTH 832  RCLe 125 I%
Ty i g6  ¥LBLC av3 X 126 x

828 + 861  ENTT 894 ST+8 127 PRTX
az9 z 862  ENTT 895  DSZI 128 RTN
a3g  &TOC 863 PRTX 8%  CTOR 12% R/5
B3 RTN 864 RCL4 837  GT00

83z ¥LEBLE 865 + a9s RTHN

833 RCL3 g6  ST0e 899 xLBLO

Fig. 6

gia descritta (in [I] esiste n — 1); nell’'ultima [in [T]esiste n — (n — 1) = 1] si
calcolano s e t , edicontributi A 9 e Ay del penultimo tratio (fig. 4). Si tro-
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vano cosi stampati i valori

Si passa infine al programma D. Esso

a) richiama la
-1 1
Ziog (0145 ) s )

dalla memoria (8] ;

2
b) richiama s_ dalla memoria [4], la moltiplica per = e la somma alla somma-
h 3

toria precedente;
c) divide per n?, cambia di segno (p) e stampa u;
d) richiama la

n—1

.
=1 (Y + 4, 1)

dalla memoria (9] ;

e) richiama t dalla memoria (5] e calcola la somma

f) addiziona alla precedente sommatoria ottenendo la

ol
2 (G Y )

g) moitiplica per (t) e stampa &.

n



La crisi in presenza di momento flettente e taglio

TABELLA 1

235

0,025

0,125

0,250

0,500 2,800

%

0, 05774

0,28868

0,57735

1,15470 577350

100 1000

10

100

10 100

10 100 10

100

0,05617 | 0,058678

0,87318 | 0,28345

0,25481 | 0,26481

0,88951 |0.91733

0,47534 {0,48217

0.82549 [0,83514

0, 77187 f0,77414 |0, 98673

0,66821 |0,87042 |0,20447

0,96001

0,17478

Nella tabella 1 sono riportati i valori di u e ¥ per cinque valori di 3,
calcolati per n = 10 e per n = 100. Nella seconda riga sono riportati

i valori di %— calcolati da §8 attraverso la (z);1 due valori di u e 9 for-

niti dall’elaboratore rispettano sufficientemente tali rapporti.
Nella fig. 7 e disegnato, con tali dati, il diagramma M, T, a

di

meno

Uobh2 . e g . .
R e di 7,bh; e cioe il diagramma p9. La curva chiusa cosi ot-
124 ‘ B:2,5OO 3:0,500
—4
| g = o0.250
2 —
3 T &, //////
B =0,125
//
B: 0,025
-
+ + -
o) 2 1 )
3
@ diagramma u (?) reale
@ diagramma M{’!?} approssimato
B: M 1= Mlm 3 Tl\n
Th M, T,

Fig. 7
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tenuta e chiamata curva limite /\ della sezione; per come e stata otte-
nuta, ogni semiretta passante per l’origine interseca A 'in un solo pun-
to. E’ immediata quindi la definizione di punto interno ed esterno al
dominio limite; Punione dei primi e di A e il dominio elastico D
della sezione, I'unione dei secondi e di A é il dominio plastico Dp.
Puo quindi scriversi

D ND_=A. (7)

La curva limite é frontiera comune dei due domini elastico e plastico.
La curva limite é il diagramma della funzione M, = M, (T); essa nella
fig. 7 ¢ disegnata limitatamente al quadrante M > 0, T > 0, puo com-
pletarsi pero sfruttando le condizioni di simmetria. Come e naturale,
M appare funzione decrescente di T da M, a O per T variabile da O a
T, ; inoltre, e di cio si parlera in seguito, la curva A ha aspetto conves-
SO.

=¥

|
|
O 0,25 0,5 086 2,5

Fig. 8

Nella fig. 8 sono disegnati 1 diagrammi u(3) e 9(5); il primo parte da
0 per §=0, e tende ad 1 per 3 > o= ; il secondo parte da 1 per =0, e
tende a 0 per § — o . E’ interessante osservare che per § > 0,86 ¢
p > 0.9, e cioe il momento limite é decurtato di meno del 10% . Pero

un rapporto = (0,86 si puo verificare solo per travi abbastanza

Th

alte; in una trave doppiamente incastrata cari_gata"uniformemente, in
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bh?

condizioni di completa plasticizzazione sotto M, = * g, alle

estremita ed all’incastro, alle due estremita si ha

=
i
>

q¥

e quindi

si verifica § < 0,86 se h > " e cio é abbastanza raro.

2

Nelle fig. 9 e 10 sono stati disegnati a meno di o, i diagrammi o(y)

\ -0,985 0.099
\- -0.941 0.198
\ -0.869 0.288

-0.771 0,368
\ -0.849 -2- 0,439
\ ~0,509 0,497
|-0,354 0.540
| -0,187 0.587
-0.0186 0,577
o) -
0,57735 z
B=0.5 vy y\y
=10

M, =0.772 M,

Ty, = 06687,

Fig. 9
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e 7(y) {e cioe 1 diagrammi s(y) e t(y)], limitati alla meta superiore
della sezione, per 3=05e3=2,5.

Nel primo caso il diagramma delle o non si discosta molto da quello
lineare (alla Navier) ed il diagramma delle 7 da quello parabolico;
nel secondo invece il diagramma delle ¢ é molto prossimo al rettango-
lare, mentre la T e assorbita prevalentemente dalla zona centrale della
sezione,

.

-0,099

-0,968

-0,885

-0,990

-0.985 5

-0.878

L -0,071
L -0 082
\k -0.852
0.57735 z
yY yY
'ﬂ =295
n=10 Mko: 0,987 M, Tyo = 020475
Fig. 10

Il procedimento seguito in questo paragrafo puo essere usato anche
per sezioni non rettangolari, purché simmetriche rispetto all’asse y
di sollecitazione. E’ sufficiente, a cio fare, tener conto nella (b) della
variabilita della corda b, introducendo a fattore di oj* il rapporto

—i)-f—- ; nell’'uso di un minielaboratore questo rapporto deve essere chia-
1

mato 1n causa attraverso la funzione b(y).

Nei profilati si osserva cosi che la funzione u(8) della fig. 8 é molto

piu prossima all’asintoto di quanto non accade nella sezione rettango-

lare; quindi,salvo casi rarissimi, come alcune travi composte molto

alte, il taglio non altera in pratica il momento limite.
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3. La trattazione approssimata della sezione rettangolare.

La trattazione usuale della sezione rettangolare soggetta a momen-

to flettente e taglio si basa sulla seguente legge delle o, per M > 0
(fig. 11):

E h a |
_.__’————)0:—0'
l Yy | 9 2J 0
[ a a | 2y .
E———, —_— = 0=¢g,, —
y 2 2J oa (g")
Era h—_>
—-’ ——— U:U.
y 9 2A 0

Dalle (g"') si osserva che si ipotizza una completa plasticizzazione da
sola sollecitazione normale nel primo e nel terzo intervallo, mentre in
quello centrale si segue la legge di Navier. In tale ipotesi la zona cen-

a 0 z O
h 2
)
——
——
l .
y vY
s —t
—a [¢} Ty

Fig. 11

trale puo ancora assorbire sollecitazioni taglianti; la 7, per ragioni di
equilibrio, e quella della fase elastica ordinaria, e cioe é parabolica:

2
T=7 (1—4 yz).
m a
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Ponendo 7 =7, si ha

2 r
T:?abro : (h™)
d’altro canto é pure
M =2 b(h~a> - (h +a)+a ba,
TP\ 2 2\ T 7T
e cioe
oob
= 3h? —a?). i
M 19 ( a’) (i)
Eliminando a trale (h"") ed (i"') si ha
,_ 9 T?
a T —
4 b373
2
M = Gob(?)hz——?— T2 ):Uobh2 (3"_-9__"[*—5_)
12 4 b27} 3-4 4 T}
e cioe
3 T
M=My (1= 7r)
La legge che lega M e T é percio
M 3 T?
=1; (8)

—+_
M, 4 T3
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questa e (fig. 12) una parabola. Per M << O la (8) e sostituita dalla pa-
rabola simmetrica. Il dominio elastico D _ e percio I'intersezione delle
due aree paraboliche,e la curva limite A\ € la frontiera di D_.

M A
MO
—4 -
T
MO
2T, 2T
+—2 s *
=, * =1,
\/_3_ ﬁ 0
Fig. 12
All’ordinata genericay € |——, —| si ha
22
2y 6y -
0=0y — 7= — ( —4 Y
a V'3 a’
e quindi



Luieiuy 4 —— — X, 111l Hlvelvdllu b>udueLiy, CulibiucidlL dperuy, © X =
d

< 1; quindi si puo scrivere

d a ’y
yE] —2—,7[_*()eq<00. (Q)

Cio significa che il valore M (T) e tratto nel rispetto dell’equilibrio,
ma le corrispondenti tensioni principali definiscono, nel tratto (¢'),
un punto interno all’ellisse di Hencky; la sezione non e quindi tutta
plasticizzata, ed il valore di M (T) e calcolato in difetto.
un punto interno all’ellisse di Henchy; la sezione non e quindi tutta
plasticizzata, ed il valore di M (T') e calcolato in difetto

2 2
Per T = —3— T, , risulta dalla (8) M = ry M, . Si osservi che la trattazio-
ne e basata sull’assunto che le 7 devono essere equilibrate nel tratto
2
(") in cul le ¢ variano; quindi per M << M_ (e cioe M <—§—M0) laT

: 2 ) . :
e comungque pari a ? T, , poiché la 7 (v) e comunque fornita da

Se ne trae che il dominio limite é I'intersezione di quello gia ottenuto
(fig. 12) con la striscia di piano definita dalle due disequazioni

2 2
*_TO ‘<\T\<\

3 3 Lo

Nella fig. 7 e riportato, assieme alla curva u(9) reale, quella ottenuta
seguendo il procedimento approssimato.

4. Il caso del conglomerato armato.

L’usuale verifica a taglio delle travi in conglomerato armato € un
efficace esempio di come, piu spesso di quanto si creda, si calcoli a



La crisi in presenza di momenlo flettente e taglio 243

rottura senza esplicitamente dichiararlo, o addirittura senza averne
coscienza. Affidare infatti il taglio ai ferri piegati ed alle staffe, e la
flessione ai ferri longitudinali, corrisponde a soddisfarsi di una solu-
zione equilibrata e compatibile, anche se manifestamente incongruen-
te nel’ambito elastico.

X 1 g
AL+
s\/\/ 1”{
P, \.\\o‘ /PE o T[XQ—

T

-7

P
45°
-
7/
S/ T
/l
4
M 7 M
!//
T 7
S
A
45°
Fig. 13

Si consideri (fig. 13) una trave in cui il taglio sia affidato ad una ma-
glia di ferri orizzontali e verticali; si prenda in esame un tronco di
lunghezza pari all’altezza, e cioe il tronco interessato da una sezione
SS a 45°. Siano A, ed A_ le aree complessive dei ferri orizzontali
e verticali impegnati da tale sezione. E’ noto che sulla sezione retta

T

la 7 e pressoché uniformemente distribuita, e pari quindi a —, dove

A_ e l'area della sezione retta. Su ciascun punto della sezione SS le
due tensioni principali sono inclinate a 45° sull’orizzontale; quindi,
se la sezione ¢ effettuata come nella figura, la sua normale € direzione
principale di trazione, la tensione principale corrispondente € pari a

I71, e la forza di trazione totale su SS é pari a e Ay =T/2. Tale

r
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forza ha componenti orizzontale e verticale pari a T; quindi T,, e for-
nita,se A, = A, ,da
o fv

Ty=0, A, . (9)

o fo

Effettuata quindi la verifica a flessione, occorre assicurarsi che ovun-
quesia T <T,

5. La deformazione plastica del tronco elementare

Siano Q]. (j=1, 2...6)le caratteristiche della sollecitazione inter-
na, e q, le caratteristiche corrispondenti dello spostamento relativo
tra le facce estreme del tronco elementare, che si suppone restino
piane nel corso della deformazione; esse si chiamano a volte tensioni
generalizzate e deformazioni generalizzate.

Nello S, delle Q, un punto Q rappresenta le Q, come componenti del

6
vettore Q =0Q =2 Qj er. Nello stesso spazio un punto g rappresen-
1

ta le g, come componenti del vettore q = Oq; ed infatti le componen-
ti sono numeri puri, mentre le dimensioni sono fornite dai vettori
della base.

Assumendo come prodotto scalare di due vettori (di cui uno del tipo
Q e laitro del tipo q) il lavoro L, dei due vettori, lo spazio E, e strut-

turato come euclideo, se poi la base ¢ ortonormale, come normal-
mente accade'”’, il prodotto scalare, e cioé il lavoro L, e

(10)

Si puo ripetere, con riferimento alle Q,, quanto gia detto nel par. 1-1
con riferimento alle o, Tys © cioe, dato il tronco, esiste nell’S, una
N\, superficie limite, frontiera comune del dominio elastico D e del
dominio plastico Dp ; D contiene l'origine 0.

(*} Cio significa che la generica Q. comple lavoro solo per la corrispondente
Gej> © che er g T 1.
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La convessita di /A, postulata nel par. 1-1, puo invece trarsi dal postu-
lato del Drucker. Secondo Drucker, il tronco e stabile (non si con-
fonda tale aggettivo con l'identico usato nella teoria dell’elasticita)
se, applicando lentamente, con qualsiasi legge, una qualsiasi trasfor-

Fig. 14

mazione chiusa Q, (t) al tronco gia sollecitato da un qualsiasi stato
tensionale Q,, il lavoro compiuto dalle forze Q, (t) € non negativo.
Si consideri quindi (fig. 14) la trasformazione Q, (t) dove il vettore
Q, = A, A parte da zero, tocca con il suo estremo in A, la superficie
limite, e torna a zero. In A, si verifica necessariamente una piccola
escursione della deformazione in campo plastico, rappresentata dal
vettore g3 Si fa l'ipotesi che

1) qf dipenda soltanto dal punto A,, e cioe dalle Q, in A,, enon
dalla curva A, A, ;

2)1l verificarsi di q’; non alteri la A (materiale privo di incrudi-
mento);

3) il vettore qf sia definito a meno di una costante.
Il lavoro totale compiuto dalle Q, (t) e fornito dalla quantita A, A, -

qzk, poiché il lavoro delle altre Q, (t) e compiuto in fase elastica, e
quindi nullo, essendo la trasformazione chiusa. Quindi, per il postula-
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to del Drucker,
AjA, -q: 20, VYA €D, VA, EA, (11)

Per la validita della (11) non importa che il vettore A, A, non sia
tutto contenuto in D_; occorre solo infatti, a termini di dimostrazio-
ne, che la curva A, A, sia contenuta tutta in D..

Se si opera in S5, i vettori Q e q possono essere rappresentati da co-
muni vettori dello spazio reale; se il riferimento ¢ monometrico orto-
gonale (x v z sono ortogonali, ed il segmento rappresentante 'unita
delle componenti di Q o q su x y z ¢ lo stesso sui tre assi) si puo
porre

AN
Li=Q,q, +Q,a, +Q,a, =Qqcos Qq,

ed il lavoro L é nullo se e solo se Q e q formano un angolo di 90°.
Cio posto, puo dirsi che A é convessa. Se infatti non lo fosse, si consi-
deri (fig. 15) un vettore A} A, tale che, applicato in A, , avrebbe in-

Fig. 15

tersezione non nulla con D_; per il rispetto della (11) il relativo qzk
applicato in A, deve essere compreso in quello dei due semispazi,
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definiti dal piano ortogonale ad A} A, e passante per A,, che non
contiene A/ .

Comunque si prenda un q;*: rispettante tale proprieta, esiste sempre
un Ay € D_ tale che ATA, - q; < 0; e cio é assurdo.

Fig. 16

In un punto A, (fig. 16) di regolarita di )\ (esiste un definito piano 7
tangente a A in A,, e quindi una definita normale n a A 'in A,, ed
inoltre 7 contiene il solo punto A, dell’intorno elementare di A, su
A) il vettore q>l< deve, per la (11), essere diretto secondo la normale
n, e, se applicato in A,, deve essere contenuto in Dp. Infatti A,
puo essere preso su /\, nell’intorno elementare di A;, e cio importa
che q’i< sia ortogonale a m; ma puo anche essere preso comunque in
D_, e cio importa che, orientando n verso P'esterno di A\ (e cioe da
D_a D), q* abbia anche il verso di n. Nel caso della fig. 16 q* e,
sempre a meno di una costante, definito da A,, e cioé da OA,, e
cioe ancora dal vettore Q™ che tocca A.

Se A e regolare in ogni suo punto (A regolare), la corrispondenza
Q™ «— q* ¢ biunivoca.

Un punto A, si dice singolare di prima specie se (fig. 17) esistono in
esso Infiniti piani tangenti; ad esempio, il lato di un cubo, o il vertice
di una piramide, o di un cono. In tale punto q* non e definito; la
(11) detta soltanto la parte di D _ in cui q*, se applicato in A, , deve
essere contenuto. Quindi a Q™ = OA, corrispondono infiniti q*.
Pero, per una A\ dotata di punti singolari di prima specie resta il lega-
me univoco g™ — Q™.
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Un punto A, si dice singolare di seconda specie (fig. 18) se in A, il
piano tangente e unico, ma contiene altri punti dell’intorno elemen-
tare di A, su A- In tale punto ™ & definito; in una A dotata di tali
punti, ad un q’!< possono corrispondere infiniti Q*, mentre resta il
legame univoco Q* — q*.

A

Fig. 17 Fig. 18

Tutto quanto sopra detto circa la direzione ed il verso di q" va sotto
il nome di legge dello scorrimento plastico.
E’ facile osservare che comunque il lavoro perduto o dissipato

L*=Q* - q*>0 (12)

e definito da q™.
E’ pure facile osservare che dato un qualsiasi Q, compatibile (Qe con-
tenuto in D se applicato in 0) risulta

Q, q"<Q* gq*. (13)

E’ questo il principio del massimo lavoro perduto: dato q*, I’effetti-
vo lavoro perduto é il massimo tra tutti i lavori calcolabili con un
qualsiasi Q_ compatibile.
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6. Lo snodo plastico nel caso della contemporanea azione diMe T

Quanto detto nel par. 5 si particolarizza, per il caso in esame, nel
considerare una curva limite nel piano TM; uno stesso segmento rap-
presenta 'unita di T e di Av, di M e di Ay (fig. 19). Il vettore OP =
= Q*(P € A) definisce nella normale esterna in P il vettore q*(Av,
Ayp); st vede subito che lo snodo plastico equivale ad una cerniera C
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Fig. 19

unidirezionale ubicata sull’asse della trave, e la sua distanza Z,, dal-
’asse y della sezione é fornita da

2, =——. (14)

Per T =T, (punto A) il vettore q"“‘k non e definito; si sa solo che esso
e compreso nell’angolo A'AA"', e quindi

zo €=, —alUla, +eof, (135)

dove a e definita dall’angolo che A'A forma con 'asse delle ascisse.



