CAPITOLO VI
| TELAl A NODI SPOSTABILI

1. | telai a nodi spostabili caricati soltanto secondo gli assi dei ritti.

In assenza di forze orizzontali (sisma, vento, etc.) si usa riportare
ai nodi i carichi agenti sui traversi, considerando a cid fare i traversi
come appoggiati, o meglio nelle reali condizioni di vincolo. Sul telaio
indeformato, e caricato dalle sole forze verticali A, F sui nodi (fig. 6-1),
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si calcola il carico critico (*); & possibile cosi operare con variazioni eule-
riane, anche se lo schema di calcolo & abbastanza diverso da quello reale.

La via maestra & quella di scrivere le n equazioni di equilibrio negli n
nodi e le p equazioni di equilibrio per i p piani, tenendo conto della pre-
senza dello sforzo normale nei ritti.

Con riferimento al caso pili frequente di telai in cui ogni trave com-
presa tra due nodi successivi sia di sezione costante ed incastrata agli
estremi al suolo o alla rimanente struttura, e con le notazioni del Cap. 1V,

(*) E’ stato fatto notare dal Chwalla, dal Chilver e dallo Sparacio [23] che,
agendo in tal modo, si ottiene un carico critico superiore al vero.
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si ha che la ¢, del nodo i generico provoca agli estremi della trave ih
coppie di incastro

4EI _
Ny =—— A @
{
n 4EIK§
h— ) ?fPi,

se un traverso si sposta di 8, verso destra, e quello superiore di &,, agli
estremi di tutte le travi (ritti) i h, comprese tra i due traversi, si generano
le coppie

6 EI (5, —8)
My =My =—— C.

L’equilibrio alla rotazione del nodo i quindi importa che sia

EI _ B 6EI (3,— &) _
; A;—{—Z” " C=0. (1)
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Le Y’ sono estese a tutte le aste concorrenti in i (le ¢, sono le rota-
zioni dei nodi vicini), la £” ai soli due ritti con estremo i. L’equilibrio
alla traslazione orizzontale della parte del telaio al disopra di una sezione
orizzontale che tagli tutti i ritti di un piano impone poi

12EI (3, — &) _ 5, — B
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e ancora, poiche

puod scriversi (¥*)

6EI _ 12EI (&, — &) — 8s — &
E"’TC@i—I—E“’ m C—I—E“N—-—~;}—=O, (2)

(*) Le (6-1) e (6-2) sono le (9-33) e (9-34) del Vol. III modificate per effetto
degli sforzi assiali. Questi si risentono nella (9-33) attraverso la sola correzione
dei coefficienti p,t,E; invece nella (9-34) occorre aggiungere ancora un termine,
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dove la X' & estesa a tutti i nodi appartenenti ai ritti del piano taglia-
to, e la Zv agli stessi ritti.

Le (1) sono le n equazioni dei nodi, le (2) le p equazioni dei piani.
Le incognite sono le n rotazioni ¢ dei nodi ed i p spostamenti & dei tra-
versi; il verso positivo delle ¢ e delle coppie & quello antiorario, il verso
positivo dei & verso destra. Il sistema (1) (2) & omogeneo, ed i coefficienti

contengono la F attraverso A B e C; la condizione
Anip=0, (3)

equazione in F, definisce il valore critico F, di F nella sua pill bassa
radice. .

Nelle strutture a nodi fissi le (1) sono le sole equazioni da scrivere,
ed in esse la terza sommatoria scompare; attraverso queste equazioni
si pud operare per le travature reticolari.

Se qualche estremo di trave & vincolato a cerniera invece che con in-
castro, 1 corrispondenti termini delle (6-1) e (6-2) vanno modificati in
modo ovvio.

Un interessante procedimento proposto dal Raithel per i telai a nodi
spostabili e il seguente. -

I valori F,, di F per cui accanto alla configurazione a ritti rettilinei ne

'

compare un’altra a ritti inflessi e a nodi spostati sono determinabili scri-
vendo particolari equazioni dell’equilibrio variato.
Siano §,9,...8, (fig. 6-2) gli spostamenti dei traversi, ed R, R,.. R,

dovuto al fatto che il taglio nel ritto generico i h & fornito dalla condizione di
equilibrio
M, +M,, —T{ — Nig=10

da cui
. + I
=TT Ny
i
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le forze orizzontali capaci di produrre tali spostamenti, positive se di-
rette verso destra. I valori delle R sono ricavabili nella maniera che segue.
Si bloccano, con vincoli che impediscono la traslazione, tutti i traversi, ed
in corrispondenza dell’i-esimo traverso si imprime un cedimento vincolare
A;; sorgono cosi sui vincoli reazioni Ry (fig. 6-3). La generica R; &

R"m,i
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composta di due parti, una R’; dovuta ai momenti flettenti delle travi
che costituiscono il telaio, l’altra R”; provocata dalle forze assiali A, F
Le R’ si possono ottenere con una distribuzione alla Cross dei momenti
di incastro perfetto, tenendo presente che le rigidita ed i coefficienti di
trasmissione negli elementi verticali sono calcolati in presenza degli
sforzi assiali; ottenuti cosi i momenti provocati da A,;, le condizioni di
equilibrio dei singoli traversi forniscono, attraverso i tagli, le R';.

Le R, interessano soltanto i vincoli i—1, i ed i1 e sono fornite
da (fig. 6-3)

R”Hl.i-_'—'"" ENIH
i+1
A A
R', =+ N, — — IN,, — (4)
hi i+1
A,
R”i-Li:_ ENi p—

i

dove le sommatorie sono estese a tutti i ritti di ordine %, o 1 + 1.
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Nelle (6-4) gli sforzi normali sono forniti dalla somma delle forze
M F agenti al disopra del ritto in esame; in essi non intervengono gli
sforzi normali dovuti ai momenti flettenti. Lo stesso implicitamente & sta-
to fatto nel calcolo delle R’y ; I'approssimazione & nell’ordine stesso del
procedimento, perché questo si basa sul principio di sovrapposizione, e
quindi & valido per sforzi assiali costanti. Del resto, poiché si procede
per variazioni euleriane, e giustificato trascurare, rispetto agli sforzi nor-
mali giad esistenti sulla configurazione principale, quelli che ad essi si ag-
giungono sulla configurazione variata. Nel ricavare le (64), ottenute scri-
vendo per ogni ritto di ordine i o i +1 le condizioni di equilibrio alla
rotazione intorno al nodo i-esimo, non si sono chiamati in gioco i mo-
menti alle estremita dei ritti stessi; infatti di essi si tiene conto appunto
attraverso le R'y.

Calcolate le Ry, per il principio di sovrapposizione le R, connesse
con i §; sono fornite dal sistema (nelle «)

o Ry +a. R ...+ 2, R;, =R,

% Ry +a: Ry, +.. + %, R,, =R,
()

o, Ry, +a, sz o %p Rpp :Rp .

La soluzione a, &, ... , del sistema fornisce gli spostamenti 8, =a, A, ,
8, =a,A,,..,8,=a, A, provocati dalle R;.

La condizione di equilibrio variato e che il sistema (6-5) presenti so-
luzione non nulla per R,=R,=—..=—=R,=0; e cioé

A, =0 . (6)

La (6-6) & un’equazione in F, che fornisce i valori F,; di F per cui
una configurazione inflessa equilibrata a nodi spostati si affianca a quel-
la rettilinea; questi valori si sono chiamati F,, invece di F, appunto per-
ché sono relativi alle sole configurazioni con traversi spostati.

Agli F,, si affiancano gli F,, relativi alle configurazioni a nodi fissi.
Vale anche in questo caso la necessita di verificare, una volta calcolato
F., se le tensioni corrispondenti sono contenute nell’ambito elastico. In
caso contrario, occorre procedere alla Shanley, introducendo in ogni se-
zione il modulo elastico corrispondente alla tensione normale provocata
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da F, in quella sezione; cid comporta la necessita di procedere per ten-
tativi.

Se la struttura presenta i traversi bloccati da vincoli che ne impe-
discono la traslazione, si scrivono le sole (6-1) per & =28,=0, e il carico
critico e il piu basso degli F',; soluzioni dell’equazione

A, =0

dove A, € il determinante dei coefficienti delle ¢ nelle (6-1).

Valgono le seguenti osservazioni. Si chiamino F,, i valori di F cui
sul telaio reale si associano soluzioni diramate con & non tutti nulli, F,,
i valori di F cui sul telaio reale si associano soluzioni diramate con &
tutti nulli. Gli F,, ed Fy,; esauriscono tutte le soluzioni F, del A,,,=0.

I valori F,. per cui A,==o0 coincidono con i carichi critici F',; cui
si associano reazioni dei vincoli R* non nulle (e definite a meno di una
costante), e cioe agli F';; che non sono F,,. Infatti per questi valori di R*
le (6-5) forniscono soluzioni tutte nulle per le «, e quindi &

A, _
ocl_—~_ A :0’ (l:1,2-..p)

p

dove A;, € il A, in cui alla i-esima colonna si & sostituita quella delle
R*. Poiché non puo essere A;,=0 per tutte le i (le R* non possono es-
sere combinazioni lineari delle altre p—1 colcnne, per tutte le colonne),
e A,=o00. '

Si tenga pure presente che tutti gli F,, si ritrovano negli F',;, ma
degli ¥';; sono F, quelli e solo quelli cui corrispondono reazioni nulle
sui traversi. E’ importante alla fine osservare che il pili basso degli Fy
puo a volte non essere il carico critico reale F,.

Infatti se fosse Formin << Fasmm, sarebbe F,—=Fg ;,; in genere &
F'ot min < Farmin © quindi sarebbe pure F'y; ... << F.; cioe il carico critico
di una struttura piu vincolata di quella reale risulterebbe minore di
quello della struttura reale e cio é assurdo. Ma se risulta F'g; 1o = Far min »
l'uguaglianza ¥, ., =—F. non e piu assurda.

E’ interessante notare che, ponendo i A unitari, il A, coincide con
il determinante A, del sistema di p equazioni nelle & che vien fuori so-
stituendo nelle (6-2) i valori delle ¢ calcolate, in funzione dei &, attra-
verso le (6-1). ‘
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2. Un esempio numerico.

Si prenda in esame il telaio della fig. 6-4, studiato dallo Sparacio; si
assume come variabile unica

2u=1 ._F..._
EI
F - 2F
! 5 101 Vs L
9 4
4 |1 N 24 t
?
3 101 & . G
21 41
(e I ¢
5'2" 101 '6 e
1’/
9 41 ‘IL}’ 81 ¢
2 101
1 54 —+
1 |51 J1 |101 ¢
a
Awbj w7 B —4-
4— 1
2t ¢
Fi1G. 6-4

riportando ogni 2w, a 2w con la formula

2u1=£ l/—LVi2u
£ F I

Il grafico di A,,, (tratto intero), A, (tratti e punti) e A, (tratteggiato)
é riportato nella fig. 6-5.

I tre diagrammi forniscono, con le loro intersezioni con l’asse delle u,
i valori F,, Fy, ed F'y,, fatta eccezione per le intersezioni con tratti ver-
ticali del diagramma a tratti e punti che forniscono invece i valori F, .
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F16. 6-5

1° F,. u=1,39100

Fi1c. 6-6
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Fi1c. 6-10
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per cui il A, e infinito. Il diagramma A, & stato tracciato, per ragioni
grafiche, fino a w=3,57. Si possono fare le seguenti osservazioni:

a) Gli F,. coincidono con degli F',;; essi sono quei valori di F’,
cui si associano reazioni non nulle sui traversi.

b) Gli F,, appartengono alla pili ampia classe degli F,.

c) Degli F',; alcuni (in figura solo per u=—25,14) coincidono con
un F,, e sono quindi degli F,;. Gli altri corrispondono a diramazioni
cui si associano reazioni non nulle sui traversi, e devono quindi coinci-
dere con un F, ...

d) Gli F, toccano tutti gli F,,, e solo quegli F';, che sono pure F,,.
Gli F. coincidono con gli F';., (u=m= nel caso in esame). Nelle figg. 6-6,
6-7, 6-8, 6-9 e 6-10 sono riportate le deformate per i primi cinque F,.

3. | telai a nodi spostabili caricati con forze verticali svi ritti ed orizzontali sui
traversi.

Nel caso che si tratta in questo paragrafo non & pili possibile pro-
cedere per variazioni euleriane. E’ necessario seguire la deformata del
telaio fin dal primo agire delle forze, tracciare il diagramma Fc,;, dove
¢, € una coordinata lagrangiana generica, e determinare l'ordinata F_
del punto di massimo del diagramma.

Si entra cosi quasi sempre in campo plastico per F<F,_; si palesa
prezioso il procedimento delle cerniere plastiche (Vol. IV), che permette,
seguendo il successivo formarsi delle cerniere stesse in fase di grandi
spostamenti, di tracciare l'effettiva curva F (g)).

F i

Fod
Formazione
prima cerniera

plastica ]
Fase elasto-plastica

P

ol 2
F1c. 6-11

La curva F (&) in fase elastica e generalmente sempre crescente
(fig. 6-11); se si esce fuori dal campo elastico, al formarsi della prima
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cerniera plastica la curva reale si stacca da quella elastica; successiva-
mente si formano le altre cerniere plastiche, e la curva flette sempre
pill verso l'asse dei &,, presenta un massimo, e poi decresce. Variando la
scelta del traverso di riferimento il massimo F,, non varia.

Il procedimento consente pure di seguire il comportamento della
struttura se i carichi sono ripetuti, e di calcolare in tal caso il carico di
collasso da carichi ripetuti.

Il procedimento studia la deformazione della struttura per i succes-
sivi incrementi AF del carico; gli effetti dellincremento AF si calcolano
operando sulla struttura gia deformata, con le rigiditd corrette per ef-
fetto delle forze assiali gia presenti in quello stadio, ma con i metodi va-
lidi nelle ipotesi di piccoli spostamenti, poicheé tali si possono considerare
quelli connessi con le AF. Il telaio nello stadio generico e quello della
fig. 6-12; in esso non si sono segnate le forze gia agenti, ma solo gli in-
crementi A; AF.

F1c. 6-12

Se ci si limita a studiare il campo degli spostamenti (abbastanza
grande, e senz’altro non superato prima della F,, dai telai ordinari; co-
munque tale da non poter essere impunemente valicato per molte ragioni
che esulano dal campo stesso della statica) per cui si puo supporre che
la congiungente i nodi di un traverso si abbassi, ma resti orizzontale, il
procedimento di calcolo & ancora abbastanza semplice.

Si vincolano i traversi ad un estremo con appoggi a piano di scorri-
mento verticale. Le reazioni R; provocate su di questi dalle forze A, AF
si calcolano nell’ipotesi di cerniere nei nodi (la struttura risulta cosi iso-
statica); i tagli provocati da AF agli estremi di ogni asta si suppongono
nulli, e cioé si trascurano i momenti flettenti (e le relative deformazioni)
provocati dalle X, AF che agiscono in presenza di travi ad asse non piu
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rettilineo. Nella stessa ipotesi di nodi cerniere, si imprime un cedimento
A; al generico vincolo, e si calcolano attraverso il metodo delle catene
cinematiche le rotazioni ¢ delle aste, gli spostamenti relativi ¢! tra gli
estremi, ed i momenti di incastro perfetto (corretti per la presenza
delle forze preesistenti). Tali momenti si distribuiscono alla Cross (con
rigidita e coefficienti di trasporto corretti), e da essi si risale alle rea-
zioni R;. Anche in questo caso, le R; sono somma delle R”; generate
dalle forze assiali per effetto degli spostamenti connessi con A;, e delle
R';; dovute ai momenti flettenti. Le prime si ottengono ricercando, sem-
pre attraverso il procedimento delle catene cinematiche, la nuova confi-
gurazione indotta da A;; su di questa si calcolano le R”; cosi come si
sono prima calcolate le R, provocate dalle A; AF, operando pero sulle ; F
invece che sulle }; AF.

Alle seconde si perviene diffondendo i momenti di incastro perfetto,
calcolando i tagli, e considerando i successivi equilibri nei nodi fino a
giungere sugli appoggi. In possesso delle R, e delle R, il principio di
sovrapposizione — valido perché si & supposto che gli sforzi assiali non
siano variati dalle A; AF — permette di calcolare I’ennupla di cedimenti 8,
degli appoggi tali che le reazioni da esse indotte siano uguali alle reazioni
R, cambiate di segno. Questa ennupla definisce gli spostamenti dei tra-
versi provocati dalle X; AF, perche la somma della situazione con appoggi
fissi, e di quella connessa con i §;, € equilibrata e congruente.

Il sistema risolvente &

a; Ry, +a, Ry, + .0+ &%, Rlp =— R,
% Roy + o, Ry + . «, R, =— R,
&y Rm + &2 R:‘.Z + sas 4_ &%, Rpp = Rp

e gli spostamenti sono forniti da

51:%&1 .

4. | metodi di Merchant e Wood.

Il metodo del paragrafo precedente & piuttosto lungo anche se con-
cettualmente immediato, anzi spontaneo. Un metodo pilt rapido, ma meno
esatto, & quello del Merchant. Fatta aumentare F fino al valore F, di
rottura, ci si trova in presenza di un meccanismo ad un grado di li-
berta. E’ facile costruire il diagramma F'§,, che lega F allo spostamento
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g, di un traverso durante il moto del meccanismo a rottura avvenuta.
Si consideri per esempio il portale della fig. 6-13.

- ¢

h
‘MD
-+
FA
y
0 h 5
b)
Fic. 6-13
Per esso risulta
4 M,
Fs—=
h

L’equazione dei lavori virtuali in corrispondenza di un ¢ generico
si scrive

Fd(hseng)+2AFd[h(1—cos¢)] =4M,dy

da cui

. 4M,
" h(cosp+2rseng)

Questa formula e ’altra

5:hsenq;

costituiscono il legame parametrico tra F e &.
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Esplicitando si ha

- aM,
F= - ;
vh? — g +2)8

si ha cosi F=0 per é=h.
Limitandosi ai termini del secondo ordine l’equazione di equilibrio
si scrive

2

F(hcp)+2lF(h %):41\/10(9

da cui, essendo &=hg¢, si trae

4M,
Fe—
h4 28

per §=oc & F=0.

Per un telaio qualunque, scelta come variabile lagrangiana I’angolo ¢
di rotazione di un qualsiasi elemento & facile determinare, specie se ci
si limita ai termini del secondo ordine, il legame tra F e ¢ e quello tra
& e ¢, e quindi il legame tra F e 3,.

D’altro canto si puo determinare anche il diagramma F” &, che lega
in fase elastica lo spostamento &, al carico F; il procedimento & quello
del paragrafo precedente, che risulta inoltre molto semplificato se ci si
limita ai piccoli spostamenti, trascurando cioé la variazione di quota
dei traversi. In questa ipotesi semplificativa, la curva F” 8, & asintotica

F A

chl-—-—.-—-—--- f— e i e
Fﬂa!
F, {

F“‘
g '3,

Fic. 6-14

alla retta orizzontale per F,, dove F, & il valore critico di F in assen-
za di carichi trasversali; pili in generale, essa tende per F — oo a con-
fondersi con la curva F”§, tracciata in assenza di carichi trasversali.
Secondo Merchant, la curva effettiva F &, in fase elasto-plastica & (fig. 6-
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14) al disotto di ambedue le curve F'8, ed F” 8,, e si confonde con la
prima a sinistra, con la seconda a destra; il valore F,, e percio minore
del valore F, corrispondente al punto di incontro delle due curve F’§g,
ed F” g;, di una percentuale che deve il progettista sentire.

Conviene, per meglio valutare tale percentuale, costruire le curve
F’' ¢ ed F” &, per tutti i traversi, onde avere piu valori di F,.

Secondo Wood conviene calcolare il carico critico F. dovuto alle
) F assiali per ogni telaio, piu indebolito del precedente, che risulta
dalla formazione di una generica cerniera plastica. Se il carico di rottura
si ricerca con procedimento step by step, si costruisce la curva F¢;, in
fase di piccoli spostamenti, costituita da tanti segmenti di retta, ognuno
relativo alla formazione di due cerniere plastiche successive, e la spez-
zata dei carichi critici F,, costituita dalla congiungente i valori F, per

FA
F, ¢ o]
'Fcll- ]
t
N
Fsﬁ—l [ omp o 2 v —— 4 e e s e
P \'F
|
collasso ¢+~ |
|
I |Fc3
O &

F1c. 6-15

ognuno dei telai che successivamente si presentano (fig. 6-15); l'interse-
zione delle due spezzate fornisce il valore di collasso.
5. Un esempio numerico secondo il metodo di Merchant.

Il telaio studiato (Maceri), & quello di fig. 6-16, e le sue caratteristiche

sono riportate nella seguente tabella I.
I momenti limite che vi figurano sono calcolati con la relazione

1
M,=go,[bt, (h—1t) +-; t, (h—2t.)%]
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4
0,25 F M,,
MO] Mr_la
F
L \ 7
0,25 F M,,
Mﬁi Mu:l
F
2 1 6
—
0,25 F M,,
M, M.,
F
o
—
0,25 F M,,
Mm MUJ
Al ;7; B

4 ‘=2h=8m +

Fi1c. 6-16

TaBeLLA I
Asta Lurzglille::)zza Profilato d’ix?eil?fil;l}tc% 9 Mome(rglol)limite
A-1 4 HE 500B 107176 140,383
1-2 4 HE 500B 107176 140,383
2-3 4 HE 500B 107176 140,383
3-4 4 HE 500B 107176 140,383
1-5 8 IPE 600 92080 101,283
2-6 8 IPE 600 92080 101,283
3-7 8 IPE 600 92080 101,283
4-8 8 IPE 600 92080 101,283
B-5 4 HE 320 A 22928 46,337
5-6 4 HE 320 A 22928 46,337
6-7 4 HE 320 A 22928 46,337
7-8 4 HE 320 A 22928 46,337
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(S.d.C, Vol. 1V, pag. 54), nella quale i simboli hanno il significato di

1

Fic. 6-17
fig. 6-17, e dove si e posto
g, == 3000 Kg/ cmq .

La tabella II riassume le caratteristiche geometriche dei profilati
adoperati.

TaBeLra IT
. b h t: te
Prolilato (em) (em) (cm) (cm)
HE 500B 30,00 50,00 1,45 2,80
IPE 600 22,00 60,00 1,20 1,90
HE 320 A 30,00 31,00 0,90 1,55

Il moltiplicatore di collasso relativo allo schema di carico (proporzio-
nale) di fig. 6-16 si ottiene dall’equazione dei lavori virtuali che, per il
meccanismo rappresentato in fig. 6-18, si scrive:

025vF(th+2h+3h+4h)yp +4yF 5 o=

= I‘w{[(,l T + 4 Mt,;r_ -2 ¥ 15 Muii ¥
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F
0,25 F Mogl IPE 600 M, ¢
<+ - > r——— —y . — ¢
| hh*it2rp
I I
| ! ¥
: HE 500 B ! HE 320 A !
h=4m | /
[ 20!
; . s
 05F I M,, IPE 600 M., 4‘
] T T~ — ___.I—-*'M:;#r.k
| s 29 I
I ™
B ! 12¢
b — g | HE 500 | HE 320 A |
! 2 l
! ?
! F ﬁ
0,25 F I M,, IPE 600 1M, !
- > e —— O _--—-*"'I;,I"T
| ““'qztp M"ii,
I e
! 12¢
HE 500 B| 1 HE 320 A [
h=4m [ I
| Iy,
I 2%
I F |
025F| | M., IPE 600 M,,
i > e < -______M_.
|‘ =y, Mo jl
r
E 500 B| ! HE 320 A =9
h—dm| | J
] I
&
X ¢ Tfé
1
i Mo Mo:l
3 el e
{=2h=8m
| +



268 SCIENZA DELLE COSTRUZIONI VOL. V

donde
P M,, +8M,, + 15 M,,
= 25h+24
140,383 -+ 8 - 101,283 - 15 - 46,337
_ T T — 63,296 t .
26
E’ pure

sF=TF, — 63,296 t

in quanto come appare dal diagramma dei momenti di fig. 6-19, corrispon-
dente a yF=63296t, & p=1, p=1.

F. = 63,296 t
! i
'| — —
| _
i
el |
= )
= L
il g
| ? P,
I
: |
&= I
S, 0 5m
]
Sy 0 300 tm
— ey

Fic. 6-19

L’equazione della curva corrispondente al meccanismo di collasso, in
coordinate F-§, si ottiene, nel campo dei piccoli spostamenti, facendo



CAP, VI I TELAI A NODI SPOSTABILI 269

sistema tra I'equazione di equilibrio dei lavori virtuali, scritta tenendo
conto dei termini del secondo ordine

025F (h+2h+3h+4h) g+ Flh+2h+3h+4h] -+

{
+4F~§ =M, o+8M,+15M,¢,

che porge
63,296

»

G
137

e tra le quattro relazioni che definiscono lo spostamento dei traversi in
funzione di ¢

&= heg= 4g¢
8;=2h¢= 8¢
8, =3hop=12¢

5, —4hg=16¢ .

Sostituendo, si ha:

( 63,296
140,192 3,

63,296
140,096 &,

63,296
140,064 2,

63,296
10,048 g,

che sono le equazioni cercate, riportate in fig. 6-20 con linea tratteggiata:
si tratta di quattro iperboli equilatere, aventi uno degli asintoti coinci-
dente con l'asse delle ascisse e centro rispettivamente nei punti

P, (—52 0) P, (—104 0) P, (—156 0) P, (—20,8 0).
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Del tutto analogo é il tracciamento delle stesse curve nel campo dei
grandi spostamenti.
L’equazione dei lavori virtuali, scritta a partire da una configura-

F A
(t)

70

60 |-

50

I II III Iv

40 |-

30

20

10

1 N 1

0 10 20 30 40 5 (cm)

Fic. 6-20

zione di equilibrio caratterizzata da una n-upla congruente di valori ¢,
(fig. 6-21) porge:
0,25 Fd [h sen %, + 2 h sen ¢, + 3 h sen ¢, -+ 4 h sen ¢,] +
+4Fd[hseng,] +Fd[(h+2h+3h+4h) (1 —cosg,)] =
—M,, d P1 -+ M,, [d (fpl i ’\'P:) - d ('151 + '194) +d ({'P‘: + CPG) +
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| {

-+
——

Fic. 6-21

+d (gt )+ d (gt 9) +d (@, + )+ d (g, F o)+ do,]
da cui
2,5 Fhcos ¢, dy, + 10 Fhsen ¢, dg, + 4 Fhcos ¢, dg, = M,, dg, -+
dep, de, depg depg

Po
de, de, dep, dep, 1
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TR S .
dep, deo, de, deo, de, dep, depy

M, [2 (d% dep, deo, dep, depe degp, deop, ) depg ]

2

F— | [l\d(J 4 M,
13 h cos ¢, -+ 20 h sen ¢, 1 +
dCPz d@t& dCPa cha
+ (M, + 2 M,,) + + + (Mo, + Mgg) — +
dCP; de, dCPt deg,

(a)

(dcps i d‘Ps 1 d‘Pr I chs )]
dp, de, do, de, /)

La (a) risolve il problema proposto unitamente alle otto equazioni
di congruenza seguenti, ottenute uguagliando le proiezioni orizzontali
e verticali delle spezzate costituenti ciascun piano (un traverso e due
ritti) a quelle omologhe dei lati di chiusura, e tali da definire univoca-
mente le otto funzioni ¢,, ¢, , .., ¢, del parametro della deformazione ¢, .

£ {
hsen ¢, + 5 cos cp1+5 cos ¢, — hsen g, =1

£ {
hcos ¢, — > sencp1+~2— sen ¢, — hcos ¢, =0

{ ¢ ¢ ¢

hseng, + — cos ¢, -} — cos ¢, — hseng,=  — cos«¢, 4 cos ¢,
2 2 2 2
{ ¢ 6 £

hcos ¢, — ) sencpl—l—g sen ¢, — hcos ¢;=-— rY Sencpl—l—E sen ¢,
{ { ¢ ¢

hsencpl—{—-é—coscpl—l——zu cos ¢, — hsen g, — ECOS%_'_E Cos ¢,

| (b)

¢ { t {

hcos ¢, — Py sencp1+E sen ¢, — hcos ¢, —=— ry SEHCPL+E sen ¢,
¢ { { b

h sen ¢, —i—gcoscp1+—5 cos s — hsen g, — ;COS':PN}‘? COS g
! L £ {

h cos ¢, — ry senq:l—]—z sen ¢z — h cos gg—=— El sencpl—]——z— sen g .
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Un metodo rapido per la risoluzione del sistema trascendente costi-
tuito dalle (a) e (b) & il seguente. Data una configurazione equilibrata
e congruente della struttura, caratterizzata dai valori F, P1 P2y s Pos
si assegni una variazione 3¢, a ¢, ; poiché puo scriversi, per il generico ¢,

cos ((Pl _}_ Bﬁpl) 2 COS Cpl - BCPI sen CP]
(c)
sen (g, + &) < seng, + Bp, cos g, ,

le (b), linearizzate con I'impiego delle (c), sono in grado di fornire i
Sy, congruenti con il 8¢, impresso; dalla (a) quindi si trae il nuovo valore
di F capace di equilibrare la configurazione. Come configurazione di par-
tenza basta scegliere quella indeformata (¢py=0), equilibrata dal valore
F, di F. Le curve cosi determinate risultano, per il caso in esame, prati-
camente coincidenti con quelle gia riportate in fig. 6-20, e cid era da atten-
dersi attesa I'esiguita degli spostamenti in gioco.

Il moltiplicatore critico in fase elastica F. del telaio dato viene cal-

05 F 05 F
1
05 F 05F
b L &
05F 05 F
Y L}
05F 05 F
] \
oo o

S, 0 5m
=" = — |
Fic. 6-22

colato riportando le forze ai nodi secondo lo schema di fig. 6-22: la forze
orizzontali non vengono considerate.

% FRANCIOST - Scienza delle costruzioni - Vol. V 18
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Si calcolano i due determinanti A, e A,,,, la cui pilt bassa radice

comune fornisce F.; le funzioni A, B, C, vanno valutate in corrispon-
denza degli sforzi normali, e quindi del parametro F, che si traggono
dalla seguente tabella.

Tasernra III

Asta A-1 1-2 2-3 3-4 1-5 2-6
N 2F 1.0F : F;_ 05F 0 B 0
Asta 3-7 4-8 B-5 5-6 6-17 7-8
N _0 : 0 _ ___2F—_ _. 15F F 05F |

Risulta dal calcolo

F.=Fus nin = 150,5 t.

Le curve di equilibrio in fase elastica del telaio, corrispondenti allo
schema di carico di fig. 6-16, si sono determinate (per poter utilizzare
il calcolatore elettronico) invece che col metodo illustrato nel preceden-
te § 3, scrivendo le equazioni di equilibrio dei nodi e dei piani nell’in-
torno di una configurazione deformata gia equilibrata da un insieme di
7 F, e determinando gli incrementi delle rotazioni di nodo e di piano
corrispondenti ad un incremento dF del parametro delle forze.

L’equazione (6-1)

4EI _  4E1 _B _ 6El _
Y —— AtV — A — Y —= ¢C=0, (1)

ove si & posto, per il caso di piccoli spostamenti,

65 - E‘i
g=———

£

r
in seguito ad un incremento ), dF delle forze ) F, si scrive

4EI AB + d (AB)
0 2

4KEI __ _
(CP1 -+ dCPi) Y _-f,_ (A +4-dA) | Y (CPh + dCPh)

~ BEI L
— Y = (p+dy) (C+dO)=0
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da cui, tenendo conto della (6-1) e trascurando i prodotti delle variazioni:

4EI _ 4EI _ B 6EI _
dg L' —— A+ 3/ do, A——3 — Cdp=
) P2 )
4EI _ 4EI d (AB) 6EI _
z_.cplzf__& dA — ¥ g, ; 5 +2”—-—& ¢ dC .

Si noti che le quantita dA, d (AB), dC che figurano al secondo mem-
bro non sono note, in quanto legate all’incremento di sforzo normale nel-
I'asta ij, non proporzionale a dF.

L’equazione scritta & percid non lineare, ed il relativo sistema dovra
essere risolto per iterazione.

Per stabilire I’equazione analoga alla (6-2), & necessario calcolare il

o, >0
Fic. 6-23

taglio, o meglio la sua variazione, per un generico elemento. che si sposti
da una configurazione gia inflessa; si ha (*) (fig. 6-23):

— T*{cosy — N*isen¢p+M;+M; =0 (d)
e dopo I'incremento d¢ di ¢ :

— (T* 4 dT*) { cos (¢ + d¢) — (N* - dN*) ¢ sen (¢ +-do) +
+ M,; 4+ dMj; + M, +dM; =0

(*) Si indicano con T* ed N* le componenti orizzontali e verticali delle forze
agenti sul ritto.
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da cui, sviluppando e tenendo presente le (c)
— N*{sen¢ — T*{cos¢ + M;; +M;; — N*id¢cos¢ +
+ T* § d¢ sen ¢ — dN* { sen ¢ — dT*{ cos ¢ — dN*{d¢ cos¢ +
+ dT*{ d¢ sen ¢ 4 dM;; + dM; =0 ;
infine, sfruttando la (d) e trascurando i prodotti delle variazioni, si ha

dM;, + dM,
t

= (N*cos ¢ — T*sen ¢)dp + dN*sen ¢ + dT*cos ¢

dT* =

(e)

dM,, + dM,, ]

[_ dN#* sen ¢ + (T* sen ¢ — N* cos ¢) d¢ + ,

cos ¢

dM;; + dM

=— dN*tg¢ +T*tgpd¢ — N¥d¢ + Teos

Per il calcolo delle quantita dM;;, dM;; si tenga presente che:

4 EI B 6EI
( )— =7 o6

Shel Py Y W
1] 7 ¥ Pi 2
e quindi

d (AB) 6EI
S) T ede

4 E1 —
dMi.i:T ¢ dA -+ o 0

4 EI _ —_ B 6EI
+T (d{p1A+d(PJA -E) — h_'.ﬂ_ d(IJ C

avendo, al solito, trascurato i prodotti delle variazioni; pertanto, ricor-
dando che é

=—C,

B 3
2 92

A+A
si ha

dM, +dM, 4EI 3

0 T E[dE(cPl+CPj—2¢)+E(d({31+d:pj—2d(p)]
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e quindi
dT*=T*tg ¢ d¢p — dN*tg¢y — N*dy +

: (e)

6 EI )

22 [d€ (o + o — 20)+C (do, — .
Foosg 1€ (e — 290 +C (doi+dp — 249)]

Resta da determinare, per la completa conoscenza di dT*, l'espres-

k—1 k k+1

JdN* sup.

dT, f‘?g#‘)’"\HwQ‘v dT,

Trave sinistra 1 Trave destra
dN*

F1c. 6-24

sione della variazione dN*, A questo scopo, basta scrivere (fig. 6-24) I'equa-
zione di equilibrio

dT, + dN* =dT, 4 dN*,,,
da cui
dN* =dN*,  + dT, — dT,—

dM, +dM,,,  dM, +dM,

— dN*au — -
P + ‘r’d ‘Bs
6 EI 6 EI
= AN, + == (Aot doe) — —— (g +d)
d 5

In corrispondenza dell’'ultimo piano (p) del telaio, &, nel nodo k
dN*, =2, , dF
e quindi

6 EI 6 EI
(dcpk. P + dCPkﬂ. p) —

K e

dN#, =1, , dF +

(dcpk—l. p + dCPk, p) .
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Per il generico piano g, si ha pertanto:

6 EI
dN*z:dN*gH T lk' & dF + §.2 (d‘.}ok g + d‘Pkﬂ. g) -+
d
6 EI .
_— Lz (dCPk—l.E—I_dek'g):dF %h lk,h‘;‘

()

P 6 EI 6 EI
+ éh _%'2_‘ (dCPk nt+ chk.+1, n — '_%2_ (ch!{—l, n+ d@};, h)] .
d 5 "

Con la sostituzione della (f), la (e) & messa in forma esplicita; l'equa-
zione di equilibrio, dette H ie forze orizzontali, si scrive

— X dT* 4 2~ dH=0

ove la 2" & estesa a tutti i ritti del piano g, e la Iv a tutte le forze
agenti nei nodi al di sopra del piano g stesso. Pud anche scriversi

S dT* =dF Iv ),

Anche queste equazioni, in numero pari a p, sono di tipo trascen-
dente; anche a secondo membro delle (&), infatti, figurano le variazioni

dA, d (AB), dC incognite. Il sistema completo nelle n + p equazioni si
risolve allora per iterazione, assumendo in un primo momento nulle tali
variazioni e calcolando dei dg, d¢ di prima approssimazione. Da questi,
tramite le espressioni innanzi scritte, si calcolano dT*, dN* e quindi, per
semplice somma degli incrementi ai valori precedenti, i nuovi valori

Fi1c. 6-25

(provvisori) delle forze T* ed N¥, oltre alle ¢ e ¢ da cui si ottengono
(fig. 6-25) gli sforzi normali nelle aste

P=N#*cos¢ — T*sen¢ ;
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in base a questi ultimi, & possibile valutare i dA, etc, e conseguentemen-
te i termini noti delle (e), inizialmente posti uguali a zero. Un secondo
calcolo con i valori precedenti di F e con i nuovi termini noti, fornisce
un nuovo insieme di dg; questo viene accettato se la differenza con i pri-
mi valori € modesta, altrimenti si itera il procedimento. Naturalmente,
la mole di lavoro richiesta & non indifferente, e comunque tale da sco-
raggiare il calcolo manuale; si e percio fatto ricorso al calcolatore elet-
tronico per I'analisi numerica del problema, ottenendo in tal modo il dia-
gramma di fig. 6-20. ' '

Si mette in rilievo che le ipotesi di calcolo sono quelle citate, e cioe
traversi orizzontali per tutto il campo delle deformazioni da esplorare e
trascurabilita degli sforzi normali in essi.

Si rileva infine che la curva elastica «biforcata», che si diparte da
F., € quasi orizzontale nel campo degli spostamenti richiesti, si che con-
viene ometterne la costruzione. Qualora la si desideri, & bene perd non
procedere per incrementi dF della forza, perché all’origine, essendo

dF
(%)=
d(!) Y=o

a incrementi anche piccolissimi di F corrispondono d¢ troppo elevati, e
cadono in difetto le (c); € bene allora imprimere un d¢ noto a un piano, e
risolvere n 4 p — 1 equazioni per ottenere gli altri; 'ultima equazione
fornisce allora il dF necessario a produrre il d¢ impresso.



