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un solo grado di liberta) e quelli discendenti instabili; nella fig. 1-25 in-
vece cio puo dirsi solo nell’intervallo 0<C ¢ << w, dove wy cresce al cre-
scere di ¢.

7. Instabilita di prima e seconda specie.
Si & sempre nell’ipotesi di forze che variano mantenendosi in rapporti

costanti (forze conservative).
Si consideri il ramo F (c¢;) che ha origine in F=0 (ramo r,) (fig. 1-27).
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Fic. 1-27

In un punto qualsiasi di tale ramo, una generica variazione SE & eseguita
per F costante, e per un generico insieme di incrementi de¢; delle coordi-
nate lagrangiane; questo insieme, definito a meno di una costante v, e
quindi dai soli rapporti tra i dc;, si indica simbolicamente con &C. La va-
riazione ,E & nulla; la 8,E é fornita (1-3) da

SE=—L,+L*+W. (8)
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e cioé la funzione F (wg) € lineare; e cosi pure, per § ==/2, &
F=k{ (1 —cosgp)=kwg.

Nella fig. 1-25 é rappresentato, per § =m/4, il diagramma F ¢ nel caso
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che assieme alla F agisca una piccola forza F, costante, ortogonale all’asse
della struttura indeformata; per Fy — 0, il diagramma tende a quello della
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F1c. 1-26

fig. 1-21. Lo stesso diagramma & riportato nel piano Fwy (fig. 1-26). Si
osservi che nella fig. 1-26 i rami ascendenti sono stabili (il sistema & ad
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"in questo diagramma

e poiche

€ pure

dF dF dgp
dwy dp dwsp

dwyg
——=1{sen¢

de

df 1 dF 1

dwg { do seng

Poiché, per ¢ — 0, dF/d¢ tende, per B diverso da 0 e =/2, ad un va-
lore finito, ed 1/sen ¢ tende a oo, risulta

(ds)
— —_— 00 ,
dwg Wy =0

e cioeé (fig. 1-24) il ramo Fwy parte con tangente verticale dall’asse delle
wgy. Per §—=0 e B=m/2, invece, dF/d¢ tende, per ¢ — 0, ad un valore

Fic. 1-24

nullo, e quindi la dF/dwy pud tendere, per wy — 0, ad un valore diverso

da co. Infatti per =0 &

Fzmww:H(L—iﬂ,
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ascendente che ha per asintoto la retta ¢ —=—x tende a questa retta, il
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ramo discendente che ha per asintoto la retta ¢ == tende a quest’ultima.
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Analogo comportamento si ha se § tende a ©/2 (figg. 1-23 e 1-20). Il diagram-
ma Fwy si ottiene da quello F ¢ considerando che wy=1 (1-cos ¢); risulta
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Risulta poi

p= 0 F= Kkicos’B
= B F= ki
g=—2p8 — ki (sen*B—cos?B) (1 — 2 cosP)
28 F= Kkt
dF
p=—m F= oo —c-l—cp—=-—00
dF
p= T F=—o0 —d;=—00-

kt

Frc. 1-21

figg. 1-22 e 1-23 il diagramma F¢ per due valori di 8, prossimi a 0
ed a w/2. Si osserva che, per § diverso da 0 e w/2, la soluzione o=+ =«
& possibile solo per F=+ oo; invece per $—0 e B=m=/2 la soluzione
¢ = + = esiste per qualsiasi valore di F.

Nel diagramma F ¢ valido per § generico, se § tende a zero (figg. 1-22
ed 1-19) OD tende al valore ki? la tangente in D all’orizzontale, il ramo



52 : SCIENZA DELLE COSTRUZIONI VOL. V

In ¢ =0 la dF/d¢ & indeterminata; si opera quindi secondo 'Hospital:

£ () = [cos® (¢ —B) — sen? (¢ — B) — sen § sen (¢ —B)] cos ¢ +
+ [— 2 cos (¢— B) sen (p—B) —2sen (p—B) cos (¢ —f) —
—sen B cos (¢ — B)] sen ¢ +

+ [sen B cos (¢ — B) + sen (¢ —B) cos (¢ —f)] sen ¢ —
— [—sen B sen (¢ — B) +cos® (o — B) —sen? (p —B)] cos p=

— —3 sen (p — B) cos (¢ — P) seng ;
g (p)=—2sen¢ cosg ;

(dF) 5 Kisenp cosp @)
—_— —— kisenf3 cosf3 .
do /oo 2 P

Poiché risulta

d3E
de?

— F 4 sen ¢ — ki* [sen f cos (¢ — ) — 4 sen (¢ —f) cos (p—P)]

in D si ottiene
d*E

—— 3 ki*senf cosf3 ; m') -
= B cosp (m')

in D quindi l'equilibrio & neutro instabile, perché la E (¢) presenta un -
flesso, e, se § > 0, la E aumenta per dep > 0, diminuisce per de < 0.

Dall’espressione di F si trae che, nell'intervallo —n<le<m F &
nulla per i seguenti tre valori di ¢:

p=— ™ +28

T
p=— 5 T8

('
o= o +8.
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inoltre la dE/dg =0 porge ' -
Fsenop=k{ (1 — cosg) seng

che offre la soluzione sen =10 (p=0, ¢ =+ =) per qualsiasi valore di
F, oppure il legame tra F e P

F=ki (I — cosg) .

Dalle relazioni

dF -
I sen
do ¢
d?F
= ki cos ¢
de?

si osserva che in ¢=m=/2, dove F=ki, la F (¢) ha la massima inclina-
zione; in 9 =0 & F=0, e la F(¢) ha tangente orizzontale; in p=m= &
F—=2kti, e la F(¢) ha ancora tangente orizzontale. Analogo comporta-
mento si ha in g=—=x/2 e p=—m.

In ¢ =0 (fig. 1-20) risulta poi (F=0)

d’E

e =— F1{ cos ¢ + ki* (cos¢p—cos® ¢ -+ sen?¢)=10

P

d’E

3 = Fliseng+ki® (—seng+4seng cos @) =0

¢

d‘E

vl F{ cos ¢ + ki? (— cos ¢ —4 sen® ¢ + 4 cos? ) = 3 ki?
P

e cioé l'equilibrio & neutro stabile.
¢) Per § qualsiasi (fig. 1-21) risulta

dF [cos® (¢ — ) — sen? (¢ — B) —senf sen (¢ —fB)] sen g
- de o sen® ¢

[sen 3 + sen (¢ —f)] cos (p—B) cos ¢ _ f ()
sen? ¢ o g (Cp)ﬁ .

(i)
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In D (fig. 1-19) & (F= ki)

dF
—=kisengp=0
de
e ancora
d’E ‘
T — F1{ cos ¢ + ki? (cos®’ ¢ — sen®¢)=10
(pz.
d’E .
——= Fisengp — 4ki{* seng coso=10
de?
d‘E
v F{ cos — 4ki* (cos* ¢ — sen® ) =— 3 kit
P

e cioé l'equilibrio & neutro instabile.

r}.
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ki ﬁ
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M!.‘—'Iu.

s

F1c. 1-20
b) Per §=m/2 (R verticale) ¢ (fig. 1-20)

F.=0;

VOoL. V
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e si ha
d’E )
a7 =0 per F=kicos’f .
Quindi, posto
F.=kicos’f , €9,
per F > F, la soluzione ¢ =0 & instabile, per F<F, ¢ stabile.
a) Per =0 (R orizzontale) &
F.= ki, (h')

ed il diagramma F¢ si presenta come nella fig. 1-19; risulta, dalla

ki s i s i s

Y

o] 2

dE/dp =0,

Fsengp=kicos¢ sen¢g

che offre la soluzione sen ¢ =0 (¢ =0 e ¢ =1 =) per qualsiasi valore di

F, oppure il legame tra F e ¢:
F=kicoseg .

) wraNCiOSI - Scienza delle costruzioni - Vol, V
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elastico che esplica una reazione R inclinata dell’angolo § costante sul-
I'orizzontale, e proporzionale alla componente si dello spostamento di B
secondo la direzione della reazione stessa. Come coordinata lagrangiana
si assume ’angolo ¢ che l’asta forma con la verticale; la molla del vincolo
sia scarica per ¢ = 0. La struttura, se & caricata da una forza F verticale
in B, & in genere non simmetrica rispetto alla verticale, ma lo diviene per
f=0e B=mn/2
Si ha

wg=BH =1 (1—cos o)
sg =ED+4+DC=14(1—cosg) senf3 | {sen¢ cosf=
—1{ [senf3 4 sen (¢ —f)] ;
¢ quindi, se k & la costante elastica della molla (R=ksg),

E=—F{(l—cosgp)+k -;— [sen 3 + sen (¢ —B)]* .

Le posizioni di equilibrio sono fornite da

(;E:— F ¢ sen ¢+ k{? [sen B + sen (¢ —B)] cos (p—B)=0
P

da cui si trae il legame tra F e ¢

cos (¢ —f3)

F=k{ [senf + sen (¢ —f)] —

Per ¢ =0, F pud assumere qualunque valore, e cioe la configurazione
¢ =0 & sempre di equilibrio.
La qualita dell’equilibrio & data dal segno della derivata d’E/d¢*:

= b cosg ke [ [sen B-sen (P sen (p—P) +
+ cos® (¢ —P)} -
In =0 &
dzf‘:_ F { + ki cos? B

de
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L’area elementare tra l'orizzontale per M ed il ramo Fe, rappresenta
la 3E relativa alla + dc;; essa infatti ¢, in prima approssimazione,

A 1 dF (e 1 dF (dn) dc; SE de, ¢
—— C)y=— — 2 - ]
2 de, 2 dy ¥ Tdy dn &)

L’area dA ¢, nel caso in esame, del secondo ordine in dc;, dy/de,
del primo ordine, quindi 8E & del terzo ordine in d¢; (*); si ha cioé

8,E (¢)=28.,E (c)=0
8.E (c) #0

La struttura presenta ¢E di segno opposto per -+ dc;; essa cioé non
e simmetrica in dc;. Viceversa, se cid accade, deve verificarsi il compor-
tamento della fig. 1-17{.

A chiarimento del caso dF/dy; = o, si espone in dettaglio un esempio
relativo ad una struttura ad un solo grado di liberta, gia presa in esame
dall’ Augusti. _

La struttura della fig. 1-18, ad un solo grado di liberta, & costituita

sp = L[senB + -sen (¢ — )]

F1c. 1-18

da un’asta rigida AB vincolata in A con cerniera, e in B con un vincolo

(*) 11 segno delle aree dA nel diagramma Fc; pud non corrispondere a quello
di 8E, come invece accade nel diagramma F 7. Infatti, se dy & del secondo ordine
in de;, de;/dn = mdc;, dove m € una costante che ha lo stesso segno del d2c,/dyn?;
se d%¢,/dn? > 0 il dA a destra & proporzionale a + 3E, quello a sinistra a —2E.
Se invece dy) € del primo ordine in dc, (fig. 1-17¢, d), si ha sempre corrispondenza
tra i due segni.
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Dove dF/dc;=0 e dy/dc;=0, dF/dn puo essere nullo o finito, come
gia detto (figg. 1-17b e 1-17 e); se dF/dy & finito il 8E (%) & del secondo or-
dine, il 8E(c,) & del quarto; se dF/dy; & nullo il CE (y) ed il 8E (¢;) sono
di ordine piu alto, I'uno doppio dell’altro. Se il ramo F 1y (doppio) & di-
scendente, ambedue i rami Fc; corrispondenti sono instabili, se ¢ ascen-
dente i due rami F¢, possono essere stabili.

Nel caso della fig. 1-7 il diagramma Fe¢; € quello della fig. 1-8a (¢;=1¢ e
l'unica coordinata lagrangiana), il diagramma F7y & quello della fig. 1-8Db)
(n=w,). In D si ha dF/dgp =0, dw,/dp =0, dF/dw, > 0; l'equilibrio & stabile
sui rami ascendenti perché la ¢ €& unica coordinata lagrangiana. In D risulta
d,E () > 0, d,E (9) =d,E (¢) =0, d,E (p)>0.

Nel caso della fig. 1-13 non esiste nessun valore di ¢ per cui dzn/d¢ possa esse-
re nullo; percio al diagramma Fc; (e cioé F g, dove ¢ ¢ unica coordinata lagran-
giana) corrisponde un diagramma F y con le stesse inclinazioni, e quindi gli stessi
massimi, minimi e flessi; i tratti discendenti del diagramma F ¢ sono instabili, gli
ascendenti stabili, i massimi e minimi neutro instabili, ’eventuale, flesso neutro
stabile,

6. Il caso di assenza di simmetria.

Come si & gia detto, se dF/dc, 20, dalla (d') si trae che & in genere
dy/de, # 0, e quindi dF/dy finito non nullo; dove, e solo dove dy/de; =0,
risulta dF/dy = oo (fig. 1-17 ). In questo caso dy & del secondo ordine in

F F4 !
// !
M
G =70 ME A =0G=12. n)
g ar '\ dF
——— _‘,t — e OO
d(.'l d'l]
0 c: 0 73
Fic. 1-17f

de,, e deve esserci diramazione, poiché, come gia detto, il ramo per cui il
dy & del secondo ordine deve stare tutto da una sola parte rispetto alla
verticale.

Poiché la tangente & verticale, il ramo non é doppio; e infatti, poiche
la tangente in M al ramo r, nel diagramma Fe¢, & inclinata, ed i rami r,
nei due diagrammi Fe, ed F v) devono corrispondersi, il ramo r, e unico, e si
sviluppa sopra e sotto l'orizzontale per M. Quello discendente & sicura-
mente instabile. '
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Se risulta
dm
—_— ()
dcl

4

le considerazioni ora fatte restano valide, ma invertite; e cioé i rami ascendenti

Fa Fé
dn
— %0
__M L -_M L de,
dF dF
o = O o
- ~ c -t - -~
M ' M K
0 ¢ 0 7
Fic. 1-17¢

del diagramma Fe, sono sicuramente instabili, e solo quelli discendenti possono es-
sere stabili (il ramo alla sinistra di M della fig. 1-17f & sicuramente instabile).

Dove dF/dc;—0 e dy/dc;#0, & pure dF/dy=0, e si ha nel dia-
gramma F 7 massimo, minimo o flesso come nel diagramma Fe,; quindi
I’equilibrio & neutro instabile o instabile nei primi due casi (fig. 1-17¢),
come gia visto, mentre nel terzo (fig. 1-17d) il E () come il &E (c) & di

Fi Fi
. dy
) —_— 0
M - M ~—- dg *
dF _ . .%?_ -
de, K
0 c, 0 n
d)
I,
N FA Fi T2 dy
- =0
N ~ M L=~ dc,
M
dF — finito o nullo
— =10 dy
de,
o c 0 7
e)
Fic. 1-17d, e

ordine pari, da quattro in su, positivo o negativo secondo che la F () &
crescente o decrescente, e 'equilibrio &, per F () decrescente, neutro in-
stabile (o instabile).
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Per esempio, nel caso della fig. 1a, n corrisponde a wg, ed assegnato tale
valore sono possibili per esso un solo valore di F, ma due configurazioni, sim-
metriche rispetto all’asse z; invece v, pud essere assunta come coordinata la-
grangiana. .

Si ha in tal caso, per. una variazione &v a partire dalla configurazione

rettilinea,
TZ
Sv=dvy |1 — cos —
2h

e ancora, limitandosi ai termini fino a quelli del secondo ordine in

2

1
dw, = — (Sv)2 dz = dv 2
B 2 ,f: B lgh

cio & conferma che a + dvy corrisponde lo stesso valore di dwyg.

Si ricordi pure che l'ordine delle variazioni 8E si considera sempre
con riferimento alle coordinate lagrangiane; in tal senso il principio di
stazionarietd dell’energia potenziale totale stabilisce che l'annullarsi della
variazione §,E del primo ordine & condizione necessaria e sufficiente di
equilibrio, il principio dei lavori virtuali assicura che l'uguaglianza dei
lavori §,L, e —8&,L; del primo ordine & anch’essa condizione necessaria
e sufficiente di equilibrio, e nello spirito dei principi di Dirichlet e Lya-
punov si decide della stabilitd o meno dell’equilibrio in base all’ordine delle
prime variazioni éE non nulle.

Per quanto sopra, si preferisce in genere rappresentare il compor-
tamento delle strutture assumendo per ordinata la F gia definita, e per
ascissa una qualsiasi coordinata lagrangiana c,.

La ¢, si sceglie, come gia detto, in modo che dc; definisca la variazione
di configurazione (si esclude cosi dF/dc, = oc).

Se

d

—>=0 (e)
de,

le considerazioni fatte sul diagramma F v possono trasferirsi al diagram-
ma Fe,. Infatti dove dF/de, < 0 (ramo discendente) senza diramazioni &
pure dF'/dy < 0 (fig. 1-17c) e quindi il ramo & instabile; dove dF/de, >0
(ramo ascendente) senza diramazioni é pure dF/dn>0, e pud aversi
stabilita.

Se c¢’¢ diramazione, dF/dy==0cc ed il ramo Fy, sia per dF/dc, > 0,
che per dF/dc, < 0, & tutto da una parte della verticale, e presenta un
ramo ascendente e uno discendente, sicuramente instabile.
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invecé dy e di ordine due nelle de, risulta
8,E (¢)=3,E (¢)=0
3E (c)<<0.

In questo caso l’equilibrio & neutro instabile o instabile, secondo che
le altre 8,E sono tutte nulle o positive, o ve n’¢ almeno una negativa.
~Se si ripete lo stesso ragionamento nel tratto OI (o LN) ascedente
(fig. 1-17 a) si osserva che & 8,E () > 0; questo non consente pero di dire
che la configurazione & stabile, come nei sistemi ad un sol grado di li-
berta, perche la variazione di configurazione €, nel caso in esame, una
variazione particolare, per 'ipotesi che vincola v, mentre per la stabilita
occorre che sia 8,E (c) > 0 per tutte le variazioni geometricamente possi-
bili della configurazione.

Nel punto I di massimo & 8E (y) = 0 secondo che dn =0, quindi
oE () e di ordine dispari in d; se ne trae

5.E () =0
S.E () #0

per n dispari (cio si deduce anche dalla (z)).
Quindi risulta

SE (¢) =0
g.E (¢) %20

per n dispari.

L’equilibrio & neutro instabile se per tutte le altre variazioni risulta
8,E (¢) = 0, se no & instabile.

Analogamente si procede nel punto L di minimo.

In riassunto:

a) i rami Fyy discendenti (si esclude il caso dF/dy = o0) sono sicura-
mente instabili (instabili o neutro instabili nei punti di diramazione);

b) solo i rami F v ascendenti possono essere stabili;

c) nei punti di massimo o di minimo dei diagrammi F v si ha neutro
instabilita (o instabilita).

La scelta di n come parametro della configurazione & stata una neces-
sitad di dimostrazione; in genere perd v non corrisponde ad una delle coor-
dinate lagrangiane ¢, prima definite, ¢ non definisce in modo univoco
la configurazione, sia pure compatibile.
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e la (d') & verificata. In F, invece non si puo far riferimento al ramo diramato Fy
che non ha corrispondente in Fc,, ma al ramo verticale, per cui si ha

C, =
0

Az:?

1

— =™

k

e la (d") e ancora verificata.

Se & dF/de, = C, # 0, deve essere dF/dy finito dove dy/dc, = A; # 0, dF/dn = «
dove A, =0 (fig. 1-17f). Si fara vedere che se A, =0 il ramo deve diramarsi da
un altro. Se percio sul ramo Fe¢, non vi sono punti di diramazione, A; # 0, ed il
ramo F 7, se dyn/dc, > 0, & crescente o decrescente come il ramo Fc,.

Se in un punto M del diagramma Fc, e C =0, se cioé in M la tangente al dia-
gramma Fc, ¢ orizzontale, sono interessanti due casi.

a) La dy/dc;=0. La dF/dy (fig. 1-17e) pud essere finita o nulla. Il dy & del
secondo ordine nelle dc. Il ramo r, delle F y in M, relativo al dn del secondo ordine,
¢ tutto da una parte rispetto alla verticale per M (e, poiché corrisponde ai due rami
Fc, a destra e a sinistra di M, vale per due) perché il dy non cambia segno con
le dc, e quindi per le dc e le -dc si ha lo stesso dy. Cid significa che in M il ramo
r, deve diramarsi da un altro ramo r, altrimenti, per continuita, si spezzerebbe.
Cio accade anche nel diagramma Fec,.

I due rami r, ed r,, possono presentare tangente diversa in M; infatti, poiché
nel diagramma Fe¢;, in M, il ramo r, ha tangente orizzontale, ed il ramo r, tan-
gente inclinata, nel passaggio tra n ed n + dy la 3Er_ e la 3Er, sono di ordine 2 e
4 in dc;, e quindi la differenza (f')

8Er, — 3Er,

€ di ordine 2 in dc;. Le 3Er, e 8Er, sono di ordine 2 in dy, e la loro differenza
pud essere quindi di ordine 2 o pil1 in dv. Poiché la 3E espressa in funzione di dy
é fornita da (z), si ha

1 dF dF
SEr, — 5E1-2 = [(——) — (—) ] (dy)?
2 dn /, dn /,

e i due valori di dF/dy possono tendere a valori uguali o diversi per dy tendente
a zero.

b) La dy/de, = 0. E’ quindi dF/dn = 0.

Sia Fc; che F7v possono presentare massimo, minimo (fig. 1-17¢) o flesso
(fig. 1-174).

E’ necessario, pur avendo escluso dF/dyy= oo, distinguere i due casi:
dn del primo o del secondo ordine in dc;, e quindi nelle de.

Se dy ¢ del primo ordine nelle dc, 3E & di ordine due anche nelle dc;
poiché almeno per la variazione CC’ & 8,E (c) <0, la C & instabile. Se
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Se dc, tende a zero, le altre dc, se non. sono nulle, tendono a zero con dc;;
quindi l'ordine di dv nella dc; & l'ordine di dv nelle coordinate lagrangiane. E’
escluso, per quanto detto, il caso dF/de; = oo .

La relazione

dF dF dy
= (")
de; dv dc

che puo anche scriversi

lega i rami F (c) ed F (v) corrispondenti. Per esempio, nel caso della trave di se-
zione costante della fig. 1-17b, si vedra come in F, = n? EI/{? esista una prima

nnz
v=2ZL ¢, sen -

C
F 2
Fi > -ds\_//_r\ AF
hi : hd )
-
--h-!{— F= /
5 4 * El
RTI *El //'
& L 3 Fl: T Fl
Iz _ ' .~
0 c, 0] i
F1é. 1-17b
n2 EI

diramazione che impegna la sola ¢,, in F,=4 una seconda diramazione che

impegna solo la c,, e cosi via di seguito. Nel diagramma Fc, compare la sola dira-
mazione in F,, e qui si ha, per il ramo diramato,

dr
C,= =
dc,
dn
A,= =0
dc2
1 dF

— = ——— = finito non nullo
k dy
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Risulta (per la variazione tra le- due configurazioni compatibili % = OA ed
.nr — 0 Ar)

dF 1 /d?F 1 /d5F
F=F,+|— dn+—-( ) (dn)2+-—( ) (an)® + ...
dn /, 2 \dn?/, 6 \dn*/,

e quindi

T
3E = Area CC'D’ = r (F—F)ddn =
(4]

1 1 1
= —F @)+ — P @) Y @) )

L’ordine di 3E (n) & quindi n+1, se la prima derivata non nulla & la 4dnF/dyn.
Il dn pud essere espresso nella forma

dy =Za dc; + Z by dc, dc:j + ..

dove le de sono le variazioni connesse al passaggio tra le configurazioni compatibili
OA ed OA'.

Le dec non sono indipendenti, perché si procede attraverso configurazioni com-
patibili; basta percid in genere una dc; a fissare la configurazione, e quindi le al-
tre dc. Pud darsi perd che una variazione di configurazione, sia pure tra configura-
zioni compatibili, impegni solo alcune, o una sola, delle coordinate lagrangiane; le
altre non possono, in tal caso, definire la variazione. Classico ¢ I’esempio della trave
di sezione costante caricata di punta, ove per coordinate lagrangiane si assumano i
coefficienti dello sviluppo in serie trigonometrica della deformata,

Presa una c; a definire la configurazione, e sostituendo alle altre dc le loro
espressioni in funzione di dc,, si ottiene dn in funzione della sola dc;

dyn = dn (de,) = A, dc, + B, (de)? + ... (a")
Si ponga
1
de, =— dF ; (b")
G
dalle (a’) e (b’) si trae
dy =k dF + hdF? + .. (c"
dove
A
k= ._.i_
C

Se si sceglie un’altra variabile lagrangiana a definire la configurazione, il rap-
porto A,/C, resta invariato.

La c; deve essere scelta in modo da definire la variazione, e percidé non puod
essere dc, = 0 durante la variazione stessa.
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associano € univocamente definito in forma ed intensita, e quindi sono
definiti anche i valori di F' che si associano alla 7.

La lunghezza 7 si puo chiamare, sotto il suddetto vincolo, parametro
della configurazione. .

Se, data la forma di carico, in un diagramma si riportano in ascisse 1
valori di %, e in ordinate i valori di F (fig. 1-17 a), si pud dire che, analo-

Fé Area tratteggiata = E
N
I D‘f
H W C C
G . .
T c .
| oL
[
0 -
AA A 7
F1c. 1-17 a

gamente a quanto gia ricavato alla fine del paragrafo precedente per i si-
stemi ad un grado di liberta, ai rami discendenti corrisponde equilibrio
instabile. Infatti, data la configurazione OA sotto il carico AC, si ha

LezL:j' Fdn=Area OICA
P = —Area OGCA
E — — Area OGH 4 Area HIC .

Si faccia variare v, sotto F' costante, da OA ad OA’.

Il punto C’ rappresenta una situazione di non equilibrio, poiche alla
7 =0A’ non puo corrispondere la F—A’C’; pero C’ non rappresenta
una configurazione qualsiasi, ma soltanto una delle possibili configura-
zioni di equilibrio sotto 1’'assegnata forma di carico, e precisamente quella
corrispondente alla F—= A’'D’. La variazione dE & pari all’area del trian-
golo curvilineo CC’'D’, ed € negativa. Analogamente si dimostra che dE
€ negativo se 7 varia da OA ad OA”".

La tangente in C & inclinata; se si esclude il caso dF/dy=o0 (tan-
gente verticale) I'area del triangolo CC'D’ & di ordine due in dy. Occorre
conoscere il suo ordine nelle dc.
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come somma di n funzioni u, v, w; note, ciascuna congruente (*), molti-
plicate per n numeri ¢, ; le u; v; w; devono essere tali da definire univoca-
mente gli spostamenti dei punti del sistema. Questo & cosi ridotto ad n
liberta, poiché la configurazione & funzione degli n numeri indipendenti
¢;, che assumono I'aspetto di coordinate lagrangiane di un sistema olo-
nomo, e la soluzione & tanto meglio approssimata quanto piu numerose
sono le funzioni approssimanti, e quanto piu oculata & la loro scelta. E’
questo il procedimento del Ritz, gia esposto nel secondo volume.

Si supporra nel seguito, salvo esplicito avviso, che le forze F, agenti
sulla struttura siano applicate sempre negli stessi punti, e proporzio-
nali, come gia detto, secondo i coefficienti A, ad una forza F, e cioé che
le F, variano conservando inalterati i mutui rapporti (esse cioé rientrano
nelle forze conservative); si precisa che le forze F; si intendono scom-
poste secondo le componenti lungo i tre assi, dal che si trae che le forze
agenti non possono ruotare; si precisa pure che la F ha solo funzione di
parametro di riferimento, e puo anche non essere applicata alla struttura.

La F si chiama parametro delle forze.

11 lavoro delle forze & fornito dalla (1-6); la lunghezza v, & funzione
della configurazione, e cioé delle n costanti ¢;. Risulta cosi

E=—Fyn+L.
La 7 & funzione univoca delle ¢;, poiche &
=2\ (7

e gli spostamenti s; sono funzioni univoche delle ¢;; ma la configurazione,
e cioé le ¢;, non sono legate alla v da un’unica relazione. Cosi pure, data F
sono note le configurazioni e quindi le %; data v, invece, non sono univoca-
mente fissate le s, e non & nota F. Se pero si considerano solo le configura-
zioni di equilibrio relative a tutti i valori di F, e cioé relative solo alla
assegnata forma di carico di cui F & il parametro (configurazioni compa-
tibili), si puo dire che v definisce la configurazione o le configurazioni; in-
fatti, assegnata 7, delle infinite ennuple di valori ¢; soluzioni della (1-7)
solo una o un numero finito di esse (un esempio di quest’ultimo caso &
I’asta caricata da una forza parallela all’asse) soddisfano l’equilibrio con.
I'assegnata forma di carico. D’altro canto e noto che, assegnati gli sposta-
menti dei punti di applicazione delle forze, il sistema di forze cui essi si

(*) Le condizioni di congruenza esterna possono anche essere imposte global-
mente a tutte le funzioni u, v, w,; in tal caso le coordinate lagrangiane, che devono
essere indipendenti, sono in numero minore di 7. ;
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anche in questo caso la E (1) presenta un flesso, e l'equilibrio & neutro
instabile (*).

Negli esempi esaminati prima la forza & unica, v & il corrispondente
spostamento.

Si osservi che nei punti C delle figg. 1-16 d ed 1-16 e, ove il diagramma

Fic. 1-16e

F ¢ presenta tangente orizzontale, tutte le configurazioni prossime alla C
sono ovviamente di equilibrio; d’altronde in questo caso, poiché la coor-
dinata ¢ & unica, la condizione d,E==0 garantisce che l'unica possibile
variazione prima di E nei punti vicini a C e nulla.

5. Sistemi a piU gradi di liberta: diagrammi Fy) ed Fc,.

I due esempi del par. 1-3 sono relativi a sistemi ad un sol grado di
liberta; le strutture reali perd sono quasi tutte dei sistemi elastici continui,
che si possono ridurre, con approssimazione, a strutture con un numero
di libertd finito, che generalmente perd & maggiore di uno.

Basta, a cid fare, esprimere le componenti uvw dello spostamento

(*) I1 segno delle aree elementari pud ottenersi, oltre che dalle considerazioni
gia fatte, direttamente dalla formula (z), che si incontrera tra poco.
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In C lequilibrio & stabile. La dE infatti & di ordine due in dy, e per la
(v) & di ordine due anche in de.

11 contrario accade (fig. 1-16 ¢) se la configurazione C & situata sul ramo
F v decrescente; in C risulta dE= d,E < 0, l'equilibrio & percio insta-
bile. Dal diagramma E (7)) per F=—cost si osserva che esso attinge due
minimi in corrispondenza delle altre due configurazioni di equilibrio, che
sono stabili.

Sy

Ed

e

Fic. 1-16d

Se C & la configurazione di vertice dove F (1) & massima (fig. 1-16 d),
risulta

dE >0 per dn <0
dE <0 per dn >0 .
In tal caso dE & di ordine dispari, dal terzo in poi, ed in C la E ()
presenta un flesso; quindi l'equilibrio & neutro instabile. Se C & la con-
figurazione di vertice dove F & minima (fig. 1-16 ), si ha

dE <0 per dyn <0

dE >0 per dy >0 ;
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aumenta, portandosi da A ad A’, si ha

dL = Area A CD'A’

dP=—=— Area AC CA’

dE— Area CC'D' >0 ;
Ft

Dt
c'CAc
B

O B

A”A A P
EA F = AC=cost.
0 )

b)
Fi
D
ccC
B .
c” -
D
0 pro—
A" A A 0

E} F = AC = cost
O -

c)

Fic. 1-16 b, ¢

se 7) diminuisce, portandosi da A ad A’’, ¢
dL=— Area A CD"A"
dP=  Area ACC"A"
1dE= Area CC"D" >0 .
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s; dei punti di applicazione delle F,, e cioé della coordinata lagrangiana ?-
Si supponga che 7) cresca con ¢, e cioe

dy) .
— S0 _
3o > (v)

In questa ipotesi, se il diagramma F ¢ é crescente lo € pure il diagramma

Fr, e viceversa, perche

dF dF dy
de B dy do

H

e le due derivate dF/dg e dF/dy; hanno lo stesso segno. Ma ¢ facile dimo-
strare che se il diagramma F7 & crescente (si esclude perdo il caso

L=  Area QAC
Ar P=— Area OACB
E—=— Area OCB

Fic, 1-16a

dF/dn = oc) la configurazione é stabile, e viceversa. Infatti, in una confi-
gurazione generica C risulta (fig. 1-16 a)

L= L — Fdy=Area OAC
P=—Fy = — Area OACB
E= P+L= —Area OCB ;

si & preferito porre =0 per F=0, e valutare da questa quota la P. In
corrlspondenza di una configurazione C sul ramo F 7 crescente, (fig. 1-16 b),
si faccia variare la configurazione e ciog 7, lasciando F inalterato. Se 7
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Se le soluzioni della (u) nel tratto 0 << ¢ <= sono due distinte, ¢,
e @,, il diagramma F (¢) si presenta con due tratti crescenti ed uno decre-
scente (fig. 1-15); nei tratti crescenti la configurazione, poiche vale an-

<Y

Fi1G. 1-15

cora la (t), & stabile, nel tratto decrescente & instabile. Se le soluzioni
sono coincidenti o non esistono, il diagramma & sempre crescente e la
configurazione & sempre stabile. Si ha il primo comportamento quando
k_ {* predomina su k;, e il secondo quando k; predomina su k, {*.

4. Stabilita dei rami di equilibrio nei sistemi ad un grado di liberta.

Nel caso dei sistemi ad un sol grado di liberta, come quelli finora esa-
minati, la stabilita o meno di un ramo di equilibrio pué riconoscersi con
un ragionamento sintetico molto elegante, che si riporta da Zanaboni;
questi, inoltre, ha trattato secondo lo stesso criterio le strutture a piu
gradi di liberta (§ 1-5).

Le forze F, agenti siano proporzionali, secondo i coefficienti ,, ad
ad una forza F; esse cioeé conservino inalterati i mutui rapporti (e rien-
trano percio nelle forze conservative). In tal caso le variazioni delle forze
sono definite dalla variazione dF di F. Il lavoro é fornito da

dLe,:EFldsizFEkidsl=Fdn ’ (ﬁ)
la 9, che ha le dimensioni di una lunghezza, & funzione degli spostamenti,

®% ¥RANCIOST - Scienza delle costruszioni - Vol. V 3
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che per F— 0 ammette la sola radice ¢ =« . Dalla (0) si trae

dF k, ( cp-—cc) |
——1 — (1 =)
de f sen ¢

La dF/de & positiva in tutto 'intervallo 0 < 9 << =, e quindi la F (¢)
& sempre crescente. Dalla
d’E ( ¢ — o ) dF
)

— = F 4k,—4k =lsengp — ,
de? cose i r tg o ™

coincidente con la (t), si trae che la configurazione & sempre stabile, cosa
del resto ovvia, essendo la configurazione unica.

Nel caso piu generale di k, # 0 e k, # 0 contemporaneamente, il com-
portamento & intermedio tra quelli delle figg. 1-13 ed 1-14.

AF

[k, = 0|

Fic. 1-14

Dalla (o) si hanno attraverso la dF/dp =20 le posizioni ¢ per cui la
F (¢) presenta tangente orizzontale: ’

k, P — & sen o
2 ——\1l— —|=sen*¢p — . (w)
k, f? tg o sen ¢
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Pm © T—¢y; quindi la dF/do & positiva (e la F crescente) negli inter-
valli 0 <<, e n—o,< @< 7, & negativa (e la F decrescente) nel-
Iintervallo ¢, <o <n—c,.

Dalla

d’E
dg?

=— Flcosg+ 2k, {* (cos* ¢ — sen® ¢ -}- sen « sen )

e dalla (p) si ottiene

d’E cos?
=2k, 1’| — cos’¢ + sen ———— +cos’ ¢ —sen®¢p | sena seng | =
de® sen ¢

sen
=2 kn {* sen @ ( o

— — senq.;) ;
sen® ¢

per la (q) si pud scrivere

¢E dF ®
={sengp — .
dep? dep

Dalla (t) risulta che il segno di d’E/d¢® coincide in tutto I'intervallo
0 < ¢ < m con quello della dF/dy ; percid dove la F & crescente ’equili-
brio é stabile, dove F & decrescente I’equilibrio & instabile. Cosi pure per
la (p) si ottiene

d’E
de®

=— 3k, {*sen2¢ ;

nei punti ¢, e ©1—¢,, si ha percid

d’E
do?

d’E _
de? =0

quindi in essi l'equilibrio e neutro instabile, poiché la E presenta un
flesso.

Si tratta adesso il secondo caso particolare, k, =0 (fig. 1-14). La (n)
fornisce

ki o — «a
g 7
{ sen ¢
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curva risulta emisimmetrica rispetto all’asse ¢ =m/2, perché sia cosg¢
che ctg ¢ hanno valori uguali e contrari per ¢ e 1 —¢.

d* E d* E
A -
dvi d?z
d* E d*E >0
ag < de®
Fic. 1-13
Dalla (o) si ha
dF : sen g,
— =2k, 1 — — sen¢) ; (@)
deg sen? o

la dF/dg = 0 ammette le due radici ¢, e n—¢,, fornite dalla relazione

3
sen ¢, =V sen a (r)

cui corrispondono per F i due valori uguali e contrari
F,=2k,{ (1 — sena®?)*? . (s)

La dF/dg ha nell'intervallo 0 < ¢ < & soltanto i due punti di nullo



CAP. I LA STABILITA DELL’EQUILIBRIO NELLE STRUTTURE ELASTICHE 29

La condizione dE/dp=0 fornisce le configurazioni di equilibrio;
quindi F e ¢ sono legate dalla relazione

F—=4

ki p—a
— +2k,{ (cosp — sena ctge) . (n)
{ senqg

La (n) permette, al solito, la costruzione del diagramma F (y) calco-

lando i valori di F per i successivi valori di ¢ .
Dalla (n) si ha

dF k; 1 P —a sen o
—_— =4 — — +2Kk, —seng/ . (0)

dep { sen'cp sen¢ tg ¢ sen® ¢
Si trae dalle (n) ed (o)
dF
@ a7 F |
0 oo —_— 0
k, cos o
o 4 ——— +2k ¢ 0
?sen o tg o
T k, k, /=
— 4 — —2k {(1—senax) 4 —=|— — 2
2 i { 2
k, 1 T—2a COS o k, m—2ua
T— o 4 — + +2k 1 - d — —
{ \seno seng tg o tg « { sen %
T“ (s %] o

In ogni caso quindi le due rette =0 e ¢ — = sono asintoti della
curva, che taglia l'asse delle ¢ in ¢ = « sotto un angolo positivo,

Si esamini prima il caso k; =0 (fig. 1-13).

La (n) si semplifica in

F=2k,{ (cos¢ — sena ctge) (p)

che, per F=0, ammette le tre radici ¢-—a«, o—=/2 e ¢g—n—u«. La
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da due molle elastiche. Il sistema & ad un grado di liberta, e come coor-
dinata lagrangiana si assume l'angolo ¢ che l'asta BC forma con la

a { (cosa — cosg)
—2k, (p—2)

R=k, w R
v f—
(0]
z +—+
l {(sengp — sena)
y

Fic. 1-12

verticale. Per ¢ = a, il concio sia indeformato; le coppie che esso esercita
sulle due aste siano fornite da

M=k Ar=+ 2k, (CP — a)

ove AY é la rotazione relativa tra le due aste a partire da ¢ = «. Ognuna
delle molle sia scarica per ¢ = «, e sviluppi una reazione

R=k,w=k,{ (sengp — sena) .
La struttura sia caricata in C da una forza F verticale, positiva se
diretta verso il basso.
L’energia potenziale totale, presa nulla per ¢ = a, € fornita da
E=—F{ (cosa — cosq) +2k; (¢ — «)* + k, {* (sen p —sen a)* .

Si ha cosi

dE
—=—Fiseng+4k;(¢p—a)+2k,{* (senp—sena)cos¢

=—F{cos ¢+ 4k + 2k, {* (cos® ¢ —sen’® ¢ + sen o sen ¢)

— Fisengp+2k,{*coseg (sena—4sen ¢) .
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@ = 0; il valore di E in ¢ = ¢, € invece piu elevato di quello della stessa
E in ¢ =0; il segmento AB, maggiore di zero, e la variazione di E pro-
dotta dalla F,, pari al lavoro svolto dalla F; (Cap. VIII, Vol. I). Il contrario
avviene (fig. 1-11 b) per F > F.. Quanto detto per la forza F, vale anche se
si & in presenza di una eccentricita iniziale; se, cioe, il concio elastico
della fig. 1-7 & indeformato quando gli assi delle due aste AB e BC pre-
sentano gia una certa rotazione relativa.

I caratteri della configurazione ¢ = 0, in presenza della sola forza F
(fig. 1-7) possono essere studiati anche con riferimento ai soli primi ter-
mini in do¢. Si ha cosi dalla (g), sviluppando in serie il coseno,

dq;)g dcp“
dE—=— F{ — 4+ F{ —+2kdy*
2 4
e cioe
d,E—= 0
dyp?
d,E=— F¢ —§~+2kdcp2
d.E= 0
d 4
dE— Fi—
4

k
Secondo che F = 4 7 si ha d,E = 0, & cioe equilibrio stabile,

neutro stabile, o instabile.

In presenza di F,, la (m) porge, per la configurazione generica carat-
terizzata dall’angolo ¢,

!
dlE:(-— Fiseng+4ko—F, 5 ©0s cp) de

£ {
dzE:(— F? cosp+2k+Fy T sencp) de? .

La posizione d,E —0, coincidente con la (m), porge il valore di F
che é in equilibrio sulla configurazione ¢; la d,E=0 per i valori di F
e ¢ assicura della stabilitd o meno della configurazione ¢.

b) Si prenda in esame la struttura della fig. 1-12, costituita da due
aste rigide AC e BC di uguale lunghezza, collegate in C da un concio
elastico, e vincolate in A e B con carrelli contrastati in senso orizzontale
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Per F, -0, F,, tende ad F,, e i due rami tendono ai tre della fig. 1-8.
I rami si tracciano al solito, data la F,, attraverso la (m), assegnando a
¢ valori successivi, e calcolando F. '

Fq=cost.

. |
s |
|
|
K I
2n — |
] :
I

-

T 9

O

F1c. 1-10

Nel tratto F < F,, per F, piccola (e quindi F, « F,) le funzioni E (¢)
ed E,; (¢), per F (ed F,) costanti, nell'intorno di ¢ = 0 sono rappresentate

Pa a)

=

m £-%
>

( @
'GV

b)
Fic. 1-11

nella fig. 1-11 a; la E presenta un minimo in ¢ = 0, la E; in ¢ = ¢, solu-
zione della (m). Il valore di E; in ¢ = ¢, € piu basso di quello di E in
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dF kK tgo — o

deo Y seno tgo

per =0 & dF/dp=0, e cioé la curva F¢ parte con tangente parallela
all’asse delle ¢; per ¢ =-+4 =n & dF/dp =00, e cioé le due rette o=+ =
sono asintoti della curva Fe.

Nel caso in esame, il fenomeno non ha in genere nulla di drammatico;
se F supera il valore F,, la struttura reale si avvia sull’'una o sull’altra
delle due configurazioni stabili, ad ogni valore di F' corrisponde poi un
sol valore di ¢, e la F pu¢ aumentare quanto si vuole. Si osservi che nel
passaggio per F. cambia il tipo di configurazione, che da rettilinea diviene
inflessa.

E’ interessante il caso in cui sulla stessa struttura della fig. 1-7 agisce
in B una forza costante F, normale all’asse AC, e diretta secondo I'asse y,

! t
2 2
4+ . ‘
Fq
F A z B C

Fic. 1-9

oltre alla forza assiale F variabile (fig. 1-9). Si ha, chiamando E, la nuova
espressione della E,

?
E,=— Fi(l—cosg)+2k¢* — Fy — seng . (%)

La condizione di equilibrio

dE,
dep

{
:—Ftsencp+4kcp—ngcoscp:0 (m)

porge soluzioni diverse da zero per qualunque valore di F; esiste un
valore F; tale che per F < F,, (fig. 1-10) la soluzione é unica, per F > F_,
invece e triplice. Per F > F_,, assieme al ramo esistente anche per F < F,,
compare un altro ramo a due soluzioni, distaccato dal primo; la soluzione
del ramo principale é stabile, le altre due una stabile e l'altra instabile.
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e risulta

?

d’E k

—_— =0 per F<4—

dcpz =0 ‘E’
: ko

cio significa che la configurazione ¢ =0 & stabile per F < 4 7 insta-

k
stabile per F > 4 7

Nelle due configurazioni diverse da zero (inflesse) risulta, per la (h),

d?E "
—=4k(1———) >0
de tg ¢

e quindi le configurazioni sono stabili.

k
Per F=4 T e ¢ =0 risulta

d’E

deg?

d*E
- = F{ senp=0
de

d‘E

dep*

=F{cosg=F{> 0,

la configurazione ¢ =0 &, in tal punto, in equilibrio neutro, ma ancora
stabile.
Da quanto sopra si trae che la qualita dell’equilibrio, contrariamente
a quanto accade nei sistemi rigidi, dipende dall’entita della forza applicata.
Il valore di F '

k
F.=4 —
£

(1)

per cui si passa da una soluzione a tre, e la soluzione che prima era sta-
bile diviene instabile, si chiama wvalore critico della forza F. Il punto D
del diagramma F¢ in cui si passa da una a pil soluzioni si chiama punto
di diramazione.

Dalla (h) si trae

F =4

ko
T Sencp
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la (h), oltre alla soluzione ¢ =0, ne ammette altre due uguali e contrarie.
La costruzione del diagramma F (¢) (fig. 1-8) si pud eseguire ricer-

A
| : |
| i
| i
i i
i D |
| o X . aF !
[ Lo la = dp |
i ¢ i
+ + —>
il T O k] £1d P
2 2 a)
JiF |
|
-+ - I
T‘l ki
k )i ._-.-'-_l
2 — PRF o T3
“laE T |
t v ;- |
+ + ——
(0] t 27w,
b)
F1c. 1-8

cando dalla (g) i valori di F che corrispondono a successivi valori asse-

T 27tk
gnati di ¢. Si vede cosi che ¢ cresce con F; per ¢ = + 5 risulta F = 5

pero=-+m, ¢ F=oc.
Esistono quindi una o tre configurazioni di equilibrio per ogni valore

k
di F, secondo che F = 4 T; per giudicare della stabilita di esse, si con-
sideri la derivata seconda di E
d’E
o g

—=— Fl cosp+4k.

Nella configurazione ¢ = 0 (rettilinea) &

d’E
(_-T) —— Fi+4k,
d:PH G=0
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sulti indeformato quando A B C sono allineati, e reagisca con due coppie

I proporzionali alla rotazione relativa Ag delle due facce da esso col-
legate:

M=kAp=+2kgp .
I1 sistema € ad un sol grado di liberta, e come coordinata lagrangiana
si assuma l’angolo di rotazione ¢ dell’asta B C.

Valutando ’energia potenziale dalla posizione in cui A BC sono alli-
neati, si ha

wy=1{ (1 — cos)

e quindi
P=—F{(1 —cosg).

D’altro canto l'energia elastica presente nel concio elastico ¢
1
L=? M Ap=2k¢® .

Si puo6 quindi scrivere
E=—F{ (1 —cosg)+2kep®. (g)

Le posizioni di equilibrio sono fornite dalla relazione

dE
——=—Fiseng + 4ko =0
de
che porge
sen ¢ 4k
= . (h)
P Fi
Per —— > 1, e cioé per
er Pl P
k
F<4T,

/

la (h) anhmette I'unica soluzione ¢=0; per 4k/F{ <1, e cioé per

k
F>4—E_’
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La condizione di stabilita

d.E>0

si traduce nell’altra
r
F<Q ——— .
r

Se R = oo (appoggio piano) la condizione risulta essere F < 0, e cioé
la condizione di stabilitd & che la F sia diretta verso l’alto, quale che sia
il suo valore purché finito. Se R < 0 (superficie concava) la condizione &
che la F sia diretta verso ’alto, e superiore in valore assoluto a

r

Q |IR—2r|

I1 fatto che esistano dei valori di F' per cui la situazione e stabile, ed
altri per cui non lo &, non € in contrasto con quanto detto prima circa la
dipendenza della stabilita dei sistemi rigidi dalla sola geometria; infatti
in questo caso fissato il rapporto F/Q, e cioé la forma del carico, la sta-
bilitd non dipende dal valore effettivo di F o di Q, ma solo dai valori di
R edr.

Questa osservazione & dovuta allo Zanaboni.

3. Due esempi elementari relativi a sistemi olonomi rigido-elastici ad un sol
grado di liberta.

a) Si consideri la struttura della fig. 1-7, costituita da due aste rigide

N
2| e

-+

+——+

w,=1{ (1 —cosg)

Fic. 1-7

uguali AB e BC, collegate in B da un concio elastico; questo concio ri-
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tenta di saggiare la qualitd dell’equilibrio con riferimento ai termini del

(R—r) (R—2r) d
2r

Fic. 1-6

secondo ordine nella variazione d¢. Risulta cosi per il punto H

dv =— (R — r) do
d 2
dw—=— (R—r)—cp—
2
e per il punto B
dv =—=— (R — r) dp +Rdgp
R—r1r)(R—2r
dw — i ) { ) de?® .
2r
Si ha percio
4E=0
dep? (R—r1) (R—21)
dE=Q (R —r) T F 5 de?
r

La d,E ¢ nulla, e cio garantisce appunto che la situazione & di equi-
librio.
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Si noti che nell’intorno di x=0 ¢

dE dE d’E
=(a0)(G) o
dx dx /, dx* /,

che & nulla se (d’E/dx*),=0; e cioe per m >>2 tutte le posizioni del-
Pintorno di x = 0 sono di equilibrio.

a<?0 a>?0
n pari n pari
a a
1 O -1
Tx 1 0 —1 X
a a
y vy
a) b)
a<0 a>>0
n dispari n dispari
a a
- 0 —1 1 O
hE" 1 X -1
a a
Yy Yy
c) d)
F1c. 1-5

¢) Si prenda in esame il sistema (Southwell) della fig. 1-6, costituito
da una sfera di peso Q e raggio r costretta a rotolare senza attrito su una
superficie sferica di raggio R; nel punto B pilu alto della superficie della
sfera € applicata una forza verticale F diretta verso il basso. Per simme-
tria il sistema & ad un grado di liberta, e come coordinata lagrangiana si
assume l’angolo ¢ che la congiungente i due centri H e K forma con la
verticale.
Una posizione di equilibrio & quella per cui le forze Q ed F sono am-
bedue sulla verticale per il punto A piu basso della superficie sferica. Si
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I'ascissa x. La reazione non compie lavoro negli spostamenti del punto
lungo la curva, ed il lavoro svolto & quindi quello del solo peso F. L’ener-
gia potenziale & percio fornita, presa come quota di riferimento la retta
y=0, da

E=P=—Fy=—aFx",
ed a meno di —F il suo diagramma coincide con la curva.
Risulta

dE

dx

— an Fx»?

d’E
dx?

—-—an (n — 1) Fx»?

d"E

dx»

=—annh—1))(mn—2).. F

dn+1E

dxn+1 -

Posizione di equilibrio é la x = 0, derivante dall’equazione

dE
——=—an Fx"1=0 .
dx

Per assodare se in x = (0 la E & o meno un minimo, occorre esaminare
la parita o disparita di n ed il segno di a. Per n dispari la prima derivata
non nulla in x=0 & dispari, quindi in x=0 esiste un flesso (fig. 1-5¢
e 1-5d; per n pari invece la prima derivata non nulla in x=0 ¢ pari,
quindi in x=0 c’@¢ un minimo se tale derivata & positiva, e cioe per
a <0 (fig. 1-5a), e un massimo se tale derivata & negativa, cioe a >0
(fig. 1-5D).

Nella fig. 1-5 a I'equilibrio é stabile, nelle altre tre instabile; in tutte
e quattro & neutro per n > 2. L’indifferenza pu¢ aversi solo per n=o0
e cioé solo se la parabola degenera, nel tratto —1<x <1, nella retta
v = 0; in tale evenienza tutti i suddetti punti sono posizioni di equilibrio.
Si osservi che anche nel caso in esame la stabilitd dell’equilibrio non di-
pende dal valore del peso F.



CAP. I LA STABILITA DELL'EQUILIBRIO NELLE STRUTTURE ELASTICHE

17

dE= 0

dcp2

dE= Fi >0

e la posizione e di equilibrio, stabile.
In una posizione ¢ diversa dalle due precedenti & invece (*)

dep?
dv = £(coscp do — sen ¢ 5
dep?
dw = { |sen¢ dp | cos g 5
dE=— F!l sen¢ dyp = 0
dep?
dzE:— Fi COSCP T

e non c'e equilibrio.

b) Si studi il caso di un punto pesante vincolato senza attrito su una

curva piana di equazione

y:a}(n y

ove l'asse y & verticale ed orientato verso il basso (fig. 1-4). Il sistema e

A E
Fl y=ax"
a<?0
n pari
- 5
Yy
Fic. 1-4

ad un grado di libertd, e come coordinata lagrangiana puo essere assunta

(*)
dv={sen (p +dg) — l{seng

dw =14 [1 — cos (p+dep)] — & (1 — cos¢) .

# FranGlos1 - Scienza delle costrusioni - Vol ¥V
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dalla espressione della d’E/d¢* si osserva che la derivata seconda (pari)
di E in corrispondenza di tali posizioni & negativa per k nulla o pari, e
positiva per k dispari, (la E & minima per k dispari, e massima per k nulla
o pari). Le posizioni di equilibrio stabile sono percio quelle caratterizzate
da k dispari, in cui la F & di trazione, quelle di equilibrio non stabile da
k nulla o pari, in cui la F & di compressione. Questi risultati sono in accor-
do con quello che e 'ovvio comportamento del sistema secondo il criterio
statico o dinamico. Si osservi che nella definizione dell’equilibrio e della
sua qualita entra in gioco soltanto la geometria del sistema, e non il valore
della forza applicata; questo risultato & valido, come si mostrera in segui-
to, per tutti i sistemi privi di elasticita.

Lo studio dell’equilibrio e della stabilita, con riferimento ad una data
configurazione, puo essere fatto anche limitandosi ai termini dello spo-
stamento del primo e secondo ordine in d¢. Nella posizione ¢ = 0 pud
porsi, trascurando le potenze di d¢ dal terzo grado in poi (*),

dv ={dg

d 2
dw=1{ ¥ .

2

Si ha cosi
dE= 0
de?

dE=—F/{ —2—<0

e cioe la posizione ¢ di equilibrio, non stabile; nella configurazione ¢ = =
¢ invece

(*)

de®*  de¢®
+ )

dv =1 de=4 [de —
v sen de¢ (q: a 5!

(£)

dep? de#
+.).
2! 4!

dw=4{ (1 — cosdy) =1 (1 — 1+
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perche il sistema & privo di elasticitd. Si ha quindi

E= P=—Fw=—F{(—cosq)

dE Fe
—_——— sen
deo ¥
d’E
=— F{ cosg
de®

Il diagramma E (¢) e quello della fig. 1-3; dalla dE/d¢ =20 si hanno

{ sen¢
F
b
T B Te (1 —cos )
B’ -~
{
¢ {cosg
-+ A <
y
z E = F! (1—cosg)
E' ==— Fl seng
AE E'=— Fl cosg
2%
P

F1c. 1-3

le posizioni di equilibrio (k intero)

p=km ;
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I1 secondo garantisce che la condizione
3,*P < 0 (5)

per almeno una variazione d¥*c; delle coordinate di C, e sufficiente per
I'instabilita.

Sembra valido accettare i suddetti teoremi per i sistemi continui, che
possono sempre trasformarsi, con una certa approssimazione, in sistemi
olonomi (gradi di liberta in numero finito); questo sempre che le forze
siano conservative, e sostituendo l'energia potenziale totale E all’energia
potenziale delle forze P.

Appare evidente cosi la differenza — non sostanziale — tra il criterio
statico e quello dinamico (sotto forze conservative).

I1 minimo di E &, per il primo, condizione necessaria e sufficiente di
- stabilita o neutro stabilita, per il secondo condizione sufficiente di stabi-
lita; l'esistenza di almeno un §,*E < 0 é per il primo condizione necessa-
ria e sufficiente di instabilita, per il secondo e solo condizione sufficiente
di instabilita.

Sempre secondo il criterio statico, ma in senso piu lato (anche se meno
rigoroso), una configurazione di equilibrio potrebbe definirsi stabile quan-
do una successione indefinita di piccole cause perturbanti non fa allonta-
nare il sistema dall’intorno di C,, e instabile quando tale allontanamento
si verifica; in tal caso la neutro stabilita e la neutro instabilitd sono da
considerarsi come stabilita e instabilita. Si puo dire allora che condizione
sufficiente (ed anche necessaria) di stabilita € la presenza di un minimo
di E in C, ; condizione sufficiente (ma non necessaria) di instabilitad & che
esista almeno un &,E negativo. Cosi i teoremi di Dirichlet e Lyapunov
sono del tutto validi anche dal punto di vista statico.

2. Esempi elementari relativi a sistemi olonomi rigidi.

a) Si consideri l'asta rigida della fig. 1-3, vincolata con cerniera
cilindrica senza attrito in un estremo A, e soggetta nell’altro estremo B
alla forza assiale F; il sistema & ad un sol grado di liberta, e come coordinata
lagrangiana si assuma J’angolo ¢.

InBeé

v_==| sen ¢
w=1{(1 — cosg) .

L’energia potenziale totale coincide con l’energia potenziale della F,
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Se ci si limita ai termini del secondo ordine nelle de;, tenendo conto
che W contiene solo termini del secondo ordine, e

5E=35,P + _[ 08¢ dV + W (2)

0, in simboli comunemente usati,
CE=—L,+L*4+W. (3)

Se le componenti delle forze non variano con la configurazione, si
puo scrivere

— Lg =— X Fi Si{z)

dove le s, sono le corrispondenti componenti dello spostamento del se-
condo ordine nelle dc;.
Se esistono solo distorsioni, & L, = 0, e quindi

SE=L>*1+W .
Data la C, e la variazione C, — C,, risulta
— L4 L*=ay’

W =b~?

dove a & funzione delle forze applicate e¢ delle distorsioni, b & indipen-
dente da esse. Si intuisce fin d’ora come il segno di &,E, e quindi la qua-
lita dell’equilibrio, dipenda dai valori delle forze e delle distorsioni.
Dalla Meccanica Razionale sono noti i teoremi di Dirichlet e Lyapu-
nov, dimostrati per i sistemi olonomi e per le forze conservative, nello spi-
rito del criterio dinamico.
Il primo assicura che la condizione

g, P=8,P—=..=¢,_,P=0

5. P> 0 (4)

per qualsiasi variazione delle coordinate lagrangiane a partire da una
configurazione C, di equilibrio, e per n qualsiasi (n > 1), e cioé la condi-
zione di minimo in C, dell’energia potenziale P delle forze, é sufficiente
per la stabilita della C, .
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tiva per qualsiasi variazione Sudvéw della configurazione di equilibrio.
Condizione necessaria e sufficiente di instabilita e invece che per almeno
una variazione du*&v*dw* la &,*E sia negativa. Condizione necessaria e suf-
ficiente di neutro stabilita & che esista almeno una 3,*E—0 con ¢*E >0,
e con tutti gli altri §,E > 0; condizione necessaria e sufficiente di neutro
instabilita che esista almeno una 8,*E—0 con &*E < 0, e con tutti gli
altri 3,E> 0.

Le Sudvdw caratterizzanti la 8C = C, — C, dipendono dalle wvaria-
zioni dc; delle coordinate lagrangiane c; del sistema olonomo cui il con-
tinuo puo sempre ridursi, Fissati i rapporti tra i valori dc;, sia i du &v éw
che la variazione 8E sono definiti a meno di una sola variabile y, e l'or-
dine del ¢E e dei dudveéw nelle dc; non nulle coincide con quello in vy .
In tal senso si parla di ordine del ¢E e per una variazione gu 8v 8w ; esso
é sicuramente superiore ad uno in C,, perché in C, € comunque §,E—0,
mentre in C; € in genere di ordine uno nelle d¢; valutate a partire da C,.

Distinguendo la parte del primo ordine dal resto, si ha

SP—35P+ 5 P (©)
BL:J. g8We dV—I—J. g8PedV+W ; (d)
v v

le o sono le componenti di tensione connesse con la configurazione C,,
le 8¢ e 8¢ le componenti di deformazione del primo ordine e residue
connesse con le dudvdw, gli integrali rappresentano I’energia mutua di
deformazione nel passaggio tra C, e C,, il W & l’energia propria connessa
con le 8o che sorgono in tale passaggio.

Dalle (b), (¢) e (d) si trae

BE=61P+6rP—I—I ca“’adV—i—I gdWedV 4+ W . (e)
v v
Per il principio dei lavori virtuali ¢, in C,,
5P =— f 6 &WedV ;
\'
la (e) si scrive percio (si parte da una configurazione di equilibrio)

\

aE:é‘)IE:arP—l—_‘- o8Wedv+ W . (1)
-v
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La necessitd di considerare piu condizioni di equilibrio sotto le stesse
forze importa l’abrogazione del principio di Kirchhoff, e quindi la rimo-
zione, negli studi sulla stabilita, di una o tutte le ipotesi su cui si regge
tale principio. In genere si rinunzia all’ipotesi di piccolezza degli sposta-
menti, o, nel modo pil1 ampio, non considerando pili trascurabili le deri-
vate prime delle uvw rispetto all’unita, o, nel senso piu ristretto, non
definendo pili gli stati tensionali — in particolare le caratteristiche della
sollecitazione interna — con riferimento alla struttura indeformata, ma
alla configurazione di equilibrio.

Si ricorda che grandi spostamenti non significa grandi deformazioni; infatti e
possibile avere in tutta la struttura delle componenti di deformazione piccole, co-
munque contenute nell’ambito elastico, associate a spostamenti vistosi; cid non
¢ in contraddizione con l'’enunciato dell'ipotesi di piccoli spostamenti, perché le de-
rivate prime di uv w sono in tal caso grandi rispetto ad un riferimento fisso nello
spazio, piccole rispetto ad un riferimento variabile ed avente l'origine nell’intorno
cui le componenti sono relative. Cio equivale a dire che sono grandi le componenti
della traslazione rigida e della rotazione rigida dell’intorno, mentre si mantengono
piccole le componenti della deformazione pura.

Del resto, € proprio la presenza di spostamenti notevoli, condizione
che si accompagna in genere alla presenza di pili configurazioni di equi-
librio, che impone di star lontani da tali situazioni; infatti spesso si da il
caso, nelle strutture sottili, di cambiamenti di configurazione radicali pur
restando in campo perfettamente elastico, senza quindi alcuna compro-
missione del materiale, ma con perdita completa della funzionalita. Basti
pensare ad un appoggio pendolare sottile che entri in flessione per carico
di punta; I'appoggio non entra in crisi, ma la struttura non pud piu fare
affidamento su di esso come vincolo, anzi deve dedicare ad esso parte delle
sue risorse complessive di resistenza.

Se le forze F agenti sono conservative, e du év dw sono le variazioni
di configurazione, cui sono connesse le variazioni di spostamento s e le
variazioni di deformazione &g, si ha per effetto della variazione (e ricor-
dando che si tratta di strutture elastiche)

8V = 3L, + 3L, —— 8P — 8L=— 8 (L+P) . (a)

Si pud quindi scrivere, ricordando che si definisce energia potenziale

totale E sotto le forze F (accompagnate da eventuali distorsioni) la somma
P+ L,

8V=— 3E . (b)

Secondo il criterio statico, condizione necessaria e sufficiente di stabi-
lita di una configurazione di equilibrio C, & quindi che in C, la &,E sia posi-
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Si dimostrera che condizione necessaria e sufficiente di esistenza di
un’altra configurazione di equilibrio (*) C;* vicina alla C, & che la 3,*V, _ ,
calcolata per u* dv* dw* sia stazionaria rispetto alle altre &u &v éw (si di-
mostrera pure che, se cio accade, é 3,*V,_ ,=0, mentre non vale il con-
trario).

Si e visto che condizione necessaria e sufficiente perché una configu-
razione sia in equilibrio neutro & che una (o piut) 8,*V, _ 4 sia nulla e tutte
le altre —8,V,_, siano positive (ci0 importa che la &,*V,_, sia sta-
zionaria).

L’equilibrio neutro a sua volta & neutro stabile, neutro indifferente o
neutro instabile secondo che

— 3V, _, = 0.

I casi che possono presentarsi sono percio i seguenti:

eq. stabile — 8,V _ 4> 0 per tutte le variazioni + 3C
eq. instabile —38,V, .4 < 0 per una (o pil) variazioni + &C
neutro stabile —3*V, _ ,>0

per + 3*C e —&*C
— XV, _ =0
per una (o piu)

variazioni &*C

eq. neutro neutro indifferente —o*V, _ =0
—3,V, _ ;>0
per tutte le altre
variazioni
neutro instabile —o*V, _ ,<0

per + &*C, o — ¢*C, o ambedue

Il criterio statico contiene implicita, come condizione necessaria per
. cyepn . 7 en . . . . e . .
I'instabilita, l'esistenza di piu configurazioni di equilibrio distinte sotto
lo stesso insieme di forze e distorsioni.

(*) Non necessariamente neutro; se infatti C, e C* sono ambedue instabili,
I’equilibrio non corrisponde alla definizione di neutro gia data.
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Se le forze non sono conservative quanto sopra cade in difetto. Per esempio,

nel passaggio da C_ a C, il lavoro 3V _ =38,V _ , non & univocamente definito.

Si ha pure che, se nel passaggio da C, a C, ¢ 8V, < 0 (il lavoro del primo
ordine & comunque definito univocamente), pud aversi ancora avvicinamento a C_,
non secondo la CdC ma attraverso altre configurazioni C,. Cid dipende dal fatto

che le due condizioni &V, >0 e 3V, _ >0 possono, nel caso di forze non

conservative, essere compatibili con l'altra 3V, , < 0. Infatti, se 8V, , > 0O e
3V,_,>0, & pure &V, >0 e &V, >0; se le forze sono conservative, si
trae 8V, _ =28V, ,+8V, >0, e quindi 3V,_ >0, ma se le forze non
sono conservative cid non & piu valido. Si tenga presente che, anche per forze
conservative, 8V, +3 V., #3V

d-—+o0"

La configurazione C, si dice in equilibrio stabile, secondo il criterio
statico, se si ha ritorno in essa per qualsiasi insieme di F,, e cioé per qual-
siasi variazione du dv 8w delle componenti dello spostamento; si dice in
equilibrio instabile se per almeno una di tali variazioni si ha allontana-
mento da C,. Da quanto sopra si trae che condizione sufficiente di sta-
bilita & che nell’intorno di C, la —8,V, . 4 sia positiva per qualsiasi altra
configurazione vicina C,; condizione sufficiente di instabilita & che la
—8,V, _. 4 sia negativa per almeno un’altra configurazione vicina Cj.

Le due condizioni sono anche necessarie; cio si dimostra come segue.

Si abbia comunque ritorno in C,. Non puo¢ esistere una —8&,V,_ 4
negativa, perché in tal caso si avrebbe instabilita. Non puo neppure darsi
che una —8§,V,_ 4 sia nulla (e tutte le altre positive); se infatti cio si
verifica, per una C,* non pud aversi allontanamento spontaneo da C*
(e quindi neppure ritorno in C,) giacché ad ogni movimento spontaneo
si accompagna una diminuzione di quota del —@&,V,_.,. La configura-
zione C,* & anch’essa di equilibrio, e sono di equilibrio tutte le configura-
zioni, vicinissime, caratterizzate dagli stessi rapporti de;/de; che regolano
la C,— C;*. Comunque si sposti la configurazione da C,, si ricade in
una delle suddette configurazioni di equilibrio vicinissime a C,; si dice
che ’equilibrio in C, & neutro. Si & visto che condizione sufficiente perche
cid accada é che esista una Cg* per cui — &,*V, _ 4 sia nulla, e che tutte le
altre —8,V, _. ; siano positive; tale condizione e anche necessaria, poiche
in ogni altro caso si ha ritorno in C, o allontanamento da quest’ultima.

Si abbia invece, da una C,, allontanamento spontaneo da C,; deve
aversi almeno una — 8,V _, ; negativa, perche, in caso contrario, si € visto
che I'equilibrio e stabile o neutro.

Si avverte che la sola condizione 3 *V, =0, cioé §*V,_ =0, non ba-
sta per garentire che C* sia di equilibrio; occorre e basta che tutte le 8 *V in
C,* siano nulle. Se per esempio si fa riferimento alla fig. 1-2 b, si osserva che per
le configurazioni lungo le rette a e b si ha 3V, _ =0, ma le altre 8,V,_., sono
diverse da zero; invece esse sono di equilibrio se le rette @ e b coincidono, se

cioé il piano de, dc, & tangente in essa alla superficie 3,V _ , .
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e quindi

a2‘ro—‘t > 62v0—~d .

Alla configurazione C; corrisponde quindi una —8&,V,_, minore di
—38,V,_4; poiche —38,V,_, & ovunque positiva nellintorno di C,, ed
e nulla in C, (fig. 1-2 a), il sistema deve avvicinarsi a C,, e, per deforma-
zione guidata, ritornare in C,; infatti, bloccato il sistema in C; dopo il
primo movimento, e poi sbloccato, si pud ripetere, a partire da C,, lo
stesso ragionamento.

Si faccia invece il caso che esistano delle configurazioni C, per cui
—8,V,_.s € negativo (fig. 1-2b); il movimento provocato dalle for-

JL dcz
de, = cost. $dc,

dC,:COSt. 'L— 52 V.,_.d: azE
/ O\dc:
) ¥F1Gc. 1-2b
//

!

ze F, a partire da una di queste C,, & connesso di necessita ad un allontana-
mento da C, ; il sistema va alla ricerca di un’altra configurazione di equi-
librio, in genere lontana da C,.

Tale movimento, violento se le Fy sono tolte istantaneamente, si rea-
lizza invece con lentezza in regime di deformazione guidata.
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Sia —8,V, . 4 ovunque positivo nell'intorno di C,; &,V,_., € positiva
per qualsiasi variazione C,. Quindi quale che sia C,, il sistema spostato
in C; non puo rimanervi. Se il sistema € ad un solo grado di liberta, da
C, esso deve avvicinarsi a C,, perché deve compiere lavoro del primo or-
dine positivo. Se il sistema € a piu gradi di liberta (fig. 1-2a, dove per

4 dc,

de,

Fic. 1-2a

semplicita si ¢ fatto riferimento ad un sistema con due gradi di liberta)
nel passaggio da una configurazione C, ad un’altra C; ¢

alvd—Of> 0

e quindi

8Vy_s >0.

Ma e pure, per forze conservative,

avd—fzavd—o+6vo—f:avo—f - Bvo—rd
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La variazione C, — C, & definita dalle variazioni y - de; delle coordinate lagran-
giane c; (qualcuna delle de, pud essere anche nulla), e quindi a meno della vy.

Fissati percio i rapporti tra le varie dc;, la 8V é per forze conservative una
funzione di y, e l'ordine della ¢V nelle de, non nulle, coincide con l'ordine di 3V
nella y. Si ha, limitandosi ai termini fino al secondo ordine,

dv 1 /dv
BVD__d= —} dy +— dY2=a1vo—-d+azvo—»d
0 o

dy 2 \dy?
5 (dV) 1 (dQV) g 5 v
vV,  =|—] dy +— 2=3V, +3 .
d—o0 dY . Y 92 de . T 1'd—o z2'd—o

Nel caso in esame & 51Vu—-d =0, e quindi si trae

6lvd—-n + az d—o0 = azvo—-d
alvd——- o T Bzvd—.o_ B2vo—- da -
Poiché & ancora
d=v d2v d3v dzv
= + dy « -
dYg d dTH 0 d?a [+] dY“ o
pud scriversi
52"r{1—-(3 =2 azvo—-d
e quindi
5]Vd—-n:_ 252v0—*d :

Il caso della fig. 1-3, sia pure ad un solo grado di liberta e senza elasticita,
pud essere istruttivo in proposito. La ¢ = 0 & una configurazione C_ di equilibrio,
la ¢ = ¢, & la posizione C, variata rispetto ad essa.

In ¢ =0 si ha, limitandosi ai termini fino al secondo ordine incluso,

do? P4’
BV, 4= Fl (1 —cosp)=Fi =Fi{ — =5V, _, -
2 2
In ¢ = gy, invece si ha
i . de?
8V, 4= F—z—[:pdz—(cpd+dcp)‘~’/]——'Ft’,cpﬂdcp+F& =
:51vd—00+52vd—‘!0'
Per dg =— ¢, €
. “a 23
eV, , = — Filgl+Fl =—F{ N =—208,V, _4
e,V ,=—Flol=—20,V,_,
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Si trae da cid che se non ¢’@ alcuna possibilitd di compiere lavoro positivo del
primo ordine, se cioé per tutti i possibili insiemi di piccoli spostamenti il lavoro
del primo ordine delle forze applicate & nullo (*), il sistema non si muove, cioé &
in equilibrio; e viceversa, se & in equilibrio, il lavoro del primo ordine compiuto
dalle forze per qualsiasi insieme di piccoli spostamenti & nullo. E’ questo il prin-
cipio dei lavori virtuali per i sistemi rigidi, da cui si traggono il principio dei lavori
virtuali per i sistemi deformabili — in particolare elastici — e il principio di sta-
zionarietd dell’energia potenziale totale per i sistemi elastici a vincoli lisci.

La quantitd che nei sistemi deformabili fa giudicare dell’equilibrio e
la somma

8V = 3L, -+ 5L,

del lavoro 8L, delle forze F esterne, e del lavoro delle forze interne con-
nesse con le F (e con eventuali distorsioni) considerate agenti dal singolo
elemento elastico sulla rimanente struttura. Se il materiale & elastico
(linearmente o meno) si ha

1
BLi:—I cBadVH———j‘ 8o & dV .
v 2 Jy

Il 8L, & pari, in tal caso, alla variazione 8L dell’energia elastica cambiata
di segno.

La configurazione C, & di equilibrio, C, € una configurazione variata
rispetto alla C, ; in genere la C4 non & di equilibrio, e quindi il lavoro del
primo ordine nel passaggio da C, a C, & in genere diverso da zero. Limi-
tandosi ai termini fino al secondo ordine, puo scriversi

8Vyo=0V .., +8Vi_,.
Nel passaggio da C, a C, € invece

OV a=0,¥V, .4 -
Se le forze sono conservative e

Vi o=—8V,_4

e 8,Vy_, & quindi di segno opposto a quello di &,V,_, .

(*) Poiché il lavoro & del primo ordine, se per un insieme dc, & negativo, per
I'insieme -dc, € positivo.
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e quindi (Vol. I, Cap. VIII, § 1)

BL,,-—r!F’df’m— ¥ fatf’df'— Fer —1F5f
), n+n Jo0 T 2(th) 2

Nel caso della fig. 1-1c, invece, il lavoro della F, & nullo se la varia-
zione di configurazione si assegna dando prima lo spostamento orizzon-
tale all’estremo superiore e poi la rotazione, & pari a F, 8f se invece si da
prima la rotazione e poi lo spostamento, e pud assumere valori diversi
giocando opportunamente sui due enti rotazione e spostamento. Sono
non conservative le forze che, come le F,, sorgono con la variazione di con-
figurazione, e non sono funzioni note dei corrispondenti spostamenti.

Il lavoro compiuto dalle forze non conservative non € univocamente
definito per ogni variazione di una configurazione; comunque esso e di
ordine due (o superiore) nei parametri della variazione, perche le forze
non conservative sono funzioni di detti parametri, quindi di esso non si
tiene conto — e non si da il caso di distinguere le forze in conservative
o meno — in tutti i problemi di equilibrio gia incontrati dove entrino in
gioco solo i lavori di primo ordine.

Le distorsioni sono definite anch’esse dalle loro componenti — o ca-
ratteristiche — secondo il riferimento adottato, e dai punti — o dalle se-
zioni — in cui agiscono, punti solidali con la struttura.

Si faccia agire sulla struttura nella configurazione C, un insieme di
forze (forze perturbanti) Fy, piccole in rapporto alle forze applicate e alle
reazioni gia presenti in C,. Le F, vanno deposte sulla struttura secondo
le norme della deformazione guidata, gia precisate nel § 6 del Cap. V,
Vol. I; in particolare, ciascuna delle F; & accompagnata dal vincolo (idea-
le) corrispondente, vincolo che poi viene lentamente rimosso in ambedue
i sensi fino al suo distacco dalla struttura.

In ogni caso, per ragioni di continuita analitica, esiste una configu-
razione C,, prossima alla C,, che & di equilibrio sotto le forze F ed F,.
La C, & tanto pill vicina alla C, quanto piu piccole sono le Fy; essa puo
sempre essere raggiunta dalle Fy pér il modo con cui queste sono applicate.

Si portino via le forze F,; la C, in genere non e piu di equilibrio, Si
sa dalla Meccanica Razionale che se un sistema olonomo a vincoli lisci e
bilaterali si muove a partire da una certa configurazione, il lavoro com-
piuto dalle forze (conservative o meno) per effetto degli spostamenti ini-
ziali connessi con il suddetto movimento & del primo ordine nelle varia-
zioni de, delle coordinate lagrangiane, ed & positivo; e viceversa, se c’é an-
che una di queste possibilita, il sistema si muove (compiendo lavoro del
primo ordine e positivo).
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omologhi, come nelle figg. 1-1 ¢, e 1-1d, dove la forza F & costretta secondo
la tangente o la normale all’asse. Pud darsi pure che il punto d’applica-
zione sia funzione della configurazione (fig. 1-1e), dove F ha sempre
la stessa retta d’azione.

d)

e)

Fi1c. 1-14d, e

Si ricorda dalla Meccanica Razionale che un insieme di forze F appli-
cate ad un sistema olonomo si dice conservativo se il lavoro da esse com-
piuto per una variazione dc, dc, ... delle coordinate lagrangiane del siste-
ma e il differenziale esatto di una funzione P (energia potenziale delle
forze) delle coordinate lagrangiane stesse. In altre parole, le forze sono
conservative se il lavoro da esse compiuto per una variazione della con-
figurazione & univocamente definito dai parametri de, dc, ... della varia-
zione stessa.

Cio e senz’altro vero se le componenti delle forze sono indipendenti
dalla configurazione (tipo gravitazionale) (fig. 1-1a); ma lo & anche se
le componenti delle forze F; sono funzioni note dei corrispondenti sposta-
menti ds,. Per esempio, nel caso della fig. 1-1b &, per una variazione di
configurazione a partire da quella rettilinea,

fr

Fy——F —
h + h,
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Sia C, una configurazione di equilibrio di una struttura elastica (*)
ed a vincoli lisci e bilaterali, soggetta alle forze F ed alle distorsioni A;
la C, & definita dalle componenti u,v,w, dello spostamento valutate a
partire dalla configurazione iniziale (dalla configurazione cioé che la strut-
tura assume in assenza di forze e distorsioni).

Le forze F applicate sulla struttura siano indipendenti dal tempo; esse
sono definite dal punto di applicazione, e dalle componenti secondo un
riferimento cartesiano fisso nello spazio. Il caso pill frequente & che il
punto di applicazione e le componenti siano indipendenti dalla configura-
zione (fig. 1-1a). Puo darsi perd che le componenti siano funzioni note

h M F=—F
I (&)
dz /..,
e S——
y

c)
Fic. 1-1a, b, c

(sono esclusi i casi di vincoli con attrito) della configurazione, in partico-
lare dei termini ad esse omologhi della stessa (fig. 1-1b), o di termini non

(*) Si intende come tale una struttura costituita in ogni sua parte da materiale
elastico, anche se ad elasticita non lineare.



CAPITOLO 1

LA STABILITA' DELL'EQUILIBRIO
NELLE STRUTTURE ELASTICHE

1. Definizioni di stabilita delle configurazioni di equilibrio di una struttura
elastica : criterio dinamico e statico.

Nella Meccanica Razionale si legge che una configurazione C, di equi-
librio di un sistema olonomo (costituito di parti rigide collegate, mediante
vincoli lisci, tra loro ed al suolo) sottoposto a determinate forze F, & stabile
se, impresso un qualsiasi insieme di piccole velocita ¢; ai punti del sistema,
& sempre possibile, assegnando alle ¢; dei valori sufficientemente piccoli,
far si che il sistema presenti delle oscillazioni caratterizzate da sposta-
menti dalla C, di ampiezza comunque piccola. Le ¢; sono le derivate tem-
porali delle coordinate lagrangiane c¢,. Esse possono farsi risalire all’azio-
ne di un generico insieme di forze di valore costante Fy, agenti per un
tempo elementare dt.

Appare da quanto sopra che lo studio delle vibrazioni libere del si-
stema eseguito a partire da C,, e condotto nell'ipotesi di piccoli sposta-
menti, puo risolvere il problema; infatti se le oscillazioni libere semplici
sono tutte di ampiezza finita, le condizioni di stabilita sono soddisfatte
per un qualsiasi insieme F,, poiché dopo il tempo dt di azione delle F
si instaura un moto somma delle oscillazioni libere semplici, e percio di
ampiezza finita, che tende a zero per dt tendente a zero.

Se invece di una delle oscillazioni libere semplici, di qualsiasi ordine,
si ha un moto che cresce indefinitamente con il tempo, il sistema risulta
non stabile; infatti 'ampiezza di quel moto, pur essendo in realta non
infinita, & pur sempre grande, poiché risulta non limitata nell'ipotesi di pic-
coli spostamenti.

E’ questo il cosiddetto criterio dinamico di stabilitd; in particolare,
esso & l'unico criterio attendibile in presenza di forze funzioni del tempo.

Il criterio dinamico pud essere adottato anche per i sistemi continui
elastici; appare preferibile perd, nell’ambito della Scienza delle Costru-
zioni, il criterio statico.

Si passa ad esporre tale criterio.
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