CAPITOLO IX
TRAVI CONTINUE E TELAI

1. La trave continuva: equazione dei tre momenti.

Si definisce trave continua la trave ad asse rettilineo su piu appoggi;
anche le travi Gerber rientrano in questa definizione, ma comunemente
si intende per trave continua la trave ad asse rettilineo su pili appoggi e
priva di snodi interni. Come incognite iperstatiche possono essere scelte
le reazioni di n—2 appoggi, se n & il numero degli appoggi e le estre-
mita sono appoggiate, o libere; oppure le reazioni di n —2 appoggi ed i
momenti di incastro, se le estremita sono incastrate. Le equazioni di con-
gruenza che si scrivono in tal caso sono quelle gia riportate nel § 4-4, e
la ricerca dei coefficienti pud essere semplificata secondo i suggerimenti
del Miiller-Breslau, esposti nella stessa sede.

Pil1 spesso perod si scelgono come incognite iperstatiche i momenti in
corrispondenza delle sezioni di appoggio; cosi, come si osservera fira
breve, in presenza di cedimenti vincolari anelastici nulli, o noti, ogni
equazione contiene al massimo tre incognite. Si considerino due generiche
campate successive (fig. 9-1), la i, di luce {;, compresa fra gli appoggi
i~—~1edi elai+1diluce {;,,, compresa fra gli appoggi i ed i+ 1. Si
rende isostatica la trave inserendo delle cerniere in corrispondenza degli
appoggi, e si ripristinano le condizioni reali facendo agire sulle due facce
unite da ciascuna cerniera due coppie uguali e contrarie, pari alla ca-
ratteristica momento presente in quella sezione prima dell’inserzione
della cerniera. La condizione di congruenza in corrispondenza della cer-
niera sull’appoggio i & che I'angolo di cui ruota la sezione di destra della
trave i sia uguale all’angolo di cui ruota la sezione di sinistra della trave
i+ 1. Gli indici dei momenti sono riferiti agli appoggi, tutti gli altri in-
dici si assumono con riferimento alle travi; nelle espressioni delle rota-
zioni dovute alle coppie si introducono i momenti invece delle coppie.

La condizione di congruenza si scrive cosi

CPiOd - Mi_l Bi _l_ Mi aid — ‘:Pl+1os - Mi O‘i+1s "[— Mi+1 Bi+1
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oppure nell’altra forma

— Ml-—l Bi + M, (aid + 0‘1+1s) — Mi+1 B:H—l - CP1+105 - CPiOd ’ (1)

ove ¢, e ¢ sono rispettivainente le rotazioni della sezione terminale
di sinistra della trave i -+ 1 e della sezione terminale di destra della tra-
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F1c. 9-1

ve i, considerate appoggiate agli estremi e soggette ai carichi ed alle di-
storsioni applicate. ’
Se in ogni campata la sezione & costante, la (9-1) si scrive

(2)

M‘ zl +M ( zi —l-— £1+1 )+M __.._f“l_.__ 0s ___ n0d
S EEL\BEL | 3B, L,/ 7 BEL,L,

Indicando con il simbolo k il prodotto EI la (9-2) si scrive pure

Kk,

. ,
)+M1+1 bis i L = 6k (4% — @9 . (3)

i+1

M_ &+2M, (fq + tiya

1+1

Se il prodotto EI=k & costante in tutte le campate, la (9-3) si semplifi-
ca nella seguente:

Mi-—l b - 2M; (4 + liv)) + My by = 6 k (5P1+1°S — CP!Od) . (4)



56 SCIENZA DELLE COSTRUZIONI VOL. III

Utilizzando i risultati del Mohr (7-72), le (9-1), (9-3), e (9-4) si scrivono
— M, Bl + M; (@ + a40®) — Moy Bl+1 == Aiﬂ* + B*,

k, k,
—) + M, f’i+1 k— = 6Kk, (Ai+1* -+ Bi*) ’

i+1 i+1

M 4 + 2M; (51 + disa

M4+ 2M; (b + 4,0 + My, b, = 6k (A, * + B¥),

dove B;* e A,,,* sono le reazioni indotte sull’appoggio di destra della tra-
ve appoggiata di luce {; e sull’appoggio di sinistra della trave appoggiata

L]

di luce {;,, dal carico distribuito fittizio q* =

— v e dalle coppie
distribuite fittizie m* r + &
istribuite fittizie m* = — ¥y —— .

X GA

I cedimenti degli appoggi fanno sentire la loro influenza attraverso
i g™ e ¢ Si indica (fig. 9-2) con il simbolo 3, la differenza tra il

\ i—1 i i+1
! A i s i+ 1 o !

4,

A|+l

o =

F1c. 9-2

cedimento dell’appoggio di destra e quello dell’appoggio di sinistra del-
la campata i; nella struttura resa isostatica al 8, si accompagna una

rotazione ¢, = — —L delle sezioni di estremita della campata i.
E’ percio 1
] & o 8is1
¢ =g = — —, P141% = P14 = —
['i €i+1

e la (9-1) si scrive

— M,_, Bi + M; (04 + @™ — My, Bl+1 = iy — s - 6)]
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Se in ogni campata la sezione & costante, la (9-5) si scrive

ki. ki
—)+ M3+1 £i+1 k = 6k; (¢1+1 - q)i) . (6)

i+1 it+1

M, 4+2M, (Ei T b

Se il prodotto EI=k é costante in tutte le campate, la (9-6) si scrive

M 6 + 2M, (b b)) + My by = 6k (P — @) - (D

L’equazione (9-1), e cosi le altre da essa derivate, contiene soltanto
tre incognite se i ¢ sono noti; essa prende nome di equazione dei tre mo-
menti (Clapeyron, 1857).

Se le campate di estremitad sono incastrate, alle equazioni del tipo
gia esposto, relative a due campate successive, si aggiungono due equa-
zioni, relative una alla prima ed una all’'ultima campata, e contenenti due

sole incognite ciascuna. La prima equazione & quella di congruenza nel-
'incastro di sinistra, e si scrive, se ¢, & la cedibilitd angolare elastica del-
I'incastro (fig. 9-3)

— M,a® + M, B1 + 9. = M, g,

da cui si ottiene

Mo (80 + a1s) - Ml Bl R Cplos . (8)

Nello scrivere la (9-8) si & assunto che il segno di M, ed M, sia quello che
a loro spetta considerandoli come caratteristiche della sollecitazione interna, cioe
come momenti flettenti, e non come coppie. La (9-8) pud anche ritrovarsi dalla
(9-1) considerando l'incastro come una campata scarica appoggiata all’estremo di
sinistra, e che precede la campata 1; e cioé la (9-8) pud trarsi dalla (9-1) ponendo

= — d —
M .=0 , M =M, , o= g y X S=as

1-1 1

M,, =M , B,= B, + @, %=¢> , ¢=0.
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La seconda equazione si scrive (fig. 9-4)
— M,_, [311 + M, GChd -+ C?h()d = — M, g, ,

da cui si trae
— M,_, ﬁh + M, (@8 + &) = — Cth . (9)

Anche nelle (9-8) e (9-9) i cedimenti degli appoggi compaiono nelle ro-
tazioni ¢, e ¢,°, come nella (9-1).
Se i cedimenti sono noti, le (9-1) contengono tre sole incognite, le

‘ h—l ‘v Y ‘ Bh
h-1 = h 2

M. " ‘ l ’NIK M,
= e
Fic. 9-4

(9-8) e (9-9) due. Se invece i cedimenti sono di carattere elastico, e quindi
a priori incogniti, 8, e funzione, attraverso R,_, ed R;, di M,_,, M,_,, M,
ed M,,,, e 8, é funzione, attraverso R; ed R,,,, di M,_,, M;, M,,,, M,,.;
sostituendo questi valori nella (9-1), si perviene ad una equazione in
cinque momenti incogniti (equazione dei cinque momenti).

2. 1l calcolo delle reazioni degli appoggi; i diagrammi del momento, del taglio,
degli spostamenti.

La reazione R; del generico appoggio i si calcola come somma della
reazione R in i della trave appoggiata i soggetta ai carichi applicati ed
alle coppie M,_, ed M;, e della reazione R, in i della trave appoggiata
i+ 1 soggetta ai carichi applicati ed alle coppie M; ed M,,, (fig. 9-1). 1l
segno delle coppie M é quello che loro spetta considerandole come mo-
menti; si ha percio

Rt —pe Mo M
L !,
s 08 Ml Mi+1
Ri+1 :R1+1 -+ €1+1 - [1+1
Ro=R¥— L 4 LR et M
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dove R ed R,,,” sono le reazioni indotte dai carichi applicati sull’ap-
poggio i rispettivamente delle due travi i ed i +1 considerate appoggiate
agli estremi. ,

Lo studio della trave continua si completa disegnando i diagrammi del
taglio e del momento flettente e, se necessario, degli spostamenti.

Wj li Jl "ltl 1
P ‘
[EINAESARARA ESRUNARRRRANNRURANRSI]
1 f—1 i i+1 5
! et i A i+ 1 vt ?

ﬂﬂﬂ%m 5 I “
ll = I

i' ) R, ~-Te+ T, =0
R,

Fi1c. 9-5

Il diagramma del taglio si ottiene ricavando per ogni appoggio i va-
lori del taglio T e T,,® a sinistra e a destra di esso; questi valori sono
forniti dalla prime due delle (9-10), e precisamente

T4 =— RS
T = — Riys® . (11)
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Per ciascuna campata, si disegna poi il diagramma del taglio (fig. 9-5) a
partire dal valore di sinistra e sottraendo le forze che si incontrano pro-
cedendo verso destra; alla fine della campata i si deve, cosi operando,
ritrovare come valore del taglio quello T, fornito dalla (9-11).

Si osservi che risulta (fig. 9-5)

R, =T — T, ¢ (12)

Il diagramma del momento flettente si ottiene riportando in corrisponden-
za di ogni appoggio il valore del momento flettente, e disegnando per cia-
scuna campata la superficie semplice dei momenti avente per fondamen-
tale la congiungente gli estremi dei momenti sui due appoggi che la li-
mitano (fig. 9-5).

Il diagramma degli spostamenti si disegna utilizzando qualsiasi pro-
cedimento valido per le travi appoggiate, considerando ciascuna campata
come una trave appoggiata e soggetta al diagramma dei momenti effet-
tivi; dovranno alla fine risultare uguali gli angoli di rotazione delle se-
zioni estreme corrispondenti.

3. L'equazione dei quattro momenti.

Se la trave & flessionalmente solidale con i ritti sui quali poggia —
trave solidale con i piedritti — il momento flettente nella sezione a si-
nistra di un ritto non coincide con quello nella sezione di destra; per-
tanto l'equazione (9-1) non & piu valida. Conviene in questo caso sce-
gliere come incognite non pili i momenti flettenti sugli appoggi, ma le
coppie di incastro alle estremita delle travi; la differenza & solo nel segno,
poiche le coppie di incastro sono in ogni caso positive se, considerate agenti
dal vincolo sulla trave, hanno verso antiorario.

L’equazione di congruenza in corrispondenza del piedritto i (fig. 9-6)
si scrive in questo caso come segue:

CPiOd + mi—l, i Bi + mli, o o= P41 -+ M, iy &gy mz’i+1, i Bi+1
oppure nell’altra forma
an_l, i Bi -+ 311, o1 o — Jufx i+l Gigr® — m1+1, i Bi+1 = 141" — CPiOd . (13)

La (9-13) ¢ la cosiddetta equazione dei quattro momenti; meglio andreb-
be chiamata equazione delle quattro coppie. Nella (9-13) si & indicata
con JMN;_,, ; la coppia di incastro nella sezione i—1 della trave compresa
trainodi i—1 ed i
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Sovente alla (9-13) si da una forma piu elegante‘utilizza.ndo le cop-
pie di incastro perfetto. Poiché infatti é

m—ti_l,i Bi + 51—11, i ot = — (PiOd

- CP1+1°S ’

mi,1+1 o41® + mi-v—l,i BH-I

la (9-13) puo scriversi

My By 4 My ad — My iy %ie® — Migr i B = (14)

— Ty d nr =y
= mi—l,i Bi + mi,i—l o — mi,i+1 %y — m1+1,1 Bi+1 .

1 cedimenti degli appoggi compaiono nelle rotazioni ¢° o nelle coppie d’in-

castro perfetto 1, in modo del tutto analogo a quanto gia detto nel § 9-1.
Si osservi che l'equazione (9-13) o (9-14) puo essere scritta anche per
la trave i ed il ritto i— 1 che lo precede, o il ritto i che lo segue (fig. 9-6);

le convenzioni sui segni di IR, IN, ¢ e ¢ restano invariate, dipendendo

i—1 i - i+ 1
i i+1
i—1 i 1 +1
mi-\,l l I mtl-l
N N\
m, ., l m,
z ' r~
. e

Fic. 9-6

soltanto dall’orientamento degli assi y z nel piano; in particolare, il se-
gno dei ¢ per i ritti &, come per le travi, positivo quando corrisponde ad
una rotazione positiva, e cioé antioraria (fig. 9-2).

Si osserva che, scritte le equazioni dei quattro momenti per la trave 1
ed il ritto i, e per le travi i ed i + 1, 'equazione relativa al ritto ¢ ed alla
trave i+ 1 & conseguenza delle prime due. Si osservi pure che per ogni
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nodo i si puod scrivere la relazione di equilibrio
Zh mlih —_ 0 ' (15)

e cioé in ogni nodo il numero di coppie incognite & uguale al numero
delle aste concorrenti diminuito dell'unita. Se quindi le ¢ per le travi e
per i ritti, e cioé gli spostamenti dei nodi, sono nulli, o per lo meno noti,
le equazioni del tipo (9-14) e (9-8) sono in numero pari a quello dei mo-
menti incogniti; per esempio nella trave della fig. 9-7, i momenti inco-

Fi1g. 9-7

gniti sono 17, mentre possono scriversi 10 equazioni del tipo (9-14), e
7 del tipo (9-8) (*).

Le cose si complicano assai se gli spostamenti dei nodi sono inco-
gniti; se cioé la struttura & tale che per effetto delle forze i nodi subiscono
degli spostamenti.

A tale riguardo si precisa che, se si tiene conto delle deformazioni da
sforzo assiale, tutte le strutture sono di tale tipo, ad eccezione della trave
continua su appoggi fissi studiata nel primo paragrafo. Se si trascurano
invece le deformazioni da sforzo assiale, si da spesso il caso di strutture

Fic. 9-8

i cui nodi non si spostano per effetto dei carichi; cido pud accadere o per
la disposizione dei vincoli, che comunque impediscono gli spostamenti dei

(*) In un nodo in cui concorrono h aste sono presenti h—1 incognite, e si
possono scrivere h— 1 equazioni del tipo (9-14), relative all’accoppiamento 1.2,
1.3, 1.4, ...1.h,
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nodi (figg. 9-7 e 9-8), o per particolari condizioni di simmetria di strut-
tura e di carichi applicati, come negli esempi delle figg. 9-9 e 9-10. Espli-
citamente si avverte che non sempre simmetria di struttura e di carichi

|
|
|
i
i
l
!

F16. 9-9

comportano inamovibilitd dei nodi; esempio classico & quello della fig. 9-11
(telaio cattedrale) in cui i due traversi pill bassi presentano, per carichi
simmetrici, due spostamenti orizzontali uguali e contrar.

*M @ TR

Frc. 9-10

‘La valutazione della traslabilitd dei nodi, e dei parametri indipen-
denti da cui gli spostamenti dei nodi dipendono, si puo effettuare come

iz

Fic. 9-11

segue. Poiché si trascurano le variazioni di lunghezza delle travi per
effetto degli sforzi assiali, gli estremi degli assi di ogni tratto rettilineo
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di trave non presentano spostamenti relativi (*); infatti tali spostamenti
non possono essere provocati neppure dalle deformazioni flessionali, nel-
I'ipotesi di piccolezza degli spostamenti. La possibilita di spostamenti
dei nodi & condizionata dalla inesistenza dei suddetti spostamenti relativi,
e solo da essa, e corrisponde percié a quella di un sistema olonomo de-

|

F1g. 9-12

rivato dall’effettivo interponendo delle cerniere in corrispondenza di
tutti i nodi e di tutti gli incastri. La struttura della fig. 9-8 & a nodi fissi,
come si usa dire, perche quella da essa derivata nel modo ora detto non
ha gradi di liberta (fig. 9-12); la struttura della fig. 9-11 & invece a nodi
spostabili, perche la struttura con cerniere é labile (fig. 9-13), ed i pa-

F1c. 9-13

rametri da cui dipendono gli spostamenti dei nodi, e quindi le rota-
zioni, sono i tre gradi di libertd A, A, A,. Cosi si riconosce che la strut-
tura della fig. 9-7 & a nodi fissi, quella della fig. 9-9 a nodi spostabili e
ad un sol parametro, quella della fig. 9-10 a nodi spostabili e a due pa-
rametri.

(*) Si ricorda (§ 6-4) che per spostamento relativo tra due punti si intende
la variazione di distanza tra i punti stessi.
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In presenza di carichi simmetrici, la possibilitd di spostamenti e.limi-
tata dalla condizione di simmetria; quindi le strutture delle figg. 9-9 e
9-10 caricate come in figura sono da considerarsi a nodi fissi; quella della
fig 9-11 a nodi spostabili, ed i parametri da cui dipendono le rotazioni ¢
si riducono ad uno (A,=—A4,, A,=0).

Se la struttura & a nodi spostabili, occorre nelle equazioni del tipo
(9-14) e (9-8) esprimere i momenti M attraverso gli angoli ¢, che sono
a priori incogniti; alle equazioni del tipo (9-14) e (9-8), che sono in nu-
mero pari a quello delle coppie IR incognite, occorre aggiungere altre
equazioni in numero pari a quello dei parametri da cui dipendono gli
angoli ¢. Tali equazioni possono ottenersi esprimendo condizioni di equi-
librio di parti della struttura ottenute sezionando quest'ultima in modo
opportuno. Si consideri per esempio 1a struttura della fig. 9-14; per essa

q:
T}
1 L
F,
S, —
Q — T T T T T
EmF
b, F,
hl - cvm——
al sl_.__.__A____. -k e e ——— . —d
A B C
o v a b
Fig. 9-14

possono scriversi 10 equazioni indipendenti del tipo (9-14) e 4 del tipo
(9-8), e cioé in complesso 14 equazioni. I momenti incogniti che compaiono
in tali equazioni sono 14; perd come incognite compaiono pure, attraverso
gli angoli ¢, le traslazioni A, e A, dei traversi. Occorrono quindi altre
due equazioni. Si effettui un taglio della struttura secondo un piano oriz-
zontale S, S, che impegni i quattro ritti inferiori; 'equazione di equilibrio
alla traslazione orizzontale della parte di struttura ubicata al disopra del
piano S; S, si scrive

JTLAE + mm bl MBF + mm
ia T VTEA L p L T
. + F B -+ n, +
(16)
Mea + Mac o+ Moy + M

= F F, .
b . .+

Si effettui poi un taglio secondo un piano S, S, che impegni i due ritti
superiori; I'equazione di equilibrio alla traslazione orizzontale della parte

# Franciosi - Volume III - Tomo 1I 5
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di struttura al disopra del piano S, S, si scrive

o} 18 M M [ b,
Fr;lf‘ IF_I_ GL:I— LG“I—Fz’H“:Fz- (16")

Le equazioni (16) e (16’) sono le altre due equazioni necessarie per
ottenere le 16 incognite I e A.

Si osservi, sempre con riferimento alla struttura della fig. 9-14, che il grado
di iperstaticita & 12; le incognite del problema, secondo la via ora esposta, sono
invece 16.

Si osservi pure che delle 16 egquazioni utilizzate 14 sono di congruenza, e 2 di
equilibrio.

Tutto cid e in accordo con il metodo generale di soluzione delle strutture
iperstatiche, per cui si puo adottare come struttura principale una struttura deri-
vata dalla prima introducendo in essa un numero i di snodi semplici (o equiva-
lenti) pari al grado di iperstaticita (metodo usuale, gia adottato nel § 2-7)
oppure una struttura derivata dalla prima introducendo in essa un numero s di
snodi semplici, superiore ad i, ed un numero di vincoli semplici (0 equivalenti)
pari alla differenza s—i. In tal caso occorre, per ricondursi alla struttura reale,
applicare reazioni in corrispondenza degli snodi e spostamenti in corrispondenza
dei vineoli.

? i

- i

Fic. 9-15

Mentre nel primo caso si scrivono i equazioni di congruenza, nel secondo caso
si scrivono invece s equazioni di congruenza ed s —i di equilibrio; infatti si deve

F16. 9-16

imporre la condizione che in corrispondenza degli snodi introdotti siano nulli gli
spostamenti (relativi o assoluti), e che in corrispondenza dei vincoli introdotti siano
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nulie le reazioni. Le incognite, nel secondo caso, sono le s reazioni corrispondenti
agli s snodi, e gli s — i spostamenti corrispondenti agli s —# vincoli. Nel caso della
fig. 9-14 la struttura principale & quella della fig. 9-15; risulta i =12, s = 14;
le equazioni che si scrivono sono 14 di congruenza e 2 di equilibrio; le inco-
gnite sono 14 momenti e 2 spostamenti. Nel caso della fig. 9-16 la struttura prin-
cipale & quella della fig. 9-17; ¢ i = 9, s = 12; le equazioni sono 12 di congruen-

o—

F1e. 9-17

za e 3 di equilibrio (equazioni di equilibrio alla traslazidone delle parti situate al
disopra delle sezioni S,8,, 8,S,, S,S, della fig. 9-16, equivalenti alla condi-
zione di reazione nulla nei tre appoggi supplementari); le incognite sono 12 mo-
menti e 3 spostamenti.

Si avverte esplicitamente che le equazioni del tipo (9-13), o (9-14)
e (9-16) possono scriversi per qualsiasi insieme di travi collegate alle
estremita.

4, L'equazione delle cinque rotazioni.

Si da spesso il caso che sia pili agevole condurre la ricerca delle inco-
gnite iperstatiche operando su una struttura iperstatica, anzicheé isostatica,
a volte addirittura pili iperstatica di quella reale. La trattazione che si

| | B

wps e
.

e

e ] e v
F1c. 9-18

svolgera in questo paragrafo € un esempio classico in merito. Si consideri
un telaio a nodi fissi, i volte iperstatico (fig. 9-18); esso andrebbe risolto
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scrivendo i equazioni del tipo (9-14) e (9-8). Si operi invece sulla strut-
tura derivata da quella reale imponendo n vincoli che possono impri-
mere rotazioni ¢ anelastiche agli n nedi; la struttura risulta cosi i4n
volte iperstatica, le incognite sono le n rotazioni ¢;, e il problema va ri-
solto scrivendo n equazioni di equilibrio. Queste ultime esprimono le
condizioni che i vincoli aggiunti in corrispondenza degli n nodi non
sviluppino reazioni, e cioé che le somme delle coppie di incastro in ogni
nodo siano nulle. Con riferimento al generico nodo i si scrive percio la
seguente equazione:

Iy ﬁih + P Zn Pin + Iy $h thi Phi = 0. (17)

Nella (9-17) si é indicato con ¢, la rotazione del nodo i, con h uno dei
nodi adiacenti ad i; JR,, & la coppia di incastro nell’estremo i della trave
i h perfettamente incastrata alle estremita, provocata dai carichi e dalle
distorsioni agenti sulla trave i h (coppia d’incastro perfetto). La quantita
(vedi 8-29)

@i
Pifmn — —

LY 2N
(111

e la coppia nell’estremo i della trave ih perfettamente incastrata in h
e connessa con la rotazione angolare ¢; dell’estremo i.
La quantita

1

(18)

Pih -
in

rappresentante la coppia in i connessa con la rotazione angolare unitaria
in i e nell’ipotesi che h non ruoti, prende nome di rigidita in i della trave
i h. Analoga definizione vale per la rigidita g,, in h della trave i h.

La quantita (vedi form. 8-21)

B

Vi %in

thi Phi — —

e (fig. 9-19) la coppia d’incastro nell’estremo i della trave ih perfetta-
mente incastrata in i, connessa con la rotazione angolare unitaria del-
I'estremo h.

La quantita

ty = — , (19)
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rapporto tra i valori della coppia in k e della coppia d'incastro in ¢ con-
nesse con una qualsiasi rotazione angolare in h e nell’ipotesi che i non

T T

NY

¥ A

m. e - M| =
= = = ubuw
- Bun — T
e Tni Fin

= tu Gn P

M

Fic. 9-19

ruoti prende nome di coefficiente di trasmissione da h ad i; analogamente
si definisce il coefficiente di trasmissione t;, da i ad h.
Si verifica I'uguaglianza

Pin tin = Pt b 5 . (20)
essa esprime l'uguaglianza dei lavori mutui connessi con due .distorsioni

angolari uguali agenti in 7 ed in h, e deriva dal teorema di Volterra.
Se le travi sono a sezione costante, e

4 EI
Pin = Pni — T
(21)
1
th = ty = ?
e la (9-17) si scrive
thih+CPiZhP1h+EEhCPan=O'-' : S (22)

Le (9-17) e (9-22) sono state sc‘ritte nell'ipotesi che in tutti i nodi h esi-
stano incastri. Se la trave ik & incernierata in h, (cid in genere pud capitare



70 SCIENZA DELLE COSTRUZIONI VOL. III

solo se h & un vincolo al suolo) il termine corrispondente nella terza sommatoria
della (9-17) si annulla, e il corrispondente valore di p;, é fornito da

1
Piph=—": (23)
%in

nell’ipotesi di trave a sezione costante & in tal caso

3E I

b= - (29)

Le equazioni (9-17), o (9-22), sono in numero pari a quello dei nodi,
e forniscono le rotazioni ¢; di questi ultimi. Dai valori ¢, si risale alle
coppie d’'incastro attraverso la relazione

My, = ﬁm + 1P T Pntuipn s (25)
se la trave i h & a sezione costante, la (9-25) si scrive

— 1
My, = M, + Qipm + ? Pn Cni > (26)

se in h la trave i h & incernierata, la (9-25) si scrive
My, = 51—1111 + %1 Pin - 27

La convenienza di operare su una struttura piu vincolata di quella
reale, dipende dal fatto che in una struttura siffatta le relazioni che le-
gano le reazioni vincolari ai carichi, alle distorsioni ed ai cedimenti dei
vincoli — ivi inclusi quelli aggiunti — sono di scrittura immediata; inol-
tre il numero n dei nodi, e quindi I'ordine del sistema da risolvere, & in
genere nel caso dei telai molto inferiore al grado di iperstaticita della
struttura. Le equazioni del tipo (9-17) si chiamano equazioni delle cin-
que rotazioni, perché in ciascuna di esse compaiono in genere non pill di
cinque incognite, e prendono nome da W. Gehler (1916).

Se il telaio & a nodi spostabili le (9-17) vanno modificate; si opera
in tal caso sulla struttura derivata da quella reale imponendole, oltre ai
vincoli che imprimono le rotazioni dei nodi, altri che imprimono gli
spostamenti; questi ultimi equivalgono a tanti vincoli semplici quanti sono
gli m parametri A da cui dipendono gli spostamenti dei nodi stessi. Alle
n equazioni di equilibrio relative ai vincoli che imprimono le rotazioni
dei nodi si affiancano percid le m equazioni di equilibrio relative ai vin-
coli che imprimono gli spostamenti; queste esprimono la condizione che
siano nulle le reazioni corrispondenti ai A.
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Il caso dei telai a ritti verticali e traversi orizzontali continui, che é
di gran lunga il piui frequente, & anche, per fortuna, quello di pili semplice
soluzione (fig. 9-20). I parametri A sono gli spostamenti dei trasversi,

L ! ! .

h, —
| s, /
i ’ h
h,
—— o . A‘
h, /

o L —y— * m L

F16. 9-20

considerati positivi se diretti verso destra, e sono in numero pari a quello
dei traversi stessi; le rotazioni ¢ sono nulle per i traversi, ed uguali per
tutti i ritti di un piano; in particolare, per i ritti del piano compresi tra
il traverso r inferiore e quello s superiore e

A, — A,
q)rs = — '“_"‘E_" ’ (28)

ove {,, e 'altezza del piano. La ¢ & positiva se antioraria.

Nell’espressione (8-25) della coppia d’incastro IR, occorre percio ag-
giungere il termine dovuto alla ¢y, se ih & un ritto; questo termine &
fornito da

— G P — Pin Pnitu
e ciog, per le (9-20), da
— Ginpm (1 + tw) -
Si ha cosi, in luogo della (9-25),
I, = My + Qipm + @nontn — Gmem 1+ tw) - ()
Adottando la simbologia |

Em — fPin (1 4 tin) (29)
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la (a) si scrive
Jn'ih — —ﬁih + Qi Pin + Pn Phi t — Gin Eih . (30)

Per trave di sezione costante e

3 6 EI
Eihzghi:?Pih:T'
11 taglio nel ritto i h é fornito da
My, + My,
Ty =Ty + ————, (b)

f’ih

dove con Ty° si indica il taglio nel ritto appoggiato. Attraverso le (9-30)
la (b) si scrive

Ein hi in T+ Eni
: -+ ©n E — Qin “g—“‘"*i ’ (c)

Tih — Tih + Qi
in bin bin

dove Ty, & il taglio provocato sul ritto dai carichi su esso agenti, nelle con-
dizioni di incastro perfetto.
Adottando la simbologia

gy = (31)
N
la (c) si scrive
Ty = Tih + Pi Kin -+ %n Ky — Gin (kin + kuo) - (32)

L’equazione (9-17) di equilibrio in corrispondenza del nodo i si modifica
percio come segue:

Zn :j'iih + P ZnpPin T+ ZhPnthi Pt — Zn Pin Eih =0, (33)

I'ultima sommatoria & estesa solo ai ritti che concorrono in i.

Le equazioni esprimenti essere nulle le reazioni dei vincoli che impe-
discono le traslazioni dei traversi equivalgono a quelle esprimenti essere
la somma dei tagli ai ritti di un piano uguale alla somma X, H delle com-
ponenti orizzontali delle forze agenti al disopra della sezione rispetto alla
quale sono stati calcolati i tagli. Tale equazione si scrive (le sommatorie
sono limitate ai ritti tagliati dalla sezione)

2T + D (i kin + 9nkn) — O Z¢ (Kiy + ky) — S H=0. (34)
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Si avverte che il taglio & positivo se, agente sulla faccia al disopra della se-
zione, & diretto verso sinistra; una forza H é positiva se diretta verso destra.
Infatti il verso delle forze e delle coppie & collegato a quello degli assi ¥ e 2,
il verso delle caratteristiche a quello di n e /f (§ 6-3), tenuto conto che m é orien-

tato verso l'osservatore, e quindi il verso nt & antiorario. Se il verso positivo di
t é verso l'alto (ascissa crescente verso l'alto) n é orientato verso destra. Si ricor-

da che il segno di T non cambia (a sinistra sulla faccia superiore) cambiando
verso a t.

Le equazioni (9-33) e (9-34) risolvono il problema; esse si chiamano
sovente equazioni dei nodi ed equazioni dei piani.

5. La risoluzione per successive approssimazioni delle equazioni dei nodi e dei
piani.

La risoluzione del sistema delle equazioni (9-33) e (9-34) puo essere
condotta per iterazione (Sparacio) [17]; la convergenza & buona, perche
i coefficienti della diagonale principale del sistema sono preponderanti.
Conviene operare sullo stesso schema del telaio; nel seguito si fornisce
qualche esempio in merito.

Si consideri il telaio a due ritti e due traversi della fig. 9-21: le
quantita MM, o, , k sono consegnate nella tabella. Le operazioni di itera-
zione sono condotte sullo schema della fig. 9-22 a. Si inizia dal nodo A, e si
calcola ¢, ponendo ¢p= =0, <p1:0; si ha cosi dalla (9-33)

LMy, 12.000
108y = — — = — = — 300 .
(pan+ Pac) 107° 40
Si passa poi al nodo B, e si calcola ¢ ponendo ¢, =—300, ¢, =0, ¢, =0,

si ha cosi, sempre a meno di 107,

1
— 5 Mgy — —
o Bh T 5T PAPBA 19 000 -+ 4.500 i
¥ = (PBA+pB‘D) 107 o 46 o a

In D si ha

1
12.000 — 5 - 358,6 - 16

106 - o — — 1201 .
o 20 - 40 + 16




74 SCIENZA DELLE COSTRUZIONI VOL, III

In C si ha infine

1 1
— 12.000 +- ? 10 - 300 — 5-40 - 120,1

108 - o, = — — 1954 .
o 10 - 40 + 16

Calcolate tutte le rotazioni ¢ in prima approssimazione, si passa al cal-

1 6.00 m |
T H
4t/m
b I T T
A I, B
@ -®
6.00m |9 VA
4t/m
o AR
C I, D
@-- e
6.00 m
I, A
E F
' ]
asta |OM (Kgm)| p (Kgm) | & (Kgm) | k (Kg)
AB 12000 | 30-10° _ —
CcD 12000 | 40-10° — —
AC — 10-10° | 15-10° | 25 10°
BD _ 16-10° | 24-10° | 4. 10°
CE — 16100 | 24100 4.10°
DF _ 20-10° | 30-10° 5-10°
Fig. 9-21

colo in prima approssimazione delle ¢ attraverso le (9-34); si ha cosi, per
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Pa L7
T = 12000 IIM =~ 12000
Ip = 40 Ip = 46
1 - 300,0 2 358,68
13 — 398,2 14 392,1
19 - 397,8 20 391,3
25 — 398,0 26 391,7
¢,
31 - 398,1 32 391,8
5| 52,0
11| 654
17| 658
23! 66,4
29| 66,4
Pc ¥p 35 66,4
LR = 12000 LI =—-12000
Zp = 66 Zp = 76
¢
4|  -—1954 3 120,1 -
6] -100
10 - 201,0 9 188,1
12 - 15
16 - 195,6 15 193,1 18] —101
22 - 1815 21 192,9 24| -11,0
28 - 190,8 27 192,3 30 —11,0
3¢ —190,7 33 192,1 36| -1L0

Fic. 9-22a
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il piano superiore,

108 - U, = (CPA + ‘:Pc) kAc + ((PB -+ (,OD) kBD .
L (2kpc+ 2 kpp) 107° T

— 495,4 - 2,5 - 478,7 - 4
= T — 52,

13

e per il piano inferiore

100 - 0, = Pc kCE + %)) kDF _
(2kep + 2kpp) 107°

—1354-44120,1-5
= + = — 10 .
18

Completato cosi un primo ciclo, si inizia un secondo, calcolando ¢pa in
seconda approssimazione attraverso i valori di prima approssimazione di

%8y $c © O, :
— 12,000 — 358,6-15 4+ 1954 -l5 + 52-15

— = — 390,5 .
¥a 40

Calcolate cosi ¢y, ¢p, 9o, $,, ¢,, si ripete ancora il ciclo, e questo
tante volte finché si consegue la voluta approssimazione. I valori finali
delle ¢ e ¢ forniscono attraverso le (9-30) i valori delle coppie di inca-
stro; per esempio si ha

My = 12000 — 398,1-30 + 391,8-15 = 5934 Kgm
My = — 398,1-10 — 190,7-5 — 664+15 = — 5934 Kgm .

Per gli altri nodi si ha

My, = — 6.218 Kgm My = 4614 Kgm
Mg, = 6212 » Mpe = — 8130 »
Mey = — 4894 » Mpr = 3512 »
Mop = 8214 » Mg = — 1790 »

— 3316 » 1591 »

3
n
5
g
u
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Si verifica che in ogni nodo la somma delle coppie di incastro & nulla.
Il diagramma dei momenti & quello della fig. 9-22 h.

wy
Y
6215
| 7
& eéé
8214 FIR\ A 8130
= A 3512
— 4894 \ ’ l 4614
F
E 22 1190 1591
Fic. 9-22b

Si consideri adesso la trave Vierendeel della fig. 9-23; le operazioni
di iterazione sono condotte sullo schema della fig. 9-24. Si comincia con il
calcolare in prima approssimazione i valori delle ¢, ponendo le ¢ pari a
zero. Per la sezione 1-1 risulta

. H 6000
108 - ¢, = — =

— = — 160 ;
Iy (kin + ky) 107° 2 - 18,75

analogamente si calcolano i valori di ¢,, ¢, e ¢,. Nel primo ciclo risulta
¢,=0. I valori delle coppie d'incastro sono riportati di seguito:

Myp = 6.780 Kgm - : Mep = 9.165 Kgm

M,y = — 6780 » ' Mo = 4620 »

Mes = 5.730 » Mep = — 13730 »
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Myr = — 9.900 Kgm IMpe = — 11.830 Kgm
mBC = 4.110 » mDH = 11.850 »
Mes — — 6.045 » Mer = 6.780 »
Mer = 6.010 » Moe = 4740 »
Mg = 5330 » Moy = — 11496  »
Mep = — 9135 » My = — 10680 »
Mg = 3.840 » My = 10.650 »
4.00 T 4.00 6.00
CP @ -0 Kg @
A i B i +C D
h i ¢
@ --®
4.00 a b ¢ d
e f g
E} L p | G : H
6000 Kg ® @ ©) 8000 Kg
zl—_'
y
asta ¢ (Kgm) § (Kgm) k (Kg)
ab.cd.hi 30 < 10¢ 45 X 10° 11,25 X 10°
ef 20 X 10° 30 < 10° 7,50 X 10*
g 20 X 1¢° 30 X 10* 5,00 X 10°
{ 16 X 10° 24 X 100 4,00 X 10¢
F1c. 9-23

Si prenda infine in esame la trave continua della fig. 9-25; i coeffi-
cienti relativi ad essa sono riportati nella fig. 9-26. Si voglia tracciare la
linea d’influenza del momento flettente in A per una forza verticale viag-
giante. Le tre campate sono uguali, e presentano le seguenti caratte-
ristiche:
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CAP. IX

¥2-6 "OL1
og W+ s z¢ &%
47 o1 + [Tk 0¥ LE
43 CoovL + |08 8z 1A
02 0zl + (81 9t gl
8 6L+ |9 ¥ [
9 = 93 99 = 93 oL =
0 =UX 0 =X 0 =
O \
6 + (8%
ge + |9
6g 681 + |gS -861 + (IS 0s 9 + 52
£¥ 61 + (¥ 161 + |6€ 8 0 + |31
1€ 181 + |62 61 + |L2 92
61 821 + L1 8L + ot ¥l 0
L £01 + |8 Wl + | 3 b
05 = 9% 08 = 6= 93
0 =uUX 0 =uUC3 0 =uUCI
b th| 099 + % 9% 5 20g
cg| g9 + el our 16T
£g| o9 + | sul %82
11| 665 + o1 qu 157
Wb+ 051 091
°h 2t ‘b
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luce m 30
altezza agli estremi m 3
altezza in mezzeria _ m 1

momento d’inerzia agli estremi m* 1
momento d’inerzia in mezzeria m* 0,1

e tm 1,352 - 10°
t 0,712 .

Le coppie d’incastro perfetto indotte in 1 e B da una distorsione uni-

———————

; 30.00 ? 30.00 ? 30.00 ?
Fia. 9-25 .
taria negativa in A sono fornite da (9-30)
My = — My = — 0,5-1,352-10°- 0,712 = — 0,48 - 10° tm ;

le coppie d’incastro perfetto indotte in A da una distorsione in A stesso
sono uguali e contrarie, e quindi in A ¢ SM=0.

F ~ = 5

I @ =20 ‘ Pa l Pn . = 0
T TtM=0 LM = 048 X 10°
Lp = 2704 X 10 Ip = 2704 X10
2 + 0.063 1 = 0177
4 + 0072 3 — 0.199
6 + 0.071 5 -~ 0.202
Fic. 9-26

Dopo aver eseguito i successivi cicli di operazioni, risulta ¢, =0,071,
s = — 0,202; dunque la rotazione della sezione a sinistra di A & pari a
—0,5+0,07—=—0,43, e la rotazione della sezione di destra e pari a
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+ 0,5 + 0,07=10,57. Le rotazioni ¢, e ¢, sono nulle. La linea d’influenza

! : PN
1 A B 9
288 C2H52885538885888838838439¢8¢8
SO O S NN NN M CS - M P NN A DSOS ™ e~ OO0 OO
I T T T T e o e O S O O O B R e T

Fie. 9-27

(fig. 9-27) si e tracciata sfruttando i dati in appendice, attraverso il pro-
cedimento gia esposto nel § 8-9.

6. Il procedimento di Kani.

Nella risoluzione per successive approssimazioni delle equazioni dei
nodi e dei piani le coppie di incastro si calcolano attraverso le (9-30) alla
fine del procedimento, dopo aver ottenuto i valori delle ¢ e ¢ con l'ap-
prossimazione desiderata. E’ possibile perd calcolare le coppie di incastro
in tutte le fasi del procedimento di successive approssimazioni; a questo
si riduce in ultima analisi il procedimento di G. Kani (1958). E’ interessan-
te perd la pratica operativa del Kani; essa si esporra con riferimento ad al-
cuni esempi concreti.

a) Telai a nodi fissi formati da travi di sezione costante.
La (9-30) si scrive, nel caso in esame,

_ 1
My = My + ¢ om + E %n Pin » (35)

se si chiama
2My, = @ipnm ’ (36)

la coppia generata in i da un cedimento angolare ¢,;, la (9-35) si scrive
My, = ﬁih + 2Ny + My . 37

Dalie (9-37), sommando i termini relativi a tutte le travi che concorrono
nel nodo i, si ha

25, My, = — 3 ﬁih — My ; (38)

% FrANcIosI - Volume III - Tomo II , 6
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infatti & 2, M,,=0. La (9-38) mostra che, una volta conosciute le rota-
zioni ¢, dei nodi adiacenti ad i, e quindi le coppie IRy, & nota anche la
somma delle coppie generate in i dalla rotazione ¢;. Conosciuta questa
somma, le coppie 21U, che interessano le singole travi si ottengono sud-
dividendo la 2%, I, in parti proporzionali alle rigiditd p,,; infatti é
(9-36)

20,
= ¢; = cost
Pin
da cui si frae
20 SR
| £in L Qin
2Myy = 25, My — (39)
5 Fin
I numeri
1
ot Pin ] (40)
2 I Pin

si chiamano fattori di rotazione, e la loro somma in ogni nodo & pari a
—1/2; per ottenere la coppia IN',, basta percid calcolare la somma

2 My, + LMy (41)

e moltiplicarla per il fattore di rotazione relativo all’asta ih. Se i valori
di ¢, sono esatti, risultano anche esatti quelli di Iy, ; se i valori di ¢,
sono approssimati, lo sono anche quelli di JR';,, ma poiche nell’espressione
(9-41) la prima sommatoria & esatta, e nella seconda gli errori in genere
si compensano, i valori di IJ;;, sono molto piu vicini al vero di quelli
delle ¢, .

Si procede percio assegnando un certo insieme di valori ¢ di prima
approssimazione, pil 0 meno vicini al vero; in mancanza di questi dati, che
possono essere suggeriti dall’intuito o dalla esperienza, si possono asse-
gnare alle ¢, in prima approssimazione, valori nulli. Si parte poi da un
nodo qualsiasi; in esso, se le ¢ di prima approssimazione sono nulle, si ri-

partisce la ¥, IR, secondo i fattori di rotazione. Passando poi ad un nodo
k adiacente al primo, si trova per esso il solo NN, diverso da zero: quello
relativo al primo nodo, ottenuto nella ripartizione precedente; nel nodo k
percio si ripartisce la somma ¥, M, + M’y secondo i fattori di rota-
zione. Dopo aver cosi considerato tutti i nodi, si & compiuto un ciclo in-
tero di ripartizioni. I1 ciclo si ripete tante volte finché le differenze tra

/
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gli oy, del penultimo e dell'ultimo ciclo sono trascurabili nell’ordine
di approssimazione desiderato. Dalla (9-37) si ottengono infine i valori
delle coppie d’incastro.

Si consideri il telaio della fig. 9-21, e si trascurino gli effetti degli spo-
stamenti orizzontali dei nodi. Si traccia uno schema del telaio, ove in

A £ |+ 12000 — 12000 B
T — 4500 + 5380
— 6150 + 5595
— 0,125 — 6220 + 5500
— 6180 + 5480
— 1500 + 2870
— 2055 + 3000
— 2070 + 2930
— 2060 + 2020
— 1015 + 1380
— 1015 + 1380
— 1010 + 1354
— 975 + 960
~ 0,076 — 0,105
c 8\ + 12000 — 12000 {8 D
-3 =3
| 3915 + 2400 \ |
— 4050 + 3400
— 0,121 — 4055 + 3450 — 0,132
— 4055 + 3450
— 1560 + 1204
— 1615 + 1704
— 1620 + 1730
— 1620 + 1730
E 0 0 F
czand T
F1a. 9-28

corrispondenza di ogni nodo sono disegnati due cerchi concentrici (fig. 9-

28); nel cerchio interno si scrive il valore della %,IR,, relativa al nodo,
nella corona circolare i valori dei fattori di rotazione (9-40).
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In corrispondenza degli estremi delle travi si riportano i valori delle
coppie d’incastro perfetto. Per le travate si consiglia di scrivere questi
valori al disopra dell’asse.

In C &, per esempio,

PCA == 10 ’ 106 Kgm
pCD —_ 40 ‘ ].0G »
PCE e 16 * 106 »

e quindi i fattori di rotazione sono rispettivamente

10
— 05 — = — 0,076
66
40
— 0,5 — = — 0,303
66
16
— 05 — = — 0,121 ;
66

le coppie d’incastro perfetto si hanno alle estremitd dei traversi, e sono
pari a

36
+ 4000 — = -+ 12.000 Kgm .

Si inizia il calcolo da un nodo qualsiasi, per esempio dal nodo A. Si
parte da valori nulli per le ¢, quindi la sommatoria (9-41) in A si limita
alla coppia - 12.000 tm; essa si suddivide secondo i due fattori di rota-
zione in A, e i valori —4.500 Kgm e —1.500 Kgm che ne risultano si
scrivono in corrispondenza delle estremita delle travi; per la travata essi
si riportano al disotto dell’asse.

Si passa poi al nodo B; qui é

LMy, + LMy =
— — 12.000 — 4.500 = — 16.500 Kgm ;

questa somma si ripartisce secondo i fattori di rotazione in B, ottenendo
+5.380 per la trave BA e -} 2.870 per la trave BD.

Si sono eseguite le stesse operazioni prima in D e poi in C, e cosi
un ciclo & compiuto.

I
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Lo stesso ciclo si & ripetuto altre volte, finché cioé i valori delle
I si sono potuti reputare coincidenti, nell’ordine di approssimazione vo-
luto (terza cifra significativa, nel caso in esame), con quelli del prece-

w w0
A 2 + 12000 — 12000 [§ B
© ] — 6180 + 5480 \
I/ — 700 — 700 \!
— 0,125 F 5120 — 7220 — 0174
— 2060 + 2920
— 3075 + 4300
— 5135 F 7220
— 4090 + 5680
— 3075 F 4300
— 1015 + 1380
— 0,076 — 0,105
c g\ + 12000 — 12000 [§ D
<) — 4055 + 3450 \ ©
|/ — 605 — 605 \ |
— 0,121 T+ 7340 ~ 9155 — 0,132
— 1620 + 1730
— 1620 + 1730
3240 ¥ 3460
— 1620 + 1730
0| = 1620 o | ¥ 1730
E bz ] F
F1c. 9-29

dente ciclo. Il calcolo delle coppie effettive si pud esprimere quindi sullo
stesso schema; per chiarezza esso si riporta pero in schema a parte (fig. 9-
29), ove sono scritti solo i valori finali delle J1U'. Poiché la coppia INy, €
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fornita dalla (9-37), per ogni trave ih si sommano i due valori My, ed
M’y di M alle estremitd, e si trascrive questa somma alle estremita
stesse; si sommano poi in ogni estremo il valore della coppia d’incastro

perfetto Iy, , quello di IN',,, e la somma IRy, + M, , ottenendo la cop-
pia effettiva I, .

b) Telai a nodi spostabili formati da travi di sezione costante, in pre-
senza di soli carichi verticali.

Lo spostamento relativo A,— A, tra i due traversi delimitanti il ge-
nerico piano t, non accompagnato da rotazioni dei nodi, induce agli estre-
mi dei ritti del piano stesso delle coppie d'incastro I, ; nel caso di ritti
a sezione costante & I, =IMN",,. La (9-37) si modifica percio nel-
Paltra.

My, = My, + 200y, + My + M7y, (42)

il termine IR, tiene conto dei carichi applicati, i termini ' delle rota-
zioni dei nodi, il termine N degli spostamenti dei trasversi. La (9-38)
si modifica nell’altra

2Ny, = — 5, ﬁih — (M + M7y (43)

conosciuti percio i valori di Ny, e di IN”,, & possibile calcolare gli I,
ripartendo la somma X, IR, + %, (N, + IN”,,) secondo i fattori di ro-
tazione (9-40)

I valori delle I, relative ai ritti del piano t si ottengono scrivendo
l'equazione di equilibrio alla traslazione orizzontale della parte del te-
laio al disopra di una sezione che tagli tutti i ritti del piano t (fig. 9-30)

5T = 0. (44)
Poiché &, in presenza di soli carichi verticali,

My, + My

T, =
th i

la (9-44) si scrive, se i ritti sono tutti della stessa altezza (nella fatta ipo-
tesi le coppie d’incastro perfetto sono nulle nei ritti)
LWy + My +M"y, + 2Ny + My, + M) = 0.

Poiché ¢ N, =IM",;, si ha ancora

Zt [3 (m'm +'\7n"h1) + zm”ih] =0

\
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e quindi

3 ,
LMy = — E I (Mg, -+ M) - (45)
Per ottenere la somma delle M” relative ai ritti di un piano t generico

basta percid sommare le coppie R’ agli estremi dei ritti stessi e molti-
plicare tale somma per —3/2.

‘ FEEREERERIN

Privyiisiliyvesvy
1 .

n= =R, ~ —— . .—=™F=. — piano t

L4
|
l
|
|
i

F1c. 9-30

Per suddividere la T,IN”,, tra i ritti del piano t si consideri che lo
spostamento 8, tra le estremita di tali ritti & lo stesso, e quindi pud scri-
versi (8-51) '

m”ih [’zth

& = A, — A, == ———— ' 46
' 6 E, Ly (46)

da cui si trae, essendo i ritti tutti della stessa altezza,

3 )
M = 2, — 2P 5 oW+ M. (@D

Z Pin 2 3 Pin

I numeri
3 Pin

2 I Pin

(48)
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si chiamano fattori di spostamento relativi al piano generico t; la loro
somma & pari a — 3/2.

Se i ritti sono di altezza diversa, le (9-45) e (9-47) si scrivono:

m” 3 m + o
3, m2_~24~ﬂ——3) (45"
‘bih 2 %ih
{
) Pin 7
My = I, (m”m . ) ihfj (477
ih
> (p“‘ ! )

ih

ove { & una lunghezza di riferimento.

Le (9-45) (9-45") valgono se i ritti del piano t sono incastrati in ambedue gli
estremi; se invece tutti i ritti del piano t sono incernierati ad un estremo (cid
in genere puo accadere per i ritti del piano terra) é

Jn’ih
Ty =—
Elh

da cui si trae, per ritti tutti della stessa altezza,

zt (2 'm"m + ‘m'"ih) =0

DI = 28 M
In tal caso i fattori di spostamento sono forniti da

Pin

— 2 .
I, o

Nella fig. 9-31 é riportato il calcolo del telaio gia trattato trascurando
l'eifetto degli spostamenti dei nodi; i fattori di spostamento sono riportati
lungo i ritti, sulla sinistra di ciascuno. Per i due ritti superiori si hanno,
per esempio, i due fattori

3 10
— — — = — 0,578
2 26

3 16
= 0,922,
2 26
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Effettuando un primo calcolo delle coppie ' — e questo coincide
con il ciclo della fig. 9-28 — si sono tratte in prima approssimazione le

+ 12000 — 12000

A B
— 4500 + 5380
— 5850 + 5920
— 6000 + 5890
R — 784 qi— 1250
a| — 945 S{— 1510
1| — 986 | |~ 1570
— 960 + 1525
— 995 + 1440
— 975 + 960
_ oﬁ 0,105
(] . [0
c g\ + 12000 — 12000 (@ D
S ] — 3915 + 2400 \ ©
i/ — 3970 + 3610 \!
— 0,121 — 3860 + 3820 — 0,132
— 1560 + 1204
— 1585 + 1810
— 1520 + 1920
| + 237 2| + 297
8| — 150 81— 188
"-I’ — 253 ke 316

Fic. 9-31

coppie . Per i due ritti superiori, per esempio, risulta
5 My, + M) = + 1355 tm

e quindi le due coppie V" sono rispetivamente pari a — 784 tm per il
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ritto di sinistra e — 1250 per quello di destra; questi valori si scrivono al
centro del ritto relativo, sulla destra.
51 calcolano cosi gli JM” anche per i due ritti inferiori; poi si esegue

>
— 0,375

— 0125

— 2000
— 2960
— 986
— 5946

— 986

0,578

— 4906
— 986
— 2960
— 960

— 0,076

v

— 0,121

— 0.303

— 1540
— 1540
— 253
— 3333

0,667

— 253

+ 12000 — 12000
— 6000 + 5890
— 110 — 110
+ 5890 — 6220
+ 12000 — 12000
— 3860 + 3820
— 40 - 4
+ 8100 — 8220
Fic. 9-32

— 0,263

+ 3140
+ 4655
— 1570

+ 6235

— 0,922

+ 4620
— 1570
+ 4665
+ 1526

— 0,105

— 0,132

+ 1920
+ 1920
—_316
+ 3524

— 316

— 0,833

+ 1604
=316
+ 1920
0

T

un secondo ciclo di calcolo degli U’ attraverso la (9-43); poi un secondo
ciclo di calcolo degli ON”; il procedimento si & arrestato al terzo ciclo. Il
calcolo delle coppie finali & riportato nella fig. 9-32; esso & analogo a
quanto eseguito nella fig. 9-29 per quel che riguarda i traversi, mentre

per i ritti si & considerata, nella somma, anche la coppia "
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¢) Telai con nodi spostabili formati da travi di sezione costante, in pre-
senza di carichi qualsiasi: principio di equivalenza.

Si precisa innanzitutto che le rotazioni ¢ dei nodi e gli spostamenti A
dei traversi in un telaio non variano se ai carichi effettivi si sostituiscono
le coppie JN e le reazioni R di incastro perfetto cambiate di segno. E in-
fatti se i nodi sono costretti, da vincoli aggiunti, all'immobilita, le ¢ e i A
sono nulli, mentre i vincoli esercitano sul nodo le reazioni N ed R; la
condizione reale & data dalla somma di questa ora descritta, e di quella
connessa con le coppie — X, M, e con le forze —I; R, agenti nei nodi,
e solo a quest’ultima sono dovuti i ¢ e i A, nulli nella prima. E’ questo il
cosiddetto principio di equivalenza. Si sostituiscono percio ai carichi effet-

tivi agenti sul telaio (fig. 9-33) le coppie — I, e le forze —R, agenti

Lpiiiid

[1id

TETNEEERE RNNREER

— 1 Tilidid

11

o
F1c. 9-33

in adiacenza dei nodi i sui traversi r (fig. 9-34); nel caso in esame le rea-
zioni verticali non hanno influenza sui valori di ¢ e A, percheé si trascura
la variazione di lunghezza delle aste, e per lo stesso motivo tutte le —R,
relative ad un traverso r possono sommarsi tra loro e con la forza even-
tualmente applicata al traverso stesso, e la somma H, pud supporsi agente
in un punto generico dell’asse del traverso stesso (*).

La (9-44) si muta nell’altra

5T = S H, . (49)

(*) Si osservi che alla coppia — IR, applicata sulla trave in adiacenza del-
I'incastro corrisponde una coppia di incastro perfetto pari a IR, ; & quindi sempre
‘J_I'Li che occorre scrivere all’'estremo della trave prima di iniziare il calcolo.
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La somma delle reazioni H, dei traversi situati al disopra del piano t si
chiama taglio relativo al piano t, e si indica con il simbolo T, :

Etr=1 Hr =Tt " 7 (50)

La (9-49) si scrive percio

LTy =T, . (51)

Dalla (9-51) si trae, se tutti i ritti del generico piano t hanno la stessa
altezza 1,,

Tydy = Zy My, + IMNy) = £, [3 (M, + M) + 2974

& percio

3 T, &,
LMy, = — 5 L 3 + I Wy + L) . (52)

Il procedimento da seguire & identico a quello esposto al numero prece-

H,
ﬁ\'
H, T~
L pNE g
-mlh
H; /\ } l/‘\ /
_~$— — P — s — - — T
H, -T% (N g
FX[7 X
bz w7
e
77
Fic. 9-34

dente, con la sola differenza che, nella determinazione delle coppie do-

vute allo spostamento, e necessario aggiungere alla somma delle coppie I’
T, ¢

relative alle estremita dei ritti del piano t, il momento — % , che si

chiama comunemente momento di piano relativo al piano t.
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Si consideri il telaio gia preso in esame negli esempi precedenti, ca-
ricato da una forza orizzontale di 3t in corrispondenza del traverso su-

3t
A B
6t
c D
E F
b b
Fi1G. 9-35

periore, e da una forza orizzontale di 6t in corrispondenza del traverso
inferiore (fig. 9-35); risultano tutte le N, nulle, e H,=—3t, H,=6t.
E’ percio

T, = 3t
9t ,

=

|

2

ed i momenti di piano valgono rispettivamente

[\
(=]

©
| - eol e
[

— = — 6 tm

= — 18 tm .

Questi momenti si segnano, chiusi in un rettangolo, sulla sinistra del te-
laio, in corrispondenza di ciascun piano (fig. 9-36). Si determinano prima
gli IN”, iniziando dai ritti del piano superiore; poiché all’inizio del proce-
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dimento gli N’ sono nulli, si ripartisce il momento di piano —6 tm,
secondo i coefficienti — 0,578 e — 0,922, ottenendo - 3470 Kgm per il ritto
di sinistra, e - 5530 Kgm per il ritto di destra. Analogamente si opera per

&
A . B
-1380 \ T
- 1880
- 2060 - 0,174
- 135
— 1000
- 1120
g @ | +3470 8|+ 5530
2| + 5780 &1+ 9220
| L [ +6330 . | + 10100
- 1130 - 2500
- 1040 ~ 2460
- 750 ~ 2085
- 0,076 - 0,105
8 e
c & ) D
T/ - 2980 ~5200 \ ¥
- 4160 - 6150
- 0,121 — 4500 - 6250 - 0,132
- 1190 - 2610
- 1660 - 3090
- 1800 - 3140
(=1
S
=
|
& | + 12000 & | + 15000
&1+ 14550 |+ 18150
1 | + 15180 1 |+ 18950
E b e F

Fra. 9-36

il piano inferiore. Ottenuti cosi in prima approssimazione i valori degli
NML”, si passa al calcolo in prima approssimazione degli M. Si inizia dal
nodo A, ripartendo il momento 3470 Kgm secondo i coefficienti — 0,375
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e — 0,125; si ottiene cosi — 1300 Kgm per il traverso e — 435 per il ritto. Si
passa poi al nodo B, ripartendo la somma --5530 — 1300 =4230 Kgm
secondo i coefficienti — 0,326 e —0,174; si ottiene — 1380 Kgm per il
traverso e — 735 Kgm per il ritto. Calcolati in prima approssimazione

A
— 1278 — 2060
-— 3338 — 3338
— 4616 — 5398
- 1120
— 15% — 3620
+ 6330 + 10100
+ 4348 |+ 30
P~ (=3
| !
+ 364 + 3980
+ 6330 + 10100
— 1556 - 3620
— 1130 — 2500
— 0,076 — 0.105
i — 4500 — 6250 \ |
~ — 10750 — 10750 By
— 15250 - 17000
— 1800 — 3140
— 1800 — 3140
+ 15180 + 18950
+ 11580 + 12670
- &
[--]
!
+ 13380 + 15810
+ 15180 + 18950
— 1800 — 3140
E 0 0
_ LS
F1c. 9-37

gli N’ anche nei nodi D e C, si esegue il calcolo degli M” in seconda
approssimazione, utilizzando in questa fase gli JR’; per il piano superiore;
per esempio, la somma — 6000 — 435 — 750 — 735 — 2085 = — 10.005 Kgm
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si ripartisce tra i due ritti ottenendo + 5780 per il ritto di sinistra e 4 9220
per il ritto di destra. Giunti all’aprossimazione voluta, si determinano le
coppie di incastro come negli esercizi precedenti (fig. 9-37); nella fig. 9-
38 & riportato il diagramma del momento. '

Del tutto analogo a quelli ora esaminati e il caso dei telai formati da
travi di sezione variabile; per esso pero si rimanda alla pubblicazione ori-
ginale, o alla sua ottima traduzione in francese [18].

: 17000

T
IR N
ISlEEE

13380 E 15810 F

Fic. 9-38

Vantaggio precipuo del procedimento del Kani & la automaticita molto
spinta, e la possibilita di eliminare un eventuale errore nel corso del ciclo
seguente a quello in cui I'errore é stato commesso. Inoltre, se si parte da
valori non nulli, e piuttosto prossimi al vero, delle coppie M’ ed JU”, il
procedimento di calcolo diviene molto pili rapido; cido si verifica per
esempio se si modificano le sezioni di qualche trave dopo aver gia ese-
guito il calcolo del telaio. Infine, la verifica del procedimento puo essere
fatta sui soli valori finali, ai quali percio si limita I'elaborato di progetto.
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7. Il procedimento di Cross.

11 metodo di Hardy Cross (1930) puo intendersi anch’esso come un pro-
cedimento di risoluzione per successive approssimazioni delle equazioni di
equilibrio di Gehler; esso pero, a differenza del procedimento di Kani,
si giustifica attraverso unoc schema di immediata intuizione. Il metodo
di Cross & un caso particolare del pilt generale « metodo del rilassamento »
del Southwell; in esso ogni operazione numerica ha un chiaro significato
fisico.

a) Telai a nodi fissi.

Si bloccano tutti i nodi con morsetti fittizi che ne impediscono le
rotazioni. Nel telaio cosi vincolato le coppie di reazione alle estremita

delle travi i h sono quelle di incastro perfetto N, ed M, dovute a carichi
e distorsioni; il generico morsetto i- esimo & soggetto alla coppia IN,=

=—3,IMN,, . Per ricondursi al telaio effettivo occorre rimuovere i morset-
ti; questa operazione si effettua nella maniera che segue. Si consideri il
generico morsetto i; si rimuova soltanto questo, in modo che in tutti gli
altri nodi sia ancora impedita la rotazione. Rimuovendo il morsetto ¢ oc-

777

%4

V77

Fi1c. 9-39

corre applicare al nodo i la coppia IR, che prima era sopportata dal mor-
setto; il nodo i ruota di un angolo ¢;*, e agli estremi ¢ delle travi i h con-
correnti in i si destano per effetto di ¢* le coppie M, * (fig. 9-39). Poiché
si ha

NL.*
o = cpi* = cost
fin
LiMMp* = I,

# FraNcrosi - Volume III - Tomo II 7
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si trae
Myp* Liom,* M,
Pin L1 Pin Zipm
da cui
Pin
mm* — mi (53)
B -~ Zipm
La quantita
Tih = fn (54)
Zi Pin

si chiama coefficiente di ripartizione relativo al nodo i ed alla trave ih,;
e percio

mih* = I, T - (55)

. La somma dei coefficienti di ripartizione relativi al generico nodo i
& pari all’'unitd. Assieme alle coppie JN;,* in corrispondenza delle sezioni
adiacenti ad i, sorgono le coppie I, ** in corrispondenza delle sezioni h
opposte ad i; si e gia tratto (§ 9-4)

mm** == Jn’lh* tin s (56)

ove t,, & il coefficiente di trasmissione da i ad h.

Le coppie JN* si chiamano coppie ripartite, le coppie J{** coppie
trasmesse. : :

Effettuate le suddette operazioni sul nodo i, si blocca di nuovo i, e
si passa ad un altro nodo, per esempio quello adiacente h (fig. 6-39). Il
morsetto in h & soggetto alla coppia

M, = — 'Ekmﬁhk — M ™ ;

tale coppia deve ripartirsi secondo i coefficienti di ripartizione 7, in h,
ripetendo le stesse operazioni gia effettuate in i.

' Si blocca poi il nodo h, e si passa ad un altro nodo, ripetendo le stesse
operazioni di ripartizione e di trasmissione.

Si opera cosi successivamente, sbloccando un nodo alla volta, e ripar-
tendo in ogni nodo la somma cambiata di segno delle coppie IR ed IN**
relative al nodo stesso, e non ancora ripartite.

Il procedimento si arresta quando le coppie JN** risultano sufficien-
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temente piccole rispetto alle N effettive, in relazione al desiderato grado
di approssimazione.

Si riporta come esempio la stessa struttura della fig. 9-21, consi-
derata a nodi fissi; i coefficienti di ripartizione sono scritti nella fig. 9-
40, nella quale é riportato lo schema del telaio; sullo stesso schema
sono riportate le coppie di incastro perfetto 4+ 12.000 Kgm agli estremi
dei traversi AB e CD. Si inizia dal nodo A, ripartendo la coppia I, =

[+ e | [ — 734
- % e~ =13
- 143 —_— - 7
N - v a4
—~ 3295 > = 7
+ 53« + 10736
= 9000 » — 4500
+ 12000 ~ 12000

A B

% "o,
5 °ﬁs§§§ RH22ER (B
| it e pl+t++H1+ [+
- + 12000 — 12000 o
+ 2400 —_— o+ 4800
— 7820 ——— - =
—| + 995 — + 1930
o -2 @ ——— = 13

S * 63 — + 128 2
=4 . 24 _— T 12 %%j =
| +

11

| — 1618 |

F1c. 9-40

=—12.000 Kgm secondo i coefficienti 0,750 e 0,250; si ottengono cosi le cop-
pie ripartite N, c*——3.000 per il ritto ed I ,x*=—19.000 per il tra-
verso. La coppia — 9.000 si segna sulla coppia 4 12.000, la coppia — 3.000
si segna in verticale. Al disopra di — 9.000 e — 3.000 si segna un tratto, per
indicare che l'operazione di ripartizione in A é stata eseguita; nei futuri
cicli, in A non dovranno pill ripartirsi le coppie al disotto dei tratti. Con-
temporaneamente sorgono in B e C le coppie trasmesse. Nel caso in esa-
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me, poiché le travi sono di sezione costante ira nodo e nodo, & ovunque
tin=1tw=1/2, e non c’é bisogno di scrivere questi valori — come invece
é uso fare trattando schemi con travi a sezione variabile — in corrispon-
denza delle travi cui si riferiscono. E' percio

3.000

mCA** = — 9 = — 1.500 kgm
9.000

mBA** = — 5 = — 4.500 kg‘m ,

questi valori si segnano in corrispondenza degli estremi corrispondenti, in
verticale il primo e in orizzontale il secondo; spesso una freccia indica la
coppia JN* da cui la IN** proviene; il verso della freccia & quello JTU* NU**,

Si passa poi al nodo B, ove va ripartita la coppia M, —— (— 12.000 —
—4.500) = 4 16.500 Kgm secondo i coefficienti di 0,652 e 0,348, ottenendo
Nipa*¥ = 10.750 Kgm ed Mzp* = -} 5.750 Kgm; eseguita la ripartizione,
si segnano al solito dei tratti; poi si scrivono i valori delle coppie tra-
smesse J,p**—= 5375 Kgm ed I p** = 2.875 Kgm. Si ripartisce
poi in D la coppia I, =— (—12.000 4- 2.875) = 4 9.125 Kgm, ottenendo
Mpe* =+ 1920 Kgm, Myc*= + 4.800 Kgm, M *= 1 2.405 Kgm, ed
IMpp** = 4 960 Kgm, M p**— | 2.400 Kgm; & inutile segnare My ** =
=+ 1.202, perche in F non si devono eseguire ripartizioni.

Infine si ripartisce in C la coppia IM;=— (+ 12.000 4 2.400 —
—1.500) =—12.900 Kgm, ottenendo M *=—1.960 Kgm, M *=—
— 7.820 Kgm, IMc* = — 3.120 Kgm, ed M, ** — — 980 Kgm, M ** —
— — 3.900 Kgm. ,

E’ cosi compiuto un primo ciclo di ripartizioni. Nel secondo ciclo si ri-
comincia dal nodo A; é opportuno, ma non necessario, ripercorrere nei ci-
cli successivi i nodi sempre nello stesso ordine. In A si ripartisce la coppia
M, —=— (4 5.376 — 980) —= — 4.395 Kgm; si ha cosi IN,z*=—3.295 Kgm,
M, *——1.100 Kgm, ed Mg **——1.647 Kgm, M, ¥*——>550 Kgm.
Si procede cosi, come nel primo ciclo, completandone un secondo ed un
terzo; ci si ferma al terzo, percheé le coppie M, ** diventano trascurabili
rispetto alle O, effettive. Per ottenere i valori delle coppie IN,, effetti-

ve basta sommare ad ogni estremo i valori della ), , delle N, * e delle
IR, **, che gia si trovano incolonnate.

b) Telai a nodi spostabili.

Molti sono i procedimenti proposti per estendere il procedimento di
Cross ai telai con nodi spostabili; di essi il pili generale, e di pil1 imme-
diata percezione fisica, ci sembra quello cosiddetto dei vincoli supplemen-
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tari. Esso & utilizzabile adottando nella prima fase e in quelle intermedie
qualsiasi procedimento valido per telai a nodi fissi.

Si impediscono le traslazioni nei nodi mediante vincoli fittizi cor-
rispondenti ai gradi di libertd A; (§ 9-3); si risolve la struttura, resa cosi
a nodi fissi, con il procedimento di Cross gia esposto. Si calcolano poi le
reazioni R, sviluppate dai vincoli fittizi. Si imprime in seguito un ce-
dimento vincolare A, qualsiasi al generico vincolo fittizio i-esimo, ri-
solvendo la struttura con il procedimento di Cross, e calcolando le rea-
zioni Ry . Cid va fatto per tutti i vincoli fittizi, e cioé tante volte quanti
sono gli n vincoli stessi.

Esiste una ennupla di cedimenti tale che le reazioni da essa indotte
sono uguali alle reazioni R, calcolate dal primo Cross, cambiate di segno;
la sovrapposizione dello stato tensionale dovuto a tale ennupla e di quello
calcolato nell’ipotesi di nodi fissi & la soluzione del problema, essendo
equilibrata e congruente con riferimento alla struttura reale.

L’ennupla di cedimenti A; & fornita dal sistema

a; Ry + @Ry, + - + au Ry = — Ry
@ Ry + @Ry + o+ @qRoyy = — R,

' (57)
a; R,y + o R -+ + «,R,, = — R, ;

il generico cedimento & pari ad o; A, . In realtd é inutile calcolare i A;; ba-
sta infatti moltiplicare direttamente per o, le coppie derivanti da A;. La
somma delle coppie dovute ai cedimenti e di quelle calcolate nell’ipotesi
di nodi fissi fornisce le coppie effettive.

Si consideri come esempio il telaio gia risolto col procedimento di
Cross nell’ipotesi di nodi fissi; i vincoli fittizi che rendono lecita tale ipo-
tesi sono due appoggi a piano di scorrimento verticale in B e in D (fig. 9-
41). Le reazioni di tali vincoli sono

R, — Ty & Toy — Mo -+ Mga + Map + Mos _
f'AC
.~ — 5.161 — 4.107 4 7.134 4 5.650
= T T — 586 Kg ,
6
R, = Tee + Tor — Ry =
+ Mge + Mpe +IN
q____RlJr‘mCE i i ® = — 528Kg.

{'CE
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Si imprima il cedimento A al vincolo in B; nella ipotesi che i nodi siano

4t/m

TR
A B

R, = 586 Kg

4t/'m

SO T e
c D R, = — 528 Kg

1

Fic. 9-4i1

impediti di ruotare, alle estremita del ritto AC sorgono le coppie di in-
castro

6 EI A
%2

3
=;tP§gA=2»5'10“AKgm,

ed alle estremita del ritto BD le coppie
4:10°A Kgm .
Nell'ipotesi A:==1 mm (fig. 9-42) risulta
My = My = 2.500 Kgm

JRBD — JRDB = 4.000 Kgnl .

Diffondendo tali coppie alla Cross (fig. 9-43) si ottengono le coppie
dovute al cedimento A=1 mm in B; i relativi momenti sono riportati
nella fig. 9-44. Le reazioni R,, ed R,,, calcolate come nel precedente caso,
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sono fornite da

|

R, 1.590 Kg
R, — — 1.880 Kg .

Si imprime poi il cedimento A=1 mm al vincolo in D; nell’ipotesi
di nodi impediti di ruotare sorgono le coppie (fig. 9-45)

My = Mg, = — 2500 Kgm
Megp = Mpp = — 4.000 »
Meg = My = 4.000 »
Mpr = My = 5000 »

Si diffondono tali coppie alla Cross (fig. 9-46) ottenendo le coppie dovute

i+zz«[ | + 2878]
P g e— T
- 122 —— = 6l
+ 181 +—— + 323
— 668 —————— ~— 334
+ 998 +—mm——- + 1997
¥ 1855 ——— + 937
- —— R I 2 ] et -0 ] :
g FEER gEEERTT R
I' 1 HY 1+ |+ +++ ._[_
4 'S IS TP
l |
9 O it 0y oy e
8! PS5 éﬁﬂs‘-{'
ARGALEHER P4+ H+ -+ !
— 403 +———— — 806
— B4 >  — 427
F 8 ——— + 179
= +_ 13 > F 6 o
gl gl =% —————— - .5|gg3" |
LS ] + 13 —m—3 + 63 M
+ A+ + A+l 12
i._..u“ | — 1033
e | ] 2 El
4 22 kL
1E] 1+ + ]
L bz
Fic. 9-46

al cedimento A=—1 mm in D; i relativi momenti sono riportati nella
fig. 9-47. Le reazioni R,, ed R,, sono

R,, — — 1.880 Kg
R,, = 4717 Kg .
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Il sistema (9-57) si scrive

a, 1590 — o, 1.880 — — 586
— @, 1.880 + a, 4717 = 528
241 | 2878 R,, = — 1880
2244 TRE DA
— & 2878
- % R =

4682

4839 -~
Fic. 9-47
la cui soluzione é&
o, = — 0,4467
a, — — 0,0661 .

Le coppie d'incastro hanno percio i valori che seguono

M,z = -+ 5161 + 913 — 148 = 1 5926 Kgm
My = — 5161 — 913 + 148 — — 5926 »
My, = — 7134 + 1152 — 190 = — 6.172  »
My = + 7134 — 1152 + 190 = - 6.172 »
Moy = — 4107 — 935 + 167 =— — 4.875 »
Mep = + 7344 — 768 + 76 — -+ 8.188 »

Meg = — 3237 + 167 — 242 = — 3312 »



CAP. IX

TRAVI CONTINUE E TELAI

107

Mpp =
Mpe =
Mpr =
Mye =
Mep =

+ 5650 — 1.260 + 240 = -+ 4.630 Kgm

— 9119 + 908 - 69 — — 8.142
4 3469 + 351 — 309 = + 3511
1618 - 83 — 253 — — 1.788

+

1.73¢ + 176 — 319 = -+ 1.591

»

»

»

>

Il diagramma finale dei momenti & quello gia riportato nella fig. 9-22b.
Se lo stesso telaio & caricato da forze orizzontali, come nella fig. 9-35,
le coppie nel telaio considerato a nodi fissi sono nulle, e le reazioni degli

appoggi fittizi sono

R, — — 3.000 Kg
R, = — 6.000 Kg .

Il sistema (9-57) si scrive percio

la cui soluzione &

Le coppie d’incastro

Mas =
Msc
Mz
My,
M
IMep
Mz
Moz
Moo
My
Mec
Myp =

|

|

|

|

sono quelle che in seguito si riportano:

— 13.114 |+ 8.589 = —

_.i_
+
+

_+_

o, 1.590 — o, 1.880 = 3.000
— a, 1.880 + «, 4.717 = 6.000

o, = 6,413

o, = 3,828 .

13.114 — 8.589 — | 4.525

16.545 - 11.016

16.545 — 11.016
13.428 — 9.669
11.036 — 4.379

2.392 + 14.048
18.097 — 13.891
13.044 — 4.031
5.047 4 17.922

— 5529
1 5529
+ 3759
1 15415
1 11.656
1 4206
— 17.075
+ 12.875

1.193 + 14.680 — - 13.487
2.520 + 18.523 = -+ 16.003

4525 Kgm

»

»

>

>

»

»

>

»

»

>

>

1l diagramma finale dei momenti & quello gid riportato nella fig. 9-38.
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Come secondo esempio si prenda in esame il portale della fig. 9-48
riportato dallo Hirschfeld (*).

l3 A 12 JI 5 [

F1c. 9-48
Le lunghezze delle travi sono
EAB - 7,62 mn

fpe =— 12,17 m
fop = 11,18 m ;

il momento d’inerzia e il modulo di elasticita sono costanti, percio le ri-
gidita sono proporzionali rispettivamente a

1 1
44 e oo
¢
infatti ’asta AB & incernierata in A, e quindi & PBA:E—I?I . Si hanno

quindi i coefficienti di ripartizione indicati nella fig. 9-49:

Tpa — 0y545 Tcp — 0,479
0,521 .

I

Tpc — 0,455 Tep
Le coppie di incastro perfetto My, ed My sono fornite da

. _ 1.000 - 122
Mpe = — Moz = — = 12.000 Kgm .

(*) K. Hirschfeld - Baustatik - Springer - Berlino, 1959.
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Si osservi che sull’elemento ds di trave BC agisce la forza normale all’asse
qdzcos o, ove dz = dscos o & la proiezione orizzontale di ds. Il carico unitario
normale all’asse & percio

q dz cosa
q’ =—T———-= q cos®a ,
s

e le coppie d’incastro in B e C sono

o _ qQ .2 g (by, cosa)?
Ty, = — My = BC _ BC
12 12

Nella fig. 9-49 é riportata la diffusione alla Cross di tali coppie nel-
I'ipotesi che il nodo C sia bloccato da un appoggio fittizio con il piano di

scorrimento parallelo all’asse della trave CDj; il relativo diagramma dei
momenti & disegnato nella fig. 9-50.

La reazione dell’appoggio fittizio si calcola disegnando prima il poli-
gono di equilibrio delle forze agenti sul nodo B (fig. 9-50); il taglio Tgaa
& fornito da

8,58

Ty = — —— — — 1,121
A 7,62
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e quello Ty da

T 1-12 . 8,58 — 8,12 5.05 1
) COS o —_— T/ J, ,
Be 12,17
N 779
Toa 5,95
NBA
5,15

Fic. 9-50

dal poligono di equilibrio del nodo B risulta

NBA = — 7,79 t
Npo = — 5,15 ¢
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Si passa poi al nodo C, ove e

T 1-12 n 8,58 — 8,12 5.88 ¢
= — cos o e = — },
® | 12,17
Neg = — 5,15 + Qqépc cosax sena = — 3,19t
4,06 8,12 ‘
Tep :—+———_-1,09t;
11,18

dal poligono di equilibrio del nodo C risulta (fig. 9-50)

Ngp = — 9,20t
R — Lllt.

Si devono calcolare poi le coppie indotte da un cedimento dell’appog-
gio fittizio; a cid fare si calcolano prima le rotazioni ¢ indotte dal ce-

Fic. 9-51

dimento nelle varie aste della struttura. Si & gia fatto osservare che, poi-
ché si trascura la variazione di lunghezza delle travi dovuta allo sforzo
normale, gli angoli ¢ dovuti ad un cedimento del vincolo sono gli stessi
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sia nella struttura snodata in B C D che in quella avente in B C D morsetti
impedenti la rotazione, o in quella effettiva. Si utilizza percio il procedi-
mento delle catene cinematiche, operando sulla struttura snodata (fig. 9-
51). Gli angoli ¢ sono quelli che i tratti del diagramma delle componenti
dello spostamento formano con la fondamentale; le componenti normali
agli assi degli spostamenti relativi delle estremita delle singole travi si
ottengono dalla costruzione ovvia della figura; risulta

A13,0 = — 0,80 AAB
ACD — 0,88 AAB .

La quantitd Agp coincide con il cedimento del vincolo. Spesso si usa
la costruzione, altrettanto ovvia, della fig. 9-52.

dsc

CC' = Acp
Fi1c. 9-52

Nell’asta AB, incernierata in A, é p—=3EI/{, e quindi la coppia ge-
nerata in B da un cedimento relativo A tra gli estremi &
_ 3EI A

—_ :P

t2

nelle aste BC e CD é invece

- 6EIA 3
M = = —

2 °f

A
T

Le coppie Mgs, Mpe=—Mcg, ed Mep=—Mpe dovute ad un
cedimento dell’appoggio sono proporzionali percio alle quantita
Pan 3 pso 3 oo

A ’ - . ’
EAB AB 2 ZBC BC

e cioé alle quantita

L\ A tas \ A
1’2(;13) Bc’z(AB) e
Apa Agpa

%BC
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Assunto percio My, =+ 10 tm, risulta

I

Mpe = Mg = — 6,27 tm
Mep = Mpe = + 8,18 tm .

Tali coppie si distribuiscono alla Cross (fig. 9-53); nella fig. 9-54 e ri-

F1c. 9-53

portato il relativo diagramma dei momenti, ed il calcolo della R,, svilup-

2,10

1,07

Fic. 9-54

* FranciosI - Volume III - Tomo II
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pata dal vincolo fittizio, che risulta pari a 3,77t. Il sistema (9-57) si ri-

Fic. 9-55

duce all’equazione

@ 377 = — 1,11

da cui risulta
o = — 0,295 .

Il diagramma finale dei momenti & riportato nella fig. 9-55.

8. Un metodo per successive approssimazioni di rapida convergenza per il cal-
colo dei telai a nodi spostabili.

Il metodo [20] [21] presenta rispetto a quello del § 9-7 b il vantaggio di
operare su un solo schema di telaio; la convergenza & notevolmente rapida,
come appare dall’esempio sviluppato, dove gia alla seconda diffusione si ot-
tengono approssimazioni soddisfacenti. Il procedimento & identico a quello
di Cross. Considerando spostabili i nodi, la rigiditd del ritto diviene fun-
zione di tutti i ritti del piano. Cosi varia pure il coefficiente di trasmis-
sione, che & inferiore a 1/2, oscillando tra 1/2 e — 1, anch’esso funzione di
tutti i ritti del piano. Sono inoltre introdotti, per ogni nodo, altri due coeffi-
cienti, atti a fornire le coppie generate dall’equilibramento del nodo alle
estremita dei ritti dei due piani tra cui esso giace, e che possono chiamarsi,
per distinguerle dalle coppie ripartite e trasmesse, coppie indotte.

Si consideri la trave di sezione costante di fig. 9-56: l'incastro B
¢ angolarmente perfetto, ma cedevole verticalmente con costante elasti-
ca k. Dalla condizione di congruenza in A

I R, {*
+
2 EI 3EI
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risulta . : o o

Ba == R = om (58)
dove

P
h =k + SEL (59)
ame g2
T YR (-‘.1.-_ EI h) (60)
P
M= — M (1 - 2E1h) ' (61)

Si verifica subito che per k=0
_miE m M
T YEL O TP T2

e per k=oc (comportamento a mensola)

Mt

CPA:—E-:I_ ;. Mg =—IM .

La fig. 9-57, dove il traverso HF & infinitamente rigido, si puo ricon-

R,=-Ry ‘ } R

yY
Fic. 9-56

durre alla fig. 9-56, ove si ponga
1 12 El
3y P

= X
k &3 %2“1..

essendo la sommatoria estesa a tutti i ritti, escluso AB.
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Se i ritti sono tutti uguali e il loro numero complessivo & n, risulta:

53
k =
12 (n — 1) EI
4n—3
= {3
12 (n — 1) EI
INE 4n 62
AT YR 4n—3 (62)
H B D F
L Pa
C
n "
G
oo
F1c. 9-57
Si verifica che, per n—=1
K M
= o ; _ —_—
AT TE
e per n=o9
ME
k=0 ; _ —,
=R
Dall’espressione (9-62) di ¢, si ricava la rigiditd del ritto AB
4EI 4n—3 (63)
P = T T 4n

funzione del numero n e delle caratteristiche dei ritti.

Per ottenere le coppie alle estremita dei ritti paralleli ad AB, si di-
vide la R tra essi (escluso AB) in parti proporzionali alle quantitd EI/{?
e si moltiplicano queste per £/2.
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Nel caso di ritti uguali, &

M 6(n—1)
R =
4 4n—3
(si verifica che, per n=1, R=0; e, per n=ox, R:% -J;I—) e le cop-
pie alle estremita dei ritti sono
3
Mg=—IM — .
4n-—3
La coppia Iy trasmessa in B e
3—2n
Mg=—M — ,
4n—3
cioeé il coefficiente di trasmissione é
f— 2] (64)
- 4n—3
e quello, che puo dirsi di induzione, é
| ’ (65)
1] —/ — —-—r,
4n—3

~ Passando al telaio, si considerino i nodi vincolati con pattini an-
ziché con morsetti, in modo che sia loro consentito traslare, ma non ruo-
tare. Per il principo di equivalenza (§ 9-6 c) si sostituiscono i carichi con
le coppie e le reazioni di incastro perfetto cambiate di segno, —IM,, e
— Ry, . Le reazioni verticali non hanno influenza; quelle orizzontali agenti
sul generico traverso 7 si sommano tra loro ed alla forza eventualmente
applicata allo stesso traverso, dando una H,.

Le — JM,;, sono assorbite dai pattini; le H, provocano spostamenti dei
traversi, e quindi ulteriori coppie N, alle estremitd dei ritti.

Le 5_—1"(.ih si calcolano suddividendo tra i ritti del generico piano la som-
ma delle H, superiori secondo parti proporzionali alle quantita EI/{#®
(EI se i ritti sono ugualmente lunghi), e moltiplicando la forza che com-
pete ad ogni ritto per la semilunghezza di questo. Anche tali coppie, cam-

biate di segno, sono assorbite dai pattini.
Sbloccando il generico pattino i, occorre ripartire tra le aste in esso

concorrenti la — I, (M, + M) prima assorbita dal pattino stesso. La
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rigiditd dei traversi non cambia; quella dei ritti va calcolata con la (9-60),
e se i ritti di ogni piano sono uguali con la (9-63).

Si prenda in esame il telaio della fig. 9-58, in cui i ritti di ogni piano
sono uguali. I momenti di inerzia sono proporzionali ad 1 per i ritti GL,

2000 Kg /m
4— ' 0,7260
I— 0,7260 B , —1
0,2740 0,4210 == 0,4210 0,2740
E 0,1580
-
0,2145 2000 Tg( m 1 0,2145
0,5710 4— - 0,5710 —I
l_ : D 0,1365 E
0,2145 , 0,2145
0,3635 =4= 0,3635 :
E 0,1365
0,1765 2000 Kg/m 0,1765
0,4705 4— 0,4705 -I
: G 0,1200 H
0,3530 : 0,3530
0,3200 + 0,3200
E 0,2400 = 1
) = 3
1
L M N i=-4
sl s Vrrrvid
| 6 m | 3m i
T ] T ‘ ] T
Fi1c. 9-58

HM, IN; 0,5 per gli altri ritti; 1,5 per le travate di 6 ml; 0,75 per le tra-
vate di 3 ml. -

Poiché n=3, sara

3 3

o . .. . 3E
la - rigidita dei ritti e 7

Per il nodo H, ad es., le rigidita sono, a meno di un fattore,

415 4-0,75
_
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per le travate HG e HI;

per i ritti HM e HE.

I coefficienti di ripartizione sono quindi 0,3200 per le travate, 0,2400
per il ritto HM, 0,1200 per il ritto HE. Nella fig. 9-58 sono trascritti tutti
i coefficienti. Partendo dal nodo A (fig. 9-59) la coppia — 6000 Kgm si di-
stribuisce in — 4360 in AB e — 1640 in AD; in B viene {rasmessa una

. — 4360 ) . — 1640
coppia ——2——=—2180; in D una coppia —~——-3————=—546. Agli estre-

1640
mi di BE e di CF vengono indotte le coppie —3—:546 .

Procedendo nella stessa maniera si perviene gia dopo due diffusioni
a valori praticamente accettabili; i risultati esatti sono infatti i seguenti:

Mm,, | + 2561 m., + 2911 m.. | + 1366
m,, | —5899 || oM, | — 740 | Mg, | + 1363
M. | + 3857 m,, | — 2561 M, | + 1673
My, | —6032 || oML, | — 2107 || oM, + 986
My, | + 4044 || IR,y | — 1749 || M | + 413
m_. | —s50ar || Mgy | —1t01 [ My |+ AT | 4
My, | + 3864 || oM, | —234a || My + 352
Mo | — 413 || my — 1022 || Mg + 368
Mee |+ 28091 My, | + 2035 || oMy, | + 372
My | — 798 || My | + 1774 .mh; + 335

Se i ritti dello stesso piano non sono identici, in ogni nodo si hanno
due coefficienti di trasmissione diversi per i due ritti, e un coefficiente
di induzione per ciascuno dei ritti dei due piani interessati dal nodo. Si
tenga presente perd che il procedimento risulta di applicazione par-
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+ 6000 -8
— 4380 —2180
ney moman 11 +2582
fPen conglean ygls |
te 0t 44+ ++4+0 1001 101 + 2648
o o
+_102 + 8d
+2562,2
+12,5 f:—.—ai?s
—~6031,7
- 0,7 - 14
+3856.3 + 2
+ 22,3 —001];5
- 98 - 197
g —Ng e —_gg EE + 1:(; ZsuT,s
141 ++1 +HELEEE P EE + +
1 + | + 11 + 3070 1585,5
— 2930 — 1465
D + 6000 — 6000
VOINO e uﬂna Bﬁn L
SocalEns mwonelumem omglm OGN Gt whem momoae
EI —-—Nglﬂ—-: ;—!lg E """E" SRTRIER
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T I e I A A S N I L I I O AL X 3 e
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I 2553 - 1276
asres F L1365
bgﬂ'— :gia . _59:;
o~ — —_— -
LRI O B | + 4045
. o +.'m;';
-_5 -2
+ 4043,7 + 2
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e 0 1k e
aeg—v.—-gggig
(AN EINNNRN X
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F1c. 9-59
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ticolarmente semplice nel caso che i ritti di ogni piano siano identici, e

ancor piu nei telai a molti piani e pochi ritti.

9. Sistemi simmetrici ed emisimmetrici.

Se un sistema piano ammette una retta di simmetria fisico geometrica,
sollecitazioni simmetriche rispetto a tale retta generano spostamenti, e
quindi caratteristiche della sollecitazione interna e reazioni, fisicamente
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: all
— ';% b)
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F16. 9-60

simmetriche; e sollecitazioni emisimmetriche provocano spostamenti, ca-

ratteristiche e reazioni emisimmetriche.

Il telaio della fig. 9-60 a & simmetrico e caricato simmetricamente;
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le sezioni appartenenti al piano di simmetria sono caratterizzate da

T =0
¢ =0
w=20,

e quindi il telaio puo ridursi a quello della fig. 9-60 b, al quale si limita

a)

F, E b)

Fic 9-61

il calcolo. Cosi pure il telaio della fig. 9-61 a pud ridursi a quello della
fig. 9-61 b. Nell'ipotesi di sezione costante, la rigidita di una trave come
quella della fig. 9-62 vale

ed il coefficiente di trasmissione ¢

t=—1.
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Il telaio della fig. 9-63 a € simmetrico e caricato emisimmetricamente;

h=i
4 2 l
| 1
S
! P
-~ o =
* TR
M= _—-oM = cost
Fi1c. 9-62

le sezioni appartenenti al piano di simmetria sono caratterizzate da

M=0
N =0
v =20,

e percid il telaio si riduce a quello della fig. 9-63b.

F i F
> i >
L D =
4 - AN 4
At Mm | m At
a)
F |
g e
+
4 el ‘ b)
4 O &
at Mm
A
Fi1c. 9-63

Si osservi che, poiche si prescinde dall’accorciamento da sforzo assiale,
ogni forza orizzontale applicata ad un traverso puo supporsi agente per
meta nell’estremo sinistro, e per meta in quello destro.
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Pure simmetrico ed emisimmetricamente caricato e il telaio della
fig. 9-64 a; in esso, come in quello della fig. 9-61, esiste un ritto il cui
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e w wam
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Fic. 9-64

asse & contenuto nel piano di simmetria. Si puo ridurre il telaio della

o N S L o I S

¥

|

Fic. 9-65 Fi1G. 9-66

fig. 9-64a a quello della fig. 9-64b, ove il ritto appartenente al piano
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di simmetria presenta rigidita dimezzata rispetto a quella del ritto ef-
fettivo. Si pensi infatti che un ritto e equivalente a due ritti di rigidita
dimezzata, uniti in sommita da un bipendolo; cio perché a parita di IN
le due strutture ruotano dello stesso angolo. '

Nelle figg. 9-65 e 9-66 sono riportati altri esempi di telai simmetrici
caricati simmetricamente ed emisimmetricamente.

Fl |®
OP=0+0=@+®
i
[
. o
F F F
7| @ |z 7]
®
wm F F mier oo F
7 o |2 7
¢ —: ®

Fic. 9-67

Spesso puo convenire scindere una condizione di carico in una simme-
trica ed un’altra emisimmetrica; la somma delle sollecitazioni nei due
casi fornisce la soluzione effettiva (fig. 9-67).

10. Le linee di influenza.

Le linee d’influenza delle caratteristiche relative ad una sezione di
un telaio sono immediatamente costruibili attraverso il procedimento di
Cross, come suggerito dal Raithel [23].

Se si vuole, per esempio, la linea d’'influenza mg del momento flet-
tente in S per una forza verticale viaggiante sui traversi AC o DG
(fig. 9-68) basta, come & noto, far agire in S una distorsione D,=—1,



CAP. IX TRAVI CONTINUE E TELAI 127

e tracciare il diagramma delle componenti verticali degli spostamenti dei
traversi AC e DG. Si determinano percio le coppie IMNgp ed My dovute ad

una distorsione D,—=—1 in S (la distorsione & da intendersi unitaria
A e C
B
D /'_"N .S F

— .

L \/

D E S F G

__./—_\.L Legggamr e ]

Il I!VI 1
Fic. 9-68

nel senso gia piu volte specificato). Nel caso di travi di sezione costante
si ha (8-52)

__ 2 ElI
Mge = —~ 2b—2)
(67)
— 2 EI
Mpeg =— —— (2a —b);
5‘2
se le travi sono di sezione variabile si ha (8-63)
— bag+af -
mEF - = 2 ; ‘2;
{ (xatg — B )
(68)
- aa,+b
mm = A B

b (aaan — 8%
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Le coppie cost determinate si diffondono alla Cross. Dal diagramma
effettivo dei momenti puo risalirsi alla linea d’influenza tracciando il dia-

o 9o L
¥16. 9-69

gramma delle componenti verticali dello spostamento secondo il metodo
gia indicato al § 8-9; per la campata generica DE & (fig. 9-69)

%o — Mpg ap + IMep B
CPE:JTLDEB -+ IMgp aE
e quindi (8-39) ,
mg = ¢p Vs (2) — P V4 (2) ; (69)

per la campata EF cui S appartiene (fig. 9-70) occorre alle ordinate (9-69)
dovute alle coppie Mgy ed INigy agenti sulle estremita della trave appog-

¢

a ] b
|
D, <0
E S F #s
2 %=1
a S
S =8,

giata EF, aggiungere quelle dovute alla distorsione D,——1 agente nella
sezione S della stessa trave. Riportando in diagramma le ordinate dovute
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alle coppie (9-67) o (9-68) nella scala delle lunghezze, anche le ordinate
dovute alla distorsione — e relative quindi alla sola trave EF — devono
riportarsi nella stessa scala.

Si puo anche operare attraverso il procedimento della sconnessione
semplice (§ 4-12); in tal caso si taglia in S la trave EF (fig. 9-68), con-
giungendo le due facce risultanti dal taglio con una cerniera in corri-
spondenza del baricentro; si fanno agire poi sulle due facce due coppie
qualsiasi uguali e contrarie. Per risolvere la struttura, il cui grado di
iperstaticita si é cosi abbassato dell’'unita, si pud ancora operare attra-

i
T

a
M IET m v
a 3EI
b’ k
a? 3E1 _ m
%=3Er\3 " 3!
b
==

verso Cross; si tenga presente perd che sia le rigiditd che i coefficienti di
trasmissione relativi alla trave EF vanno calcolati tenendo conto della
cerniera in S. I due coefficienti di trasmissione tg; e tyz sono in tal caso
diversi, e valgono (fig. 9-71)

b
ter = —
(70)
a
tFE - F »

* Francrost - Volume III - Tomo 11 9
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se la trave e:di sezione costante, le rigidita valgono

3EI
Per — B
a +
(71)
3 EI
pre = .
b o

In possesso del diagramma dei momenti, si calcola il valore della
rotazione, A¢s, tra le due facce in S; i momenti che servono per tracciare
la linea di influenza sono quelli ottenuti divisi per Ags; il tracciamento
della linea d’influenza si esegue poi come gia detto, attraverso l'aiuto dei
manuali (v. anche tabelle in appendice).

In genere tale procedimento non conviene. Il caso della linea di in-
fluenza per una sezione S che non sia una sezione di estremita di una
trave capita pero di rado; un -telaio, in particolare una trave continua,
si studia di norma attraverso le linee di influenza fondamentali (§ 4-11),
e le sezioni per le quali si tracciano tali linee sono preferibilmente quelle
di attacco delle travi ai nodi. In tal caso la costruzione della fig. 9-70
non ha luogo, perche la distorsione nella trave appoggiata non & accom-
pagnata da spostamenti; inoltre le coppie di incastro perfetto sono di
calcolo immediato; il procedimento della sconnessione semplice pué al-
lora convenire. ,

Si considera come esempio quello della fig. 9-72, riportato anch’esso
dallo Hirschfeld; si vuole disegnare la linea di influenza del momento flet-
tente nella sezione S in cui la travata EF si attacca al nodo F. Nella fig. 9-
72 a sono riportate le lunghezze delle aste, e nei cerchietti i numeri cui
sono proporzionali i momenti di inerzia delle aste stesse. Si adotta il pro-
cedimento della sconnessione semplice, interponendo in S una cerniera
e facendo agire due coppie uguali e contrarie M, =1 tm e M;=—1 tm.

Per l'asta EF si ha

tegp =0

3 EI
Per = a .
PFE:O;

il coefficiente tg; & infinitamente grande, ma nessun momento deve es-
sere trasmesso da F ad E, poiché g & nullo.
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I coefficienti di ripartizione sono

‘EEA —_ 0,470 ‘CFE et 0
Ter = 0,333 Trg — 0,500
Tge = 0,333 Tag — 0,600
Tex — 0,333 T — 0,400
Bloceato il traverso con un appoggio fittizio in H, si distribuiscono alla
Cross le coppie Mgr=—0,5 tm, Mz =—1 tm; i momenti finali sono ri-
1000 Kgm

FTTE-

—ll—
v .
-
-+

Fic. 9-72

portati nella fig. 9-72 b; la reazione R, e pari a — 0,171 t. Si imprime poi
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all’appoggio fittizio un cedimento tale che, nell’ipotesi di nodi impediti di
ruotare, risulti

Mg = Mgy = NMpyg = Myp — 1 tm

[JY

JTZ-BF = JR-FB == mcg == ch - T JTLAE == 1,5 tm .

Si diffondono tali coppie, ottenendo i momenti finali riportati nella
fig. 9-72 ¢, e la reazione R,, — 1,22 1.
L’equazione (9-57)

o 1,22 = 0,171
porge

a — 0,140 .

I momenti finali sono quelli riportati nella fig. 9-72d. Si calcola
adesso Agg, assumendo come momento di inerzia I, di riferimento quello
del traverso FG:

593 260
EL g0 = (— —— - ) 10 = — 1550
_ 3 6
I ( 1000 161) 25 o
cPs =\ 3 6 4
EI, Age= — 4068 = — ELD, ,

dove EI. & espresso in Kgm?®.
Le ordinate della fig. 9-72 d, divise per

4608
*7 E1,

rappresentano la linea di influenza mg, del momento flettente in S per
una distorsione del tipo p viaggiante.

Il diagramma delle componenti verticaii degli spostamenti del tra-
verso EH indotti dai momenti flettenti della fig. 9-72 divise per —D,
coincide con la linea d’influenza mg del momento flettente in S per una
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forza unitaria positiva viaggiante sul traverso stesso. Tale linea é dise-

§.=0,28,
Q o =
S S =)

0,525

0,
0,
0,

Fic. 9-73

gnata nella fig. 9-73, secondo una scala S, =0,2 S,.



