CAPITOLO VIII

LE TRAVI AD ASSE RETTILINEO IPERSTATICHE
DI UNA SOLA CAMPATA

1. Le equazioni di congruenza.

I valori delle reazioni sovrabbondanti in una trave ad asse rettilineo
iperstatica si ricercano attraverso le relative equazioni di congruenza.
Queste equazioni si possono scrivere, in generale, seguendo la via maestra
del principio dei lavori virtuali (Cap. II, § 9); spesso pero la conoscenza
degli abbassamenti e delle rotazioni del sistema isostatico caricato dalle
forze, e dalle reazioni singolarmente prese, permette di scrivere diretta-
mente le equazioni di congruenza, con un notevole risparmio di lavoro.
Molte volte poi si pud operare come sopra su strutture iperstatiche otte-
nute dalla struttura in esame sopprimendo non tutti i vincoli sovrabbon-
danti; si riduce cosi 'ordine del sistema di equazioni.

(=]

Fi16. 8-1a

Si consideri per esempio la struttura della fig. 8-1a, costituita da
una trave AD e da due travi ad essa ortogonali, HK ed EG, collegate in
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B e in C da un vincolo che impone solo l'uguaglianza degli abbassamenti,
e che sviluppa quindi solo un’interazione verticale; in C agisce una
forza F verticale. Dalla espressione di v per la trave appoggiata soggetta

a a
|
1
B C D
Vce Vee
1
A Bl C D
VBB Vee Z
: b . b .
] ! I
1
E Cy G

H By K
MM
VB
Fic. 8-1b

ad una forza concentrata verticale si traggono i valori degli spostamenti
in B e C per le travi della fig. 8-1 b:

a3
Vv — V —_— —
BC CB EI
2 at
V, — V _ -—
CcC BB 9 EI
(a)
b3
Vige =
e 6 E'T
c3
V''pp==

6 E’1” -
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L’interazione X; si assume positiva se agisce sulla trave AD verso il bas-
so e sulla trave HK verso ’alto; 'interazione X, si assume positiva se agi-
sce sulla trave AD verso il basso e sulla trave EG verso l'alto. L'equa-
zione di congruenza in B &

X Vg + (F 4 X¢) veg = — Xg V'gs
e quella di congruenza in C &
Xg Vee + F + Xo) Voo = — Xp Viee -

Il sistema risolvente & percio il seguente

Xg (Vs + V'es) + X Ves = — F vep
X5 Vge + X6 (Voo + Vieo) = — F Voo,
che porge
V'oe Veg
XB = F ¥4 r 2
(ves + V'88) (Voo + Viec) — Vem
., (b)
X, P Vee (Ve + V'gs) — Vop®
(Vee + V'eo) (Ve + V'mr) — Ver®
Dalle (a) e (b) si trae che per E'l' = o, ¢ v/, =0, e X5 =0, X, = —F; per
v
E’I” =0, & v’ , =0, e risulta X, =0, X, =—F % ; per E'l' =0, @
BB B C '
Vee T Vo
v
V=, esiha X;=—F ——— X =0.

r
Ves t V'

2. La trave di sezione costante con un appoggio e un incastro rigidi.

Si studia in questo paragrafo la trave AB incastrata in A e appoggiata
in B, a vincoli rigidi, di sezione costante, sottoposta a condizioni di carico
diverse.

a) Trave soggetta ad un carico uniformemente distribuito.

La trave AB (fig. 8-2), & soggetta ad un carico g uniformemente di-
stribuito.

Eliminato I'appoggio in B, ci si riconduce ad una mensola; la reazione
R; in B é fornita dalla condizione di congruenza vy=2~0.
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%4
Lo spostamento di B per effetto di g & pari a 8qEI ; lo spostamento
Ry {?
della stessa -sezione per effetto di Rz & pari a 5T L’equazione di
l t i
I I
(OO ] 9
1A B _
a) é %z

Y¢

NERERSASRANRNNRRRRRRARRERNNE
b) 4 ‘ -

c) 2 ———
’ A z
y R

(IITTITTTTRTITITIOIIT# 0} @
/ !
B 4 T—-—-;
1 9B~
yl Ps=38 EI Rq
T
%ql +
|
e) T 1t
~E] i
Cy
a D
) 8 _| \
f) A I T B — 9 ,
T | 128 4
MY E _*
F
F1G. 8-2
congruenza e percio
qf* Ry 43

8EI+ 3 EI



CAP. VIII LE TRAVI AD ASSE RETTILINEQ IPERSTATICHE DI UNA SOLA CAMPATA 5

da cui si trae

3
RB“—"-—'—Eq‘&. (1)

Dalla (8-1) e dalla condizione di equilibrio alla traslazione secondo Y

R, + Rz +qt =20 (c)
si ha _
5
RA = — —8‘ q& B (2)

1l taglio T, in A & pari alla reazione R, cambiata di segno. La condizione
di equilibrio alla rotazione intorno ad A si scrive

qf? 3
— A My =0 (@
da cui si ottiene
qt*
M, = . (3)

Il momento flettente M, in A & pari alla coppia reattiva Jt, cambiata di
segno. Il diagramma del taglio é lineare (fig. 8-2e), e va dal valore

3
N gl in A al valore — 5 ql in B. La sezione di taglio nullo dista

3
di t, = n i dall’appoggio; ivi si ha il massimo momento flettente, il cui

valore & fornito da

t,’ t
Mmaxz_'RBto_q 9 =t ""RB—q'E .
Poiche é ‘
RB = q to
si ha pure
q t,*
Mmax= 9 ’ (4)

e cioé, nel caso in esame,

M,.. = 1 (3)2 2 = ) {2 = 0,0703 qf® (5)
max — 2 8 q - 128 q — q ’
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poco piu elevato della meta del valore assoluto di M,, che & pari (8-3)
16

a — —— qgf*.
128 4
Il diagramma del momento flettente & una parabola quadratica, la

cui costruzione é riportata nella fig. 8-2 f; si disegna in A verso l’alto un
2

{
segmento AC = k! , si congiunge C con B, e a partire dal punto medio

2

D di CB si disegna verso il basso il segmento DE — e il segmento

2

doppio DF — . Le rette CF e BF sono le tangenti alla parabola in

C e B, e la parallela per E alla CB é la tangente alla parabola in E. Co-
nosciute le tangenti in C e B, la costruzione puo completarsi, come & noto

1 . - o
1 T
LT TR A i) a
ZA , B o
wn 2z
yl"
'UJIII[H“HIIIIIIllilllilllllq
A . B -
. > 'z
\q&a
y T 24El

S
« 3
i
§

Y

Fic. 8-3

dalla geometria proiettiva, suddividendo CF e BF in parti uguali e con-
giungendo i punti dividenti nell’ordine secondo-penultimo, terzo-terzul-
timo, e cosi via; in genere pero la conoscenza delle tangenti in C, E e B
é sufficiente per disegnare con buona approssimazione la parabola.

La rotazione in B é fornita da

ql® _{_3 ; 4
6 EI 8q 2EI’

B — —
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e cioe da
1 qf?

— 48 EI ©®

Ps

Il problema pud anche risolversi assumendo come struttura isosta-
tica la trave appoggiata, e come incognita, quindi, la coppia I, (fig. 8-3).
L’equazione di congruenza &, in tal caso,

B qt? n N, b .
24 EI 3 EI
da cui si ottiene
q¥*
DTZ«A — 3

b) Trave soggetta ad un carico concentrato.

La trave AB & soggetta in S ad una forza concentrata F (fig. 8-4). Si

A A B
yl 2
2 [
z
£ A 5 BJ_/
_ Fb(2-1b? [ ab
2t |7 i iFT
L !
E x —
MY ' b)

Fig. 8-4

assume come trave isostatica la trave appoggiata; l'equazione di con-

gruenza e
M, ¢

2 — b? =0
61 EI ( )+ 3 EI
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da cui si ottiene
Fb ({* —b?

M, = e 0,

Poiché si ottiene pure

ab
F T (2{ — a)

Fb Fba
My=—— G+b) G—D=— (L +b) =
212 212 24

si giustifica la costruzione grafica di JX, che si riporta nella fig. 8-4 b: dal punto
C, situato sulla retta AB, a sinistra di A e a distanza 2 ¢ da S, si proietta il vertice D

ab
dell’ordinata massima SD = F _L della superficie semplice dei momenti; il seg-
mento AE fornisce N, .
c) Trave soggetta ad una coppia in corrispondenza dell’estremo appog-
giato.

Assumendo anche nel caso in esame (fig. 8-52a) come struttura isosta-

———
-—

m
z a)
l me
y 4EI
: 2
| 3 i 3 !
1 T !
m
MA = - mA = e '—2— z
M, = Jn
Fic. 8-5
tica la trave appoggiata, si ha
MY ] [
6EI  3EI ’
da cui si ottiene (fig. 8-5b)
m
M, = —. (8)
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La rotazione ¢g in corrispondenza della coppia applicata &

T N
¥8 = 3R 6EI
e cioé
mi (9)
5= YR

Il diagramma del momento (fig. 8-5b) & lineare, e si annulla a distanza
{/3 dall’incastro.

d) Trave soggetta ad un carico qualsiasi.

Se la trave & soggetta ad un carico qualsiasi (fig. 8-6), e ¢°, & la ro-

ZA B
o
{
ag bg
j 2
G
Y M®
M g
A
i
4 2
—— A HA ,B/’E
K
MA—_-"JR-A N +
+—
M\
F1c. 8-6

tazione che il carico indurrebbe in corrispondenza della sezione A della
trave AB appoggiata in A e B, I'equazione di congruenza e

o _|_ JH’A% _0
Yo TgE
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da cui si trae
3EI ¢°
o, = — ——-Lii . (10)

Nella (8-10) rientrano le (8-3), (8-7) e (8-8).
Un elegante procedimento grafico che permette di ottenere IR, de-
riva dai corollari di Mohr. Come gia detto la trave ausiliaria & libera in

A e appoggiata in B; percio il carico fittizio q*:—I — n deve rispet-

tare le condizioni di equilibrio di tale struttura, e cioe il suo momento
rispetto al punto B deve essere nullo. A meno della quantita costante
1/EI il diagramma di g* coincide con quello di M — EIy, ed é costituito
dal diagramma del momento M° che il carico indurrebbe sulla trave ap-
poggiata (superficie semplice dei momenti), dal diagramma triangolare
che la coppia I, indurrebbe sulla stessa trave appoggiata e dal diagram-
ma — EIu. La condizione di equilibrio del carico g* sulla trave ausiliaria
si scrive percio come segue:

Tl 2 { - HKibg = 0
T2 3 ¢
da cui si trae
HK b
,mA.—_sw—%i, (11)

ove HK & lordinata media del diagramma M° —EIp, & by la distanza
della verticale baricentrica della stessa superficie dall’appoggio (fig. 8-6).
Poiché pud scriversi

si giustifica.la costruzione grafica della fig. 8-6.

e) Trave soggetta ad una distorsione di rotazione relativa.

Se la trave & sottoposta ad una distorsione di rotazione relativa D,
in corrispondenza della sezione S distante e dall’incastro e b dall’appog-
gio (fig. 8-7), si ha
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e percio la 8-10 fornisce

M, = — D, . (12)

i & !
r T
1 a 1 b J.
T i
D -y _
A’ ' |B D, s

/7]
{
nY

A B o
7 o 'z
b r z
v De
y
3EIb
M,=- A=TD9
] e ot
+ z
MY
| -
| z
3EIb +
u mg, = 3ELP ¢ —z)
MYmg,
F1G. 8-7

pure il diagramma degli spostamenti, diviso per — D,, fornisce il diagram-
ma Mgg.
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f) Trave soggetta ad una distorsione di scorrimento relativo.

In tal caso si ha (fig. 8-8)

[ W
-
—

] B
y
A | B ]
‘z 2 Z
yy - D

|

My
_ 3EI
52 —_—
T | ——
z
MY tg, 175
Fic. 8-8
e quindi dalla 8-10 si trae
3 EI
JRA — {)/2 D‘q . (13)

Il diagramma dei momenti, diviso per D,, fornisce il diagramma tg,; il
diagramma degli spostamenti, diviso per — D,, fornisce il diagramma tge.
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g) Trave soggetta ad un cedimento angolare anelastico dell’incastro.

L’incastro cede (fig. 8-9) anelasticamente ed angolarmente dell’angolo

M‘
Fic. 8-9

Pas ; COMe ogni rotazione, ¢,, & positivo se antiorario. La condizione di con-
gruenza in A si scrive '

by I TORR .
3EI T~
da cui si trae
3 EI
My, = g P (14)

La (8-14) & in accordo con la (8-12); infatti un cedimento ¢,, corrisponde
ad una distorsione D,, = — @,,, attese le convenzioni sui versi.

h) Trave soggetta a cedimenti vincolari verticali anelastici.

La trave AB presenti i cedimenti vincolari anelastici degli appoggi
Vaa € Vg, (fig. 8-10); v,, € Vg, sono positivi se diretti verso il basso.
Se la trave fosse appoggiata, la sezione A ruoterebbe dell’angolo
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Il momento N, deve annullare tale rotazione; percio¢ I'equazione di con-
gruenza in A si scrive

_ Vm—Va n M, .
{ 3 EI
da cui si trae
3EI vg, —V
M, = B sl (e)

{ b

Si conviene chiamare con 8,5 la differenza vg, — vy, (positiva quindi
se B cede pil di A, come nella fig. (8-10), e con ¢,z la rotazione indotta in

\ ' 1
T 1
A I B
. I -
Aa
- Vis
l_x Iags
y
A | B
e
Iam >0
- _ Can
Oa = Yap = —

MA = - im'.‘ =
_ 3 El Wmmmm

Fic. 8-10

A e B da 3,5 sulla trave appoggiata, positiva al solito se in verso orario;
& percio (¥)
Vea — Vaa Oan

_— = — . 15
$as 7 7 (15)

(¥) La (8-15) & valida in generale, cioé per qualsiasi complesso di travi.
Infatti il segno di ¢ e & & legato a quello degli assi n e t, orientati sempre in modo
che t segua n nel verso antiorario, e quindi come gli assi y e z della fig. 8-10.
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La (e) si scrive, per la (8-15),
3EL3,; 3 EI
My = —— = — —; Yan- (19

La (8-16) & in accordo con la (8-13), perché un cedimento &,z corrispon-
de ad una distorsione D,z —28,; in B.

3. La trave di sezione variabile.
Si premette il calcolo dei valori delle rotazioni che si verificano in

corrispondenza delle sezioni di estremitd della trave appoggiata AB, per
effetto di una coppia =1 applicata in A o in B. Se la coppia & appli-

i

'/\

Tahv "8 n ¢
y

Fi1G. 8-11

cata in A (fig. 8-11) dalle formule (7-73), o dal principio dei lavori virtuali,
si ottiene

' { —z
M—_ =2
£
1 (¢ — z)?
== ) T @
' (17)
1 M (t —2z)z 4
= =— =] — z .
¥ =P 12J, EI
Se la coppia & applicata in B (fig. 8-12) si ha invece
1 "' L —z)z
= - — — | —— dz
=B #J, EI
, (18)
1 [ 2z
=gy =  — dz .
o % J, B

o]
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I valori di g nel primo caso e di ¢, nel secondo sono uguali, per il teo-
rema di Maxwell, e si conviene indicarli con il simbolo §; le rotazioni ¢,
nel primo caso e ¢y nel secondo, corrispondenti alle sezioni di applica-
zione della coppia unitaria, si conviene indicarle con a, ed «p, € sono
uguali se la trave & simmetrica rispetto alla mezzeria.

A B
N =1

F1c. 8-12

Nelle tabelle da 8-1 ad 8-4 (in appendice al volume) sono riportati
i valori di a,, ag € 3. Le tabelle 8-1 ed 8-2 sono relative ad una trave
simmetrica rispetto alla mezzeria, di luce {, costituita da un tratto cen-
trale con momento d’inerzia I, costante, e da due tratti estremi in cui
il momento d’inerzia varia da I, ad I, con legge rispettivamente quadra-
tica e cubica. La lunghezza dei tratti a momento d’inerzia variabile &
AE (0 <A<0,5); n é il rapporto

I
n —
I
Gli angoli sono forniti da
4
e
! B
B EI,

Le tabelle 8-3 ed 8-4 sono relative ad una trave in cui la sezione varia
solo da una parte; in esse & 0 <C X <1, e si e posto

:
— _— A
=g
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g
@ = Fr_ =
p= EI,

Per una trave incastrata in A con cedibilita elastica g,, appoggiata

q(z)

M°(z)

F16. 8-13

in B, e soggetta ad un carico q (z) cui corrisponde il momento di trave
appoggiata M° (z) (fig. 8-13), si ha

9% + Myay = — Myea -
E’ quindi

Mm,=— ———— (19)

* FranciosI - Volume III - Tomo II 2
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Per la stessa trave, incastrata in B e appoggiata in A (fig. 8-14), si ha

¢’z + Mpag = — Mg en

q(z)

1

Fic. 8-14
da cui si ottiene
Mg = — _CPB_._ . (20)
(s + £p)
I valori di ¢°, e ¢ si calcolano attraverso gli M al solito modo; si ha
1"‘°M°(Jd—z)d 1 ‘M"zd
0 = — — —_dz, e g — — — dz .
¥a ¢, EI ¥R TE

4. Trave di sezione variabile con un appoggio e un incastro rigidi soggetta ad
una coppia in corrispondenza dell’estremo appoggiato.

Se la trave AB é incastrata in A e soggetta alla coppia IR in B, si ha
(fig. 8-15)
mﬁ + mA Ay — 0

da cui
B
M, = —Mm . (21)
Xa
La rotazione in B, & fornita da
8
CPB:maB"i‘mIAB:m(aB"_ . (22)

12521
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Se invece la trave & incastrata in B e soggetta alla coppia IR in A, si ha
(fig. 8-16)
mB + ng g — 0

da cui o
B
Mg =—M : (23)
25:}
La rotazione in A & fornita da
g
<pA=mtaA+.me=m(aA— . (24)

23]

Se la coppia applicata in B & unitaria, la rotazione ¢y si indica con il sim-

L

T

P o

e

g .nlllll“l““lllllll . z
Mg

=M

Fi1c. 8-15

bolo vy ; se la coppia applicata in A & unitaria, la rotazione ¢, si indica con
il simbolo y, .
Le quantita

Bz
fa — %a —
&p
(25)
BZ
YB =— % —

%a
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aventi le dimensioni dell'inverso di un momento [F{7?] non sono che i
pesi elastici della sezione A nella trave appoggiata in A e incastrata in B,

233
Yy
p e B
N GB_B 1 uB_B
+ t ¥
MA:FmTHmHWWM |
‘ Hipusi |
, Y|i -
Mg =Mzg=—M A
M B B g
F16. 8-16

e della sezione B nella trave incastrata in A e appoggiata in B, supposto
in ambedue i casi che i vincoli siano rigidi.

5. Trave di sezione variabile con un appoggio e un incastro rigidi, soggetta ad
una distorsione di rotazione relativa.

La distorsione D, agisce in corrispondenza della sezione S a distanza
rispettivamente a e b dai due estremi A e B (fig. 8-17 a).
Nella trave appoggiata ai due estremi la distorsione D, produce una

rotazione ¢°% = - D, in A; l'equazione di congruenza si scrive percio

b
TD¢+3RA°CA:0
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da cui si oftiene

b D,
- : (26)

JTLA:_'
. %a

Per trave di sezione costante si ritrova la (8-12). Il diagramma del mo-
mento flettente & riportato nella fig. 8-17c. I1 diagramma degli sposta-

Fic. 8-17

menti & disegnato in fig. 8-17d; esso & somma di quello provocato da D,
sulla trave appoggiata (fig. 8-17b), e di quello indotto dalla coppia IN,
sulla stessa trave appoggiata.

6. Trave di sezione variabile con un appoggio e un incastro rigidi, soggetta ad
una distorsione di scorrimento relativo.

La distorsione D, agisca in corrispondenza della sezione S a distanza
rispettivamente a e b dai due estremi A e B (fig. 8-18). Nella trave appog-
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D
giata ai due estremi la distorsione D, produce una rotazione ¢°y, — — ;
in A ; si ha percio

- pn + Muay =0
da cui
D“]
M, = . (27)
boa

Per trave di sezione costante si ritrova la (8-13). L’espressione (8-27),

a)
b)

__Du

MamT I MAWWM

l l ; c)

M

D,

d)

come la (8-13), e indipendente da a e b, e cioé dalla posizione di D,;
il diagramma del momento flettente & percid sempre quello della fig. 8-
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18 ¢, ovunque sia applicata D, . Il diagramma degli spostamenti € quello
della fig. 8-18d; esso pud ottenersi sovrapponendo al diagramma degli
spostamenti della fig. 8-18 b quello degli spostamenti provocati sulla tra-
ve appoggiata dalla coppia M, .

Si pud anche procedere assumendo come sistema isostatico la trave a
mensola (fig. 8-19). Alla forza Ry agente sull’estremo B si associa una

| /

T

F1c. 8-19

linea elastica (fig. 8-19b) che coincide con quella indotta nella stessa
trave, appoggiata perd ai due estremi, dalla coppia I,=Rgp! agente
sull’estremo A (fig. 8-19 ¢); infatti i diagrammi dei momenti nei due casi
coincidono. La linea elastica della trave appoggiata va letta perd con rife-
rimento alla sua tangente in A, per rispettare le condizioni di vincolo
della mensola. '

La forza Ry produce percio in B. uno spostamento pari a.

vg = Ma,{ =— Rga, .

L’equazione di congruenza in B é quindi
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da cui si trae
D'fl

Rg = .
B on 1

Si puo quindi disegnare la linea elastica della mensola soggetta in B alla

forza Ry =

ik e traslare verso I'alto di D, la linea elastica alla destra
A

di S (fig. 8-18d). Poiché Ry non dipende dall’ascissa di S, la linea ela-
stica, fissata D,, & valida quale che sia la sezione S ove D, & applicata;
varia con la posizione di S solo la lunghezza del tratto di linea elastica
che trasla.

Un cedimento angolare anelastico ¢,, dell'incastro si tratta alla stre-
gua in una distorsione D,— — ¢,, agente in A; un cedimento anelastico
Va, dell’incastro (positivo se diretto verso il basso) alla stregua di una di-
storsione D, =-—v,, agente in A; un cedimento anelastico vy, dell’appog-
gio alla stregua di una distorsione D, = vy, agente in B. Per effetto di un

cedimento ¢,, & percio

m, = 3=, (28)

Pa
per trave a sezione costante si ritrova la (8-14). Un cedimento v,, e un
cedimento vg, equivalgono ad un unico cedimento 8,5=vy, — V,, in B;
ad essi corrisponde quindi un momento in A pari a

Vpa — V 2]
m, === 2, (29)
Loy N

per irave a sezione costante si ritrova la (8-16). La posizione (8-15) per-
mette anche di scrivere

Vas

Ga

M, = — (30)

7. Linee d'influenza del momento flettente e del taglio per una distorsione
D,=—1 e per una forza F=—1 viaggianti, nell'ipotesi di vincoli rigidi.

La linea d’influenza mg, del momento flettente in S per una distorsio-
ne D, =1 viaggiante & il diagramma del momento flettente provocato da
una distorsione D, agente in S, diviso per il valore di D,; essa & fornita
percio (fig. 8-20b) da

M,
(t —2) =
t D, 2 ay

@ —z).

mS[-l -



CAP. VIII LE TRAVI AD ASSE RETTILINEO IPERSTATICHE DI UNA SOLA CAMPATA 25

La linea d’influenza tg, del taglio in S per una distorsione D,—1 viag-
giante é il diagramma del momento flettente provocato da una distorsione
D, agente in S, diviso per il valore di D, ; essa & fornita percio (fig. 8-
20c) da '

M,

te, = o 2) = —
* an( ) 12 otn

¢ — z).

La linea d’influenza mg; del momento flettente in S per una forza

A S B

b)

c)

d)

Fi1c. 8-20

F —1 viaggiante é il diagramma degli abbassamenti provocati da una di-
storsione — D, agente in S, diviso per il valore assoluto di D,.
Le ordinate mg; sono delle lunghezze; esse in genere si riportano in
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diagramma nella stessa scala delle lunghezze z, e percid il rapporto

=1 | 5

S

risulta pari all'unita (fig. 8-20 d).

La linea d’influenza tg; del taglio in S per effetto di una forza F=1
viaggiante & il diagramma degli abbassamenti provocati da una distor-
sione — D, agente in S, diviso per il valore assoluto di D, . Per quanto gia
detto nel paragrafo precedente, si pu¢ tracciare (fig. 8-20 €) la linea ela-
stica della mensola AB per una forza qualsiasi agente in B verso ’alto, tra-
slare la stessa linea verso il basso di una quantita pari allo spostamento
Vg, € assumere come valida la linea superiore alla sinistra di S, la linea
inferiore alla destra. Il valore di vy si assume pari all’'unita. La costruzione
suddetta, sempre per quanto gia detto nel paragrafo precedente, si esegue
una sola volta anche se le linee d’influenza ts; da disegnare sono relative a
pilt di una sezione; e cioé la linea t;; relativa ad una sezione T diversa
da S si ottiene sempre considerando valida la linea superiore gia tracciata,
nel tratto alla sinistra di T, e quella inferiore nel tratto alla destra di T.

8. Trave di sezione variabile con appoggio e incastro, in cui I'incastro & angolar-
mente ed elasticamente cedevole, soggetta ad una coppia sull’appoggio.

Si consideri lo stesso caso del n. 4 (fig. 8-15), e si supponga che l'in-

!

Fic. 8-21

castro A sia elasticamente cedevole, con cedibilita ¢, (fig. 8-21); l'equa-
zione di congruenza ¢& in tal caso

Jllﬁ —+‘ mlecA _ JTLASA
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da cui si trae

My — o —P (31)

%a T €a

La distanza i del punto I in cui si annulla il momento flettente dall’in-
castro A & fornita da '

— f
f—1i ola + Ea ( )
da cui si ottiene
N 32
OCA_B + &
La rotazione ¢y € fornita da
BZ

cpnzmocg—{—:anﬁ:m(aB———————). (33)

% 1 €a

B

an+ £q

Mﬁ_mlAH;\Hlm; K Bz

Mg =M= —M

M
Fic. 8-22

Se la trave e incastrata in B con cedibilitd ez si ha invece (fig. 8-22)

QRB + JTZ-BOSB _— ——311383
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da cui si ha

B
My = — M ——n 34
B S (34)

La distanza k dell’incastro B dal punto K ove si annulla il momento flet-
tente é fornita da

da cui si trae

k:——6—-—£——~ (35)

O‘B_B‘Jr‘sn

La rotazione ¢, € fornita da

oo = Ma, + My = M (ocA — —B—-—) . (36)
oy + & :

Se la coppia applicata in B & unitaria, la rotazione ¢p Si indica con il sim-
bolo wg, ; se la coppia applicata in A & unitaria, la rotazione pa Si indica
con il simbolo w,s. Le quantita

BZ

Wi = Gy — —————

AB A % + e
(37)

e ? %y + €4

hanno le dimensioni dell’inverso di un momento, e sono i pesi elastici del-
la sezione A della trave appoggiata in A ed elasticamente incastrata in B,
e della sezione B della trave appoggiata in B ed elasticamente incastrata
in A. Per ¢, ed ¢ nulli, le (8-37) coincidono con le (8-25). I punti I e K
non sono altro che i punti fissi di sinistra e di destra, gia definiti al § 1-17.
Le (8-32) e (8-35) coincidono con le (1-32) e (1-33), le (8-37) con le (1-29).

9. Le linee d'influenza della trave di sezione variabile con incastro ed appoggio,
in cui l'incastro & angolarmente ed elasticamente cedevole.

La linea d’influenza di maggiore interesse & quella m,, del momento
flettente in corrispondenza dell'incastro (fig. 8-23) (che in A, si ricorda,
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& uguale e contraria a quella della coppia di incastro). La distorsione D,
in A provoca in A stesso, come reazione, una coppia I, fornita dalla

Fic. 8-23
condizione di congruenza
OTLA“A "‘|" DTLASA = — Dq,
da cui si ottiene
D,
®a + €a

La (8-38) pud anche ottenersi dalla (8-19) ponendo ¢°y =D, (limite

. bD,
di e per b—{).

Gli spostamenti connessi con la coppia ——— applicata in A co-
Qa A

stituiscono quindi la linea d’influenza m,;. Riportando questi spostamenti
nella stessa scala delle ascisse z, risulta (fig. 8-23)

By + W,
E,

=1.

In pratica spesso il tracciamento della linea di influenza puo eseguirsi utiliz-
zando i dati forniti dai manuali tecnici. Molti di questi infatti forniscono, per le
leggi di variazione dei momenti d’inerzia di piti frequente incontro, gli angoli «,,
oy e B. Spesso gli stessi manuali [25] forniscono i valori degli spostamenti di
una trave appoggiata ai due estremi A e B, e soggetta ad una coppia unitaria in
A o in B; molto pil1 frequentemente i manuali [27] forniscono gli spostamenti
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v, (2) e v, (2) indotti sulla trave AB, supposta incastrata ai due estremi, da una
distorsione unitaria negativa agente in A o in B (fig. 8-24). Si dice «spostamenti
indotti da una distorsione unitaria negativa » nel senso gia noto di spostamenti
indotti da una distorsione D,=—uo, divisi per o; essi coincidono poi con le linee

| A ) | B
Qa 141
V = @a Vs %8 Ve
Fi1c. 8-24

d’influenza m,, e my, della trave perfettamente incastrata ai due estremi. I dia-
grammi v, (z) e v, (z) permettono di costruire immediatamente il diagramma
degli spostamenti v (z) indotti nella trave appoggiata da due coppie qualsiasi
agenti alle estremitd, una volta noti gli angoli ¢, e ¢, attraverso la relazione

v (z) =@, v, (z2) — @gv,(2) . (39)

Infatti sia v (z) che v_ (z) e v, () sono soluzioni relative a coppie applicate agli
estremi della trave appoggiata, e quindi v (z) deve essere combinazione lineare di
v, (2) e v, (2). La (8-39), che soddisfa le condizioni ai limiti, ¢ soluzione, e I'unica
possibile (Kirchhoff), per quelle coppie cui sono associate le rotazioni ¢, e ¢g.

. \ %a B -
Nel caso in esame € ¢, = ——— , ¢p=———, € quindi
o, + €y %, + €,
T\
m,p=————— v, (2) —————vd(z) .

OCA-!- €x o, + &,
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Nelle tabelle da 8-1 ad 8-4 (in appendice al volume) sono traseritti i valori
in nove sezioni alle ascisse {{ (£ =0,1; 0,2; ... 0,9) delle ordinate v, e v, delle
linee d’influenza dei momenti di incastro in una trave perfettamente incastrata
alle estremita, per trave simmetrica o meno, e legge di variazione del momento
d’inerzia quadratica o cubica. Nelle tabelle sono riportati i rapporti v /i e v /i;
cio anche per travi simmetriche, per comodita di lettura, pur essendo v, super-
flua, perché simmetrica di v,.

La conoscenza di m,; (come quella relativa a qualsiasi altra sezione)
permette di ottenere qualsiasi altra linea d’influenza relativa a forze viag-
gianti attraverso il procedimento esposto nel § 4-11. Per ottenere, per

¢
a 1 b
T
a)
b)
c)

esempio, la linea d'influenza mg, del momento flettente nella sezione S
per una forza F =1 viaggiante (fig. 8-25) basta costruire la linea d’in-
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fluenza m°; relativa alla struttura isostatica, calcolare la discontinuita
(con il segno come distorsione) c, = N che sorge in A, e sommare alla

m° la linea m,, moltiplicata per b/¢{:

b
Mgy = M’ + _E— Myp .

L’inclinazione in B della linea mgy & fornita da

a b B a b B
CPB:"J&“‘f‘“E—m:T(l—{-;m)- (g)
Per
2 B
b w e

e cioé (f) per

¢ g =0. Cio significa che la linea d’influenza m, relativa al punto fisso I
presenta in B tangente orizzontale (fig. 8-26 a). Dalla (g) stessa si trae poi

a)

b)

z
+
J zg<1i s <0 Mgy
y

Fic. 8-26

che ¢y & funzione crescente di a, e percio per zs >1 & gg >0 (fig. 8-25 c),
per zg < i & @g <0 (fig. 8-26 b). Si deduce da cio che la linea d’influenza
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del momento per una sezione compresa tra 1’appoggio B e il punto fisso I
& tutta positiva (fig. 8-25), e quella per una sezione compresa tra l'inca-
stro A e il punto fisso I presenta inversione di segno (fig. 8-26 b).

Allo stesso risultato pud pervenirsi considerando che la linea mg ¢ fornita
da (7-98)

dmg,

oz
Poiché, quando una coppia e applicata in B, il momento in I é nullo, in B si ha

dm
IF _0

oz

e quindi la m,, presenta in B tangente orizzontale (fig. 8-26 a).
Quando una coppia positiva é applicata in B, il momento in una sezione S a
destra di I & positivo, e quindi in B si ha

omgg
Mgy, = — >0
3z

si trae da cio che la linea mg,, si presenta, per z, > i, decrescente in B (fig. 8-
25 ¢). 11 contrario accade se la sezione S & ubicata a sinistra di I (zg < 1), caso
riprodotto nella fig. 8-26b.

In presenza di un carico uniformemente distribuito, che possa impe-
gnare comunque la trave, la condizione di carico esteso a tutta la luce for-
nisce per quanto sopra il minimo possibile momento in A (e cioé il mas-
simo valore assoluto del momento negativo in A), e il massimo possibile
momento per tutte le sezioni comprese tra I e B; in presenza di forze ver-
ticali dirette verso il basso, nella prima sezione non puo esistere che
momento negativo, nelle seconde non possono esistere che momenti po-
sitivi.

10. La funzione di Green dello spostamento per forza viaggiante sulla trave di

sezione costante con incastro e appoggio rigidi.

Si riporta I'espressione della funzione di Green vg dello spostamento
nella generica sezione S (z=1zg) per una forza unitaria viaggiante, con ri-
ferimento ad una trave di sezione costante; essa coincide con la linea ela-

* FrancIosI - Volume IIT - Tomo II 3
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stica provocata da una forza F=1 agente in S (fig. 8-27) ed é fornita

- z ——
Zs S= 7 8s —

et 44}_
b
il
-

a4 A :
% ‘1|“Hi|!‘ ‘4‘

Vg

< «
-

Fic. 8-27

(ponendo al solito {=2z/t, {s—=12zs/) da

‘ga‘z— _E_._?’_.2(1___§_)(1_§_5)1 .
/ZEIQSL_; s~ 5 ¢ 5 5)| per e =g

(40)

Vg =
£ [ ¢ 3 g §\]
N\ ¢: gs———*gs‘l(l——s)(l——)_ per § << s

2 EI 3 2

La funzione vy (2, zo)  simmetrica rispetto alle variabili z e zs.

11. La trave di sezione costante con duve incastri rigidi.

Si studia in questo paragrafo la trave di sezione costante incastrata
rigidamente agli estremi, sottoposta a diverse condizioni di carico.

a) Trave soggetta ad un carico uniformemente distribuito.

La trave AB (fig. 8-28) & soggetta ad un carico q uniformemente di-
stribuito. Assunta come trave isostatica la trave appoggiata, le condizioni
di congruenza in A e B si scrivono

gl? m, it Myt
24 EI 3 EI 6EI
qt? Myt M, L

24 EI T SE 6 EI
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da cui si ottiene

qi?
N, =
A 12
o (41)
q
M, = —
B 12

Il momento flettente in mezzeria, che coincide con il momento flettente

; ¢ 4
1 !
(OO da
44 B o )
i — =
y
T
q
2 ' , b)
. | ql
l T2

Fic. 8-28
positivo massimo, vale
2 2
o
e cioe
Ll (42)

M,,., =
/2 24
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Il diagramma del momento flettente e una parabola quadratica, la cui co-
struzione, analoga a quella della fig. 8-2f, e riportata nella fig. 8-28c; i
due punti in cui M é nullo sono ubicati a distanza pressoccheé uguali ad ¢/5
da A e da B. Le reazioni sono le stesse della trave appoggiata

at
RA - B — T 'E ’
poiche le due coppie N, ed Jg==-— I, non inducono reazioni; quindi

il diagramma del taglio € lo stesso che nella trave appoggiata (fig. 8-28 b).

Lo spostamento in mezzeria della trave appoggiata provocato dal carico q é
(7-60) pari a
5 qit

384 EI

Lo spostamento in mezzeria della trave appoggiata provocato da due coppie

{

A B

m,=-—m}' Mg = M
4
Tt . . N
(LT T !IHE!IH!iIHHE] P* T 5
o OWL i ML A
me 2El | 2E L
= - ; B* = — -—
2 EI ‘ 2 EI
|
!
|
| ; -
! -
M* ’:V\__L__/ I
| me
vy, = MY, = 8 El
F1c. 8-29
m a=— I ed My=M si ricava immediatamente attraverso il corollario di
Mohr (fig. 8-29), ed & pari ad
N {2

8 EI
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tale valore pud anche ricavarsi come spostamento della sezione estrema della
mensola di luce {/2 soggetta alla coppia JR di estremita.
Per il principio di sovrapposizione, nella trave in esame é

5 qlt qiz {2

Vz/2= —

384 EI 12 8 EI
e cioé
1 qit
Vi = —;8? o (43)

Lo stesso problema pud risolversi partendo da una struttura ancora
iperstatica, ma gia studiata: la trave con incastro e appoggio. La condi-
zione di congruenza nell’appoggio B si scrive in tal caso, per le (8-6) e (8-9),

qb? n Mt _
48 EI 4FEI
da cui
qt?
m, = —
B 12

b) Trave soggetta ad un carico concentrato.

La trave AB é soggetta in S ad una forza concentrata F (fig. 8-30).
Assumendo la trave appoggiata come struttura isostatica, le condizioni di
congruenza in A e B si scrivono, per le (7-34) e (7-35),

@ b3 & | [ Mgl 0
61 EI 3 EI 6EI
Mp ! N, b
2 — a* — =0
61 EI ( ) T 3 EI 6 EI
da cui si trae
ab?
mZA e {712
(44)
a’b
JTLB = —F e

La costruzione grafica della fig. 8-30 b ¢ di immediata comprensione.
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Le due reazioni R, ed Ry si calcolano attraverso le equazioni della
statica considerando la trave appoggiata in A e B; l'equilibrio alla rota-

%A 15 Bé a)

b
1 { ] ? i b)
g S l 1 .
J\ | e _ F an I
Lz
ab?
— F

[,2

M

F1c. 8-30

zione intorno a B fornisce

Fb + Ryt + M, + Mg =0

da cui
b (3a+Db)
RR=—F — (45)
&3
Analogamente si ha
a’ (8b -+ a)
Ry, = —F — (46)

Se la forza F & applicata in mezzeria, si ha

!
My=— My =—TF
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{

Mg= IMg=—F 5 (47)
{

M,,.= F “8—

e cioé i valori dei momenti agli incastri e in mezzeria sono la meta del
valore F T che si verificherebbe in mezzeria della trave appoggiata. In

tal caso lo spostamento in mezzeria & (7-64)

8§ F Ft

Ve — —
i 384 EI 8 8EI
e cioeé
9 Fi? )
Vyp =— ———
v 384 EI

¢) Trave soggetta ad un carico qualsiasi.

Siano ¢°, e ¢°s le rotazioni in A e B della trave AB soggetta allo stes-
so carico e appoggiata in A e B; le condizioni di congruenza in A e B st
scrivono

o TRl Tl
¥4 T TRl 6EI
¥ T TR 3SEI
da cui si trae
2 EI
M,= — T (2jCP°A + CPOB)
(49)
2 EI |

M= — 5 (29° + 9%) .
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d) Trave soggetta a cedimenti angolari anelastici.

La trave presenti i cedimenti angolari anelastici ¢,, e ¢p, (fig. 8-31);

e

A %/ﬁI\ R B_
Pas " z

y

M.A EJ— m.\ =
2 EI
- (2 oan + 9n)

M

2E]
My = Oy =-T(24Paa + Qaa)

F1c. 8-31

le condizioni di congruenza si scrivono

b ongd
SEI __ 6EI ™~
M, b Mt
6 EI 3EI =
da cui si trae
2 EI

M, = o (2 Paa + PBa)

(50)
2 EI
sz:T (2CPBa + CPA»,) .
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e) Trave soggetta a cedimenti verticali anelastici.

La trave AB presenti i cedimenti verticali anelastici degli appoggi

{

R W

|
A%

A

a)

S8 > 0

b}

c)

F1c. 8-32

V., € Vg, (fig. 8-322a). Se la trave fosse appoggiata, le due sezioni A e B
ruoterebbero (fig. 8-32b) degli angoli

Pa — —

s — —

I momenti IN, ed M, devono annullare tali rotazioni; percio le equa-
zioni di congruenza in A e B sono

Vpe — Vaa M, ! Mp {

i 3 EI 6 EI
Vea — Vas My Nt

! 6 EI 3 EI




42 SCIENZA DELLE COSTRUZIONI VOL. IiI

da cui si trae
6 ElI vp, — Vv
M, = My = 5 B“E el (h)

Con la posizione (8-15) la (h) si scrive

EI 8,5 6 EI
mlA — sz = 6 12 = — T q)AB . (51)

f) Trave soggetta ad una distorsione di rotazione relativa.

La trave AB presenti in corrispondenza della sezione S una distorsio-

y D,

A B

#>» b s » 2z
v De ~ 1 Ds

[

MA=—-7RA=

_ 2EI(2b-a)
= 2Elbra)

— 2EI(2a-b)
-

w_ De

Fic. 8-33

ne D, (fig. 8-33). La D, provoca nella trave appoggiata due rotazioni

b
¢y — _E" D<p

a

¢'p = 7 D, .
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Le condizioni di congruenza in A e B si scrivono cosi

b b, + M, ¢ Nyt .

7 3SEI  6EI

a m, 4 Myt

[ 6 EI 3EI

da cui si trae

2EID,

mAz——T(Zb“a)

(52)

2EID,

My = T(2a—b).

Le (8-52) possono anche dedursi direttamente dalla (8-49).

g) Trave soggetta ad una distorsione di scorrimento relativo.

La distorsione D, in S provoca nella trave appoggiata due rotazioni
(fig. 8-34)

DT)
Pa=—
]:TI
s =

Dalle condizioni di congruenza in A e B

D, oMt JMyit

£ 3 EI 6 EI
D, Ll Iyl
T ¢y BEI 3El
si trae
6 EL D,
mA fa— JTLB = ee—, (53)

%2
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I valori di O, ed Iy sono indipendenti dall’ascissa di S; le (8-53) pos-

|

D
D, {\ T
+— o
y {

Ny

Fic. 8-34

sono dedursi anche direttamente dalla (8-49).

h) Ricerca grafica dei momenti d’incastro.

La trave ausiliaria secondo Mohr della trave incastrata in A e B e
libera agli estremi; percio il carico fittizio g* su essa agente, costituito,
a meno del fattore costante 1/EI, dal diagramma del momento fletten-
te M° che si verificherebbe nella trave appoggiata, a cui eventualmente si
aggiunge il diagramma — EIp, e dal diagramma trapezio del momento
flettente indotto sulla stessa trave appoggiata dalle due coppie d’incastro
N, ed My, deve soddisfare le condizioni di equilibrio. Si trae da cio
che il diagramma trapezio deve avere la stessa ordinata media HK del
diagramma M°—EIn (fig. 8-35) e la stessa verticale baricentrica g.

La costruzione del trapezio & percio eseguibile secondo i due noti
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procedimenti, e si riporta nella fig. 8-35 che non ha bisogno di deluci-

dazioni.

+— +

Illmllllllllmmlmml||||Illlll||u|
-

B

T Tt em

g
. E H E, D
A, ~ e F
E A, K

Fic. 8-35

12, La trave di sezione variabile con due incastri angolarmente cedevoli.

Con le notazioni gia usate, le equazioni di congruenza sono in tal

caso le seguenti (vedi pure le 1-36)

% + My o -+ D]Z'BB = — M,e,
s + DRAB + Mpoag = — NMyes

da cui si trae
— '~P°A (g + ep) + CP°B§
(a + €4) (g + &) — B°

— 9°p (s + 2a) + CPOAB
T (an e (ap +oep) — B

M,y =

(54)
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Dalle (8-54) per ¢z —> oo si ricade nella (8-19), e per ¢, —> oo nella (8-20).
La risoluzione grafica dello stesso problema, eseguita utilizzando la no-
zione di punto fisso, & stata riportata al § 1-17 (fig. 1-80).

Le linee d’influenza si possono costruire sfruttando la conoscenza del-
Iinvoluzione di elasticita (§ 1-16). Se per esempio si desidera ottenere la

a)

b)

c)

Fic. 8-36

linea d’'influenza del momento flettente in una sezione S (fig. 8-36), si
costruisce il corrispondente S’ di S nell'involuzione di elasticita, e dalla
condizione

D, =FW,s05 =F (o, + g + ea + 88 — 26) os’
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si ricava il valore delle due forze uguali e contrarie F¥ e —F che agenti
sulle due facce risultanti da un taglio in S provocano tra queste facce
una rotazione relativa D,, lasciando i baricentri a contatto. Il diagram-
ma del momento, diviso per D,, fornisce la linea d’influenza mg,; il dia-
gramma degli spostamenti, diviso per -~ D,, fornisce la linea d’influen-
za Mgy .

Con riferimento alla mg, si osserva che se S é compresa tra A ed [
S’ giace tra K e B; quindi il diagramma del momento & intrecciato, le ro-
tazioni in A e B sono ambedue negative, e la linea myr & anch’essa di due
segni (fig. 8-36 c).

%p+ep
(x, +e,) o+ ey)- B2

Fi1c. 8-37

Se S & compresa tra I e K, S’ é situata fuori della luce della trave,
il diagramma del momento & tutto negativo; le rotazioni in A e B sono
rispettivamente negativa e positiva, e la linea mge & tutta positiva. Se S
& compresa tra K e B, S’ & ubicata tra A ed I, e di nuovo la linea mg
presenta doppio segno.

Le due linee m,r e mgg sono ambedue tutte negative (fig. 8-37).
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Si trae da quanto sopra che, se si & in presenza di un carico unifor-
memente distribuito che possa comunque impegnare la trave, alla con-
dizione di carico esteso a tutta la luce corrispondono i momenti massimi
nel tratto IK (fig. 8-38) e i momenti minimi (massimi dei wvalori as-

T e

min

NN

Fic. 8-38

soluti del momento negativo) in A e B. Nel tratto IK il momento non
puc che essere positivo, e percio il diagramma dei minimi momenti
ha ordinate nulle; in corrispondenza delle sezioni A e B il momento non
puo che essere negativo, e percio il diagramma dei massimi momenti pre-
senta ordinata nulla; nei tratti AI e KB i momenti massimi sono superiori,
e i momenti minimi inferiori a quelli corrispondenti al carico uniforme
esteso a tutta la luce.

La ricerca delle linee d’influenza puo anche eseguirsi utilizzando le
(8-54). Una distorsione D, nella sezione S a distanza a e b dagli incastri A e
B genera sulla trave appoggiata due rotazioni

b
2 = T D,
(1)
a
CPOB _— Dv ’

{
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e quindi sulla trave incastrata due coppie di incastro fornite da

D, b(as + es) + 2B

JR.A - -
L (o + &) (o + ep) — [32
(55)
I D, a(“A+5A)+bB
; U (o + 52 (o + g0) — B
Cosi pure una distorsione D, genera due rotazioni
D,
P4 = — .
D,
¥'s = — —
e quindi due coppie d’incastro
D, ap + ep — B
mA — -
t (aa + &) (s + 2a) — B :
(56)
DTI oA + Ep — B
3115 =

I (oa + €4) (g + €8) — {32 '

Le linee mg, e t5, sono cosi definite, poiché basta dividere rispettiva-
mente per D, e D, i diagrammi dei momenti generati dalle coppie (8-55)
e (8-56) sulla trave appoggiata. Le linee mg; e tgr sono le linee elastiche,
divise per —D, e —D,, delle mensole AS e BS, incastrate elasticamen-
te in A e B con cedibilita ¢, ed e e soggette ai diagrammi di momento
suddetti; queste linee elastiche possono ottenersi attraverso la teoria dei
pesi elastici, o con i metodi gia esposti trattando delle travi ad asse retti-
lineo (Saviotti e Mohr).

Se occorre tracciare piu linee d’influenza, conviene ricorrere al procedimento
delle linee di influenza fondamentali; come tali in genere si assumono quelle rela-
tive ai momenti di incastro. La m, si puo tracciare sfruttando I'involuzione di ela-
sticita; in tal caso (fig. 8-37) le due forze F e —F passano per il punto fisso di

1
destra K, e sono uguali a

W,5+ KO
I1 diagramma dei momenti puo anche ottenersi considerando che la distorsione
D, in A provoca due angoli ¢°, e ¢°; forniti dai limiti della (i) per a-»>0 e b-si,

* FraNciosI - Volume III - Tomo II 4
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e cioe
0 —_—
¢ A'—Dw

vop=0;

quindi le (8-54) forniscono le coppie d’incastro

oo + £
M, =— M, =—D, BB
(o, +2,) (o + ) — B2
(57)
8
Mm,~ My= D,

(o, +¢,) (ag+ gg) — B°

Ottenute in un modo o in un altro le coppie d’incastro, si calcolano i valori delle
rotazioni provocate da D, e divise per —D,

a, (ag + eg) — B2

P, =M, a, + M B =
4 aTa " (o, + g,) (og + gp) — B2
(58)

B (ag + ep) — Bag

pg=IM, B + Myay =
® A BB (o, + g, (ag+ cp) — {2

seguendo il procedimento suggerito in nota al § 9 di questo capitolo, si ha
m,e =9,V (&) — 9V, (2) .
In maniera analoga si disegna la myg.

Ottenute le due linee m,, e my., si pud tracciare per somma qualsiasi altra
linea d’influenza. Se per esempio si vuole la linea d’influenza mg, relativa alla

sezione S, essa & fornita da (4-21)

b a
mSF = mOSFs + _; mAF + -[‘_ mBF ; (59)
la t . & invece fornita da
1 1
tor = 1%p — T myp + Mpp
b a
Mg, = meg,, + T My, + —5 Manm (60)
1 1
tSm = toSm — —m,, + — My,
4 {
b a
Mg, = ? my, + "E' My,
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1 1
tey = “TmAu+TmBu
(61)
b a
Mgy = n my, + ) Mpy
1 1
tey = —_——— M,y + — My, .
s . AD . B

13. La trave di sezione variabile con incastri rigidi.

Se gli incastri della trave sono rigidi (¢, —e¢5=—0) le (8-54) forniscono
le cosiddette coppie di incastro perfetto:

m, — — @°% ap + ¢°sf

o oy — B°
(62)
My — — ¢’nay T %P

o op — [3°

Per travi a sezione costante, si ritrovano le (8-49). In particolare, per
g —¢ep=—0 le (8-55) forniscono

D, bag + af

mA _ -
£ g G — B
(63)
D, aa, +b§
JTZ«B _
{ Uy O — BZ
e le (8-56)
D %y —
o, = n s — B
b Op &g — Bz
(64)
D, Oy —
P . Sk
{ &p A — Bz

Per travi a sezione costante, le (8-63) e (8-64) si semplificano rispetti-
vamente nelle (8-52) e (8-53).

Un cedimento angolare anelastico ¢,, equivale ad una distorsione
Dya = -~ @aa ; Percio, in una trave perfettamente incastrata, le coppie d’'in-
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castro che ne derivano si traggono dalle (8-63):

m, = »
A = Paa GA&B——BQ
B
JTZ'B:_"CFA&_ — "
OLAOLB—B

Un cedimento angolare anelastico ¢p, equivale ad una distorsione
D,z = ¢p. ; si ha percido per esso

8

My = —
A PBa @A“B_62
[0
My = Pea - -
“AOCB_S'

I due cedimenti forniscono perciéo in complesso le due coppie d’incastro.

M, — CPAaOCB—CPm:B
OCA“B—B“
(65)
—Paa B 1 P
M, — A Ba X4

oy oy — B
I cedimenti vincolari verticali anelastici v,, e vy, equivalgono ad una

distorsione D,—=vg, — Vi, =08,5=— {5, © quindi essi inducono le
coppie d’incastro

mZA =

(66)

JH«B: o
{ OcAO(.B""—B

Per travi a sezione costante le (8-65) e (8-66) si semplificano rispettiva-
mente nelle (8-50) e (8-51).



