CAPITOLO 1V
| PRINCIPII DI RECIPROCITA’ E LE LINEE D'INFLUENZA

1. Il principio di Betti generalizzato: dimostrazione relativa ai sistemi mono-
dimensionali piani.

Si consideri una trave a vincoli lisci. Per semplicitd di dimostrazione
ci si limita a trattare il caso del sistema piano, ma i risultati sono validi
in generale. .

Il materiale di cui & costituita la trave sia elastico secondo Hooke ed
isotropo, cosi che possano accettarsi le conclusioni del De Saint-Venant;
valga inoltre l'ipotesi di piccolezza degli spostamenti, e gli eventuali ce-
dimenti elastici dei vincoli siano proporzionali alle corrispondenti com-
ponenti delle reazioni.

La trave (fig. 4-1) sia sollecitata dalle forze F,, dai cedimenti vin-
colari anelastici A,, e dalle distorsioni di Volterra 2,1, ¥, (sistema 1), op-
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Fic. 4-1

pure dalle forze F,, dai cedimenti vincolari anelastici A,, e dalle distor-
sioni di Volterra ), p, &, (sistema 2). Siano 7; N; M; T, gli spostamenti e
le caratteristiche della sollecitazione nel sistema 1 (provocati dalle F,, dai
A, e dalle A, p; &) ed 0, N, M, T, gli spostamenti e le caratteristiche nel
sistema 2.

Il principio dei lavori virtuali permette di scrivere, poiche gli sposta-
menti 7, ed %, sono piccoli,
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"_f N, lzds—f Mlpzds—f T, &, ds

(a)
e ancora
Zy Fon N + IRy Ay — 2Ry Ry =
N,N, ds + f M, M, ds & J‘ T,T, g
f— S S S —
. EA s EI s X GA
—f N, 2, ds—f M, p, ds-—f T, ¥, ds
da cui si ottiene
P - .
L Fuma + ZRy A, + N A, ds + M, p,ds + T, ¥, ds =
(1)
= Zh Foutin + Z; Ry Ay + N, ds + M,y ds + T, 9,ds .

S5 s s

Il primo membro della (4-1) si definisce lavore mutuo L,,, del siste-
ma 1 di forze, cedimenti e distorsioni per effetto del sistema 2 di forze,
cedimenti e distorsioni; esso & la somma del lavoro che le forze del si-
stema 1 compiono per effetto degli spostamenti del sistema 2, del lavoro
che le reazioni del sistema 1 compiono per effetto dei cedimenti vincolari
anelastici del sistema 2, e del lavoro che le caratteristiche della solleci-
tazione del sistema 1 compiono per effetto delle distorsioni del siste-
ma 2. Esso, per la (a), coincide con l’energia elastica mutua di defor-
mazione. Analogamente il secondo membro della (4-1) si definisce come
lavoro mutuo L, . del sistema 2 di forze, cedimenti e distorsioni per ef-
fetto del sistema 1 di forze, cedimenti e distorsioni.

Il principio di Betti generalizzato, espresso dalla (4-1), si pud enun-
ciare: «I lavori mutui L,,, ed L,,. relativi a due sistemi di forze, cedi-
menti e distorsioni agenti sulla stessa struttura sono uguali». E’ neces-
sario chiarire che, definendo il lavoro mutuo L,,., non si & detto che esso
e il lavoro delle forze, dei cedimenti e delle distorsioni del sistema 1,
ma il Javoro del sistema 1 di forze, cedimenti e distorsioni; infatti, nel
lavoro L,, non compaiono esplicitamente né i cedimenti A, né le distor-
sioni ), 1, ¥, del sistema 1; di essi pero si tiene conto implicitamente at-
traverso le R,; e le caratteristiche N, M, T,, che sono provocate dalle F,
e dai A, )y, &,

Si noti che in L, tutti i termini forze sono del sistema 1, tutti i ter-
mini spostamento del sistema 2.
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Si noti pure che nella dimostrazione fatta i lavori L, ed L,,, sono
fittizi; essi assumono il significato di lavori effettivamente svolti, e quin-
di di energia mutua di deformazione, se il sistema 2 agisce sulla strut-
tura gia sottoposta al sistema 1 (lavoro L,,. delle forze, reazioni e carat-
teristiche del sistema 1, gia presenti in tutto il loro valore durante I’azione
— statica — del sistema 2), o se il sistema 1 agisce sulla struttura gia sot-
toposta al sistema 2 (lavoro L.,,.).

2. 1l principio di Betti generalizzato: dimostrazione generale.

La dimostrazione su riportata é relativa alle travi costituite di ma-
teriale isotropo, ed alle distorsioni di Volterra; il principio puo¢ essere
perd dimostrato in generale. Si prenda in esame un corpo ad elasticita
lineare, a vincoli lisci e perfetti (i cedimenti elastici o anelastici dei vin-
coli si-assimilano a deformazioni elastiche o a distorsioni della struttura)
soggetto ad un sistema di forze applicate F, e ad un sistema di distorsioni
caratterizzato dalle sei componenti della deformazione e.*...y,*...; si
faccia inoltre ipotesi che gli spostamenti siano piccoli. Alle ggy... Ypys---

dovute alle forze si aggiungono, come gia noto, le ¢, ... Yy, ... elastiche
atte a riportare le g* ... v,,* ... al rispetto della congruenza e dei vin-

coli. Si hanno percidé in complesso le e =g, -}-¢, di carattere elastico, e
le ¢* della distorsione, tali che le loro somme ¢ - ¢* soddisfano le condi-
zioni di congruenza e quelle ai limiti; il sistema delle ¢ + ¢* e degli spo-
stamenti che ne derivano & percido congruente. Si hanno poi le tensioni o,
legate alle ¢ elastiche dalle relazioni di Hooke.

L’energia di deformazione ¢ fornita da

Poiché sono valide le premesse del principio di Kirchhoff, date le F
e le e* la soluzione del problema & unica, e percio la L. & univocamente
determinata in funzione delle F e delle £* Si supponga agente sulla strut-
tura il sistema 1 di forze F, e distorsioni ¢,*, cui si associano le ¢, elastiche,
le tensioni g, e gli spostamenti u, v, w, ; per essa &

. . .
L, = B f (Oix€1x + + Tar Yags £ ) dV .
v

Se sulla struttura agisce invece il sistema 2 di forze F, e distorsioni
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e,*, cui si associano le ¢, e le g,, 'energia di deformazione L, &

1
L, = '5 f (Gax€ax + - + Toyz Yoy o R ) dV .

Se il sistema 2 agisce sulla struttura gia soggetta al sistema 1, alla
fine I’energia di deformazione &

L1+2 - L1 —l" L2 _l_ L12 —
(b)

=L, + L, + f (Crx&ax + 7 + Tige Yoy T ) dV

infatti, il lavoro L, compiuto dalle g,dA per effetto delle &, ha un unico
valore, comunque sia sollecitata la struttura prima dell’azione del siste-
ma 2, e cio in virtu del principic di sovrapposizione; inoltre in L,, & da
considerare (b) il solo lavoro delle o, dA preesistenti per effetto delle
deformazioni elastiche ¢,, poiché il lavoro compiuto dalle g, dA per le di-
storsioni ¢,* non & di carattere elastico.

Se agisce prima il sistema 2, e poi quello 1, &

L2+1:L2+L1+L21: ()
C

=L, + L, + ‘[ (Oox&yx + - + Tayz Yiyz +e ) dV .

Il sistema & conservativo, e percié & L,,,=—L,,,; dalle (b) e (c) ri-
sulta quindi

~m

(O1x8ex + + TigaYave T ) dV =
i (2)

~

- (Oax €1 + - + Tay Yivz +oee ) dV .
v

La (4-2) esprime l'uguaglianza delle energie mutue di deformazione.

Il principio dei lavori virtuali, applicato al sistema di forze F, e ten-
sioni g, in equilibrio sulla struttura, ed al sistema di spostamenti u, v, w;
e deformazioni e, - &,* congruente sulla stessa struttura, fornisce

Zy Fll M2t — f [Glx (sz + s2x*) + e ] dv . - (d)
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Lo stesso principio, applicato al sistema di forze F, e tensioni g,, e al
sistema di spostamenti u, v, w, e deformazioni ¢, + ¢,*, fornisce

Zp Foy MNin = 'f [0 (81 + &1®) + - 1dV. (e)

Dalle (4-2), (d) ed (e) si deduce

e

5 Fy N — (Tixox® + - ) dV =
Yv

(3

= I, Fp Thinh — (G rs™ +---- ) dV .

vv

Si definisce lavoro mutuo L,,, del sistema 1 di forze F,; e distorsioni
en® v1;c* per effetto del sistema 2 di forze F,, e distorsioni g,* v.,;* 1'espres-
sione

Lye = L Fy N2t — J. (Gixex* +- - ) dV (4)
v

il lavoro mutuo cosi definito non & altro che 1’energia elastica mutua L,,
dei sistemi 1 e 2, come appare dalla (d):

/v

Ly = 24 Fllnzl — (Cixea® - ) dV =
vy
(5)
= (O1x8ex v )dV =1L, .
Yv
La (4-3) si scrive in sintesi
L12e - L21e . (6)

La (4-6) & la traduzione analitica del principio di Betti generalizzato:
«i lavori mutui L,,, ed L,,. relativi a due sistemi di forze e distorsioni
agenti sulla stessa struttura sono uguali ».

Si osserva che I'espressione (4-4) del lavoro mutuo & in perfetto ac-
cordo con la definizione gia di esso fornita nel caso delle travi.

Si avverte esplicitamente che le ipotesi sotto cui & valida la dimo-
strazione sono quelle stesse che condizionano il principio di sovrappo-
sizione degli effetti, e cioe vincoli lisci, elasticita lineare e piccolezza degli
spostamenti. Inoltre, & importante tener presente che, come si evince
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dalle (4-2), (4-3) e (4-5), 'uguaglianza dei lavori mutui, definiti dalla
(4-4), si riduce all'uguaglianza delle energie mutue di deformazione, e in
tal senso il principio di Betti generalizzato ha un preciso ed elementare
significato fisico.

3. Il principio di Betti classico, o primo principio di reciprocita. Il principio di
Maxwell.

In assenza di distorsioni e di cedimenti anelastici, la (4-1) si scrive

L Fy N2y — Iy Fon Tn - (7

La (1-7) e I'espressione del primo principio di reciprocitd,. enunciato
dal Betti (1872), e gia riportato nel Vol. I. Esplicitamente si avverte che,
se la struttura presenta dei vincoli elasticamente cedevoli, nella (4-7)
non compaiono le reazioni vincolari; Peffetto dell’elasticitd dei vincoli si
risente attraverso i valori degli spostamenti v, ed 7, .

Se le forze F,; si riducono (fig. 4-2) ad una sola forza F,=1, e le
forze F,, ad una sola forza F,—1, la (4-7) si scrive

Nz1 = M1z - (8)

La (4-8) é l'espressione del teorema di Maxwell (1864) che si enun-
cia: «La componente 7,, secondo una retta b del vettore spostamento di

e = Na

Frc. 4-2

un punto B di una generica struttura elastica, provocato da una forza F,
unitaria agente in corrispondenza di un punto A nella direzione e nel verso
di una retta a, & uguale alla componente 72 secondo la retta a del vet-
tore spostamento del punto A, provocato da una forza F, unitaria agente
In corrispondenza del punto B nella direzione e nel verso della retta b».

Le %,, e 7,, sono positive se dirette nel verso positivo delle rette a e
b; nella fig. 4-2 esse risultano negative.
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Le quantitd 7, ed v, della (4-8) si chiamano, come gia detto nel
capitolo dei lavori virtuali, coefficienti di influenza, ed hanno le dimen-
sioni [¢{F].

Con riferimento ad una trave, pud analogamente dirsi (fig. 4-3):
«La componente ¢,, secondo una retta b del vettore rappresentante la
rotazione di una sezione B, provocata da una coppia JIU, unitaria agente

.
{;‘?lz

Pz T P
Fic. 4-3

in corrispondenza di una sezione A e il cui asse momento ha la direzione
e il verso di una retta a, &€ uguale alla componente ¢,, secondo la retta a
del vettore rappresentante la rotazione della sezione A, provocata da
una coppia IR, unitaria agente in corrispondenza della sezione B e il cui
asse momento ha la direzione e il verso della retta b».

E cioé si ha

P21 =— P12 - (9)

Anche le ¢ della (4-9) sono dei coefficienti di influenza; esse hanno
le dimensioni [{7 F7].

Se il sistema F,; si riduce (fig. 4-4) ad una sola forza F,=1, e il
sistema F,, ad una sola coppia IMN,—1, si ha: «La componente ¢,, se-

Fic. 4-4

condo una retta b del vettore rappresentante la rotazione di una sezione B,
provocata da una forza F, unitaria agente in corrispondenza di un punto A
nella direzione e nel verso di una retta a, &€ uguale alla componente 7,
secondo la retta a dello spostamento del punto A, provocato da una cop-
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pia JN, unitaria agente in B e il cui vettore abbia la direzione e il verso
della retta b».
Analiticamente ci6 si esprime con la relazione

N2y = $12 - (10)

La ¢,, e la ¥, della (4-10) hanno le dimensioni [F1].

Chiamando con il termine generico forza una forza o una coppia, e
con il termine spostamento corrispondente la componente dello sposta-
mento del punto di applicazione della forza nella direzione e nel verso
della forza, o la componente del vettore rappresentativo della rotazione
della sezione ove & applicata la coppia nella direzione e nel verso del
vettore rappresentativo della coppia, il teorema di Maxwell pu6 enun-
ciarsi: «Date due forze unitarie F, ed F, agenti sulla stessa struttura,
lo spostamento s,, corrispondente alla forza F, e provocato dalla forza F,
& uguale allo spostamento s, corrispondente alla forza F, e provocato
dalla forza F,».

Si osservi che in s;, il primo indice fornisce 'ubicazione della forza
provocante, il secondo l'ubicazione di s.

4. La scrittura delle equazioni di congruenza attraverso il principio di Betti.

Attraverso il principio di Betti si pud pervenire alle equazioni di con-
gruenza, e quindi alla determinazione delle incognite iperstatiche.

Si prenda per esempio in esame la trave continua a sezione comunque
variabile della fig. 4-5 a, soggetta ad un qualsiasi carico q (z); i vincoli
non presentino cedimenti. Si rende isostatica la trave sopprimendo i vin-
coli intermedi BCD (fig. 4-5b) e facendo agire le corrispondenti reazioni
X, X, Xp; le X siano positive se, agenti sulla trave, sono dirette verso il
basso. La stessa struttura si sottopone alla forza Xg=1 (fig. 4-5¢), e se
ne traccia la deformata vy (z). Il principio di Betti applicato alle due con-
dizioni di carico delle figg. 4-5b e 4-5c, fornisce

quBdZ+XBVBB+XCVBC+XDVBD:O- (11)

La (4-11) traduce analiticamente la condizione di congruenza in B;
infatti & facile riconoscere, applicando lo stesso teorema di Betti, che

J.qudz = 1 vy
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e lo spostamento della sezione B provocato sulla struttura isostatica dal
carico ¢, mentre vgp, Vge=—7Veg € Vg =—Vpp S0no gli spostamenti della
stessa sezione provocati rispettivamente dalle forze Xz—1, X.—=1, ed
Xp =1, agenti una per volta sulla struttura isostatica.

q(z)
Mmmmmmmmmmmm

C D E

B
tj% E 2 2 e
y

q(z) Mlm a)

pe ]
A [

A 2 B_——_C D ——_E
—— B
i }x, N4
y b)
X,=1
A z B c D E
~—— Vap Vac VBD a
y c)
F16. 4-5

Applicando il principio di Betti al sistema di forze della fig. 4-5b
ed a quello costituito dalla X,;—1, si ottiene un’eguaglianza analoga alla
(4-11), esprimente la congruenza in C; analogamente, assumendo come si-
stemi di forze quello della fig. 4-5b, e 'altro costituito dalla X, =1, si
ottiene l'equazione di congruenza in D. Si hanno cosi delle equazioni li-
neari algebriche non omogenee nelle incognite reazioni degli appoggi in-
termedi, in numero pari a quello delle incognite stesse. Occorre tracciare
percio tante deformate quanti sono gli appoggi intermedi; un’osservazione
dovuta al Miiller-Breslau consente di ridurre il procedimento al disegno
di due sole deformate. Si consideri infatti la trave della fig. 4-5 incastrata
in un estremo A, e soggetta ad una forza verticale F' in corrispondenza
dell’altro estremo E (fig. 4-6 a); sia v’ la deformata.

Si consideri poi la stessa trave incastrata in E, e soggetta ad una forza
verticale F” in A (fig. 4-6 b); sia v” la deformata.

Sia vy la deformata della trave appoggiata in A ed E, e caricata da
una forza verticale unitaria nel punto generico B; sia 7y la stessa defor-
mata, riferita alla tangente alla deformata in B (fig. 4-6 ¢).

La vy a destra di B non ¢ altro che la deformata di una mensola BE,
incastrata in B e caricata da una forza z'p/{ in E; d’altro canto le ordi-
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nate v’y della v/, riferite alla tangente alla v’ in B, rappresentano la de-
formata di una mensola BE incastrata in B e caricata da una forza F’

Ve 2'g . . \
el Analogamente a sinistra di B ¢
VH Z”
B

np = o ~ % Tracciata la Ns, basta riferirla alla retta congiungente i

in E; si deduce che 7z =

suoi estremi per ottenere la vy.

Fic. 4-6

Se i vincoli sono elasticamente cedevoli, la (4-11) si scrive

J‘qVBdZ + XpVes + XcVee + XpVegp = — 1-¢c5Xp . (12)

La vy & calcolata in questo caso tenendo conto delle cedibilita ¢, e cg
dei due vincoli estremi A ed E; il procedimento & quello sopra esposto,
varia solo la retta di riferimento, poiché basta aggiungere alle ordinate vy
calcolate per la trave ad appoggi fissi (fig. 4-6 ¢) le ordinate della retta

" ZI

che ha la quota c, EB in A, e cg 8B in E.

Se i vincoli presentano anche cedimenti anelastici, il procedimento
& ancora applicabile, pur senza far ricorso al principio di Betti generaliz-

% FranciosI - Volume III - Tomo I 14
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zato. Infatti, si pud sempre supporre che i cedimenti impegnino soltanto
gli appoggi intermedi: se i cinque appoggi ABCDE della trave in esame
presentano tutti dei cedimenti A, Az A¢ Ap Ag, considerati positivi se di-
retti verso il basso, si possono sottrarre ad essi quelli forniti dalla re-
lazione

— A,

Ag
AzIAA+—T"—Z

senza turbare l'assetto statico della trave, poiché i A, non modificano la
posizione relativa dei vincoli. Poiché quindi i due appoggi estremi A ed
E possono considerarsi fissi, la struttura isostatica, con riferimento alla
quale si scrivono le relazioni di Betti, non presenta cedimenti anelastici,

q(z)
||||nu||||llllﬂ||||“muﬂm
C

A B D E

< q(z) D
X, Eﬂmmmﬂﬂﬂﬂmm X
5‘\-\__/ \_____’__A
1xc b)
A B C D E
Q\IL Vac Vg 3
Fic. 4-7

e percio per essa il principio e valido. Si ha pertanto (fig. 4-7) con rife-
rimento alle forze della fig. 4-7b e 4-7c¢, 'equazione nella forma pili
generale

J'q vpdz + XpVpy + XoVpe + XpVap =1 (Ag — ¢z Xp) - (13)

5. Le linee d’influenza degli spostamenti per forze viaggianti.

Con riferimento alla sezione S di una trave si definisce «linea d’in-
fluenza ey® di un ente E provocato in S da un ente V viaggiante sulla
trave » il diagramma la cui ordinata all’ascissa z generica fornisce il valo-
re di E in S quando V unitaria agisce all’ascissa z.

vt sl
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L’ente di cui si vuole la linea d’influenza sia la componente 7 secondo
una retta orientata a dello spostamento del baricentro della sezione S
di una trave (fig. 4-8 a); 'ente viaggiante sia una forza unitaria di di-
rezione b. Si conviene chiamare tale linea con il simbolo %%, dove la let-
tera a indica la retta secondo cui si vuole la componente dello spostamen-
to, l'indice S la sezione in studio, I'indice b la direzione della forza viag-
giante. Per il teorema di Maxwell la componente ¥,5 secondo la retta
orientata a dello spostamento del baricentro di S per effetto di una forza
unitaria positiva diretta secondo la retta orientata b ed agente in corri-
spondenza del baricentro della generica sezione 1 & uguale alla componente
N, Secondo b dello spostamento del baricentro della sezione 1 per effetto
di una forza unitaria positiva agente in corrispondenza del baricentro di S

Fi1c. 4-8

e diretta secondo a; si trae che la linea d’influenza y5 ¢ il diagramma
delle componenti secondo la retta orientata b degli spostamenti dei punti
dell’asse della trave provocati da una forza unitaria positiva agente in
corrispondenza del baricentro di S e diretta secondo la retta orientata a.
Ricordando la definizione generalizzata dei termini forza e spostamento
(§ 4-3) si puo enunciare: «La linea di influenza di uno spostamento v in
corrispondenza di una sezione S per effetto di una forza F unitaria po-
sitiva viaggiante lungo l'asse della trave & il diagramma degli sposta-
menti corrispondenti ad F provocati dalla forza unitaria positiva corri-
spondente ad % ed agente in S».

Per esempio, la linea d’influenza ¢,% della componente secondo la
retta orientata a del vettore rotazione della sezione S, per effetto di una
forza unitaria viaggiante lungo l'asse della trave e diretta secondo la retta



212 SCIENZA DELLE COSTRUZIONI VOL. III

orientata b, & il diagramma delle componenti secondo b degli spostamenti
dei punti dell’asse provocati da una coppia unitaria agente in S e il cui vet-
tore rappresentativo sia diretto secondo la retta a. Cosi pure, la linea d’in-
fluenza 7,5 della componente secondo a dello spostamento del baricen-

é /:\i\ x+;_!
+
n.s\,‘]ﬁﬁ
y\} a) b)

Fic. 4-9

tro di S provocato da una coppia viaggiante unitaria il cui vettore sia di-
retto secondo b, & il diagramma delle componenti secondo b dei vettori
rappresentativi delle rotazioni provocate da una forza unitaria agente in
corrispondenza del baricentro di S e diretta secondo a. Ed infine, la linea

¥n 1 |
PN - |/\ | 3
o~ o~
3
Pis Pos s Ns1
vY a) b)
Fic. 4-10

d’influenza ¢S della componente secondo a del vettore rappresentativo
della rotazione di S provocata da una coppia viaggiante unitaria e il cui
vettore sia diretto secondo b, coincide con il diagramma delle componenti
secondo b dei vettori rappresentativi delle rotazioni provocate da una cop-
pia unitaria agente in S e il cui vettore sia diretto secondo a.
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Nel caso dei sistemi monodimensionali piani le coppie e le rotazioni
sono rappresentate da vettori in ogni caso ortogonali al piano yz dell’asse;
percid la linea d'influenza della componente secondo a dello spostamento
del baricentro di S per effetto di una coppia unitaria positiva (antioraria)
viaggiante pud indicarsi con 7,,%, o con il simbolo semplificato 7,5 (fi-
gura 4-9), mentre la linea d’influenza della rotazione ¢g di S per effetto
di una forza viaggiante lungo I'asse della trave e diretta secondo b puo
indicarsi con il simbolo ¢S5, 0 con quello z3 (fig. 4-10), e la linea d'in-

fluenza della rotazione di S per effetto di una coppia viaggiante con il
simbolo ¢,,,%, o con quello ¢35 (fig. 4-11).

6. Il secondo principio di reciprocita, o principio di Colonnetti.
Dalla (4-1) si trae, per u, =1, =%, =A, =0, ed F,=0,

LiFuma + 2Ry Ay +
(14)

—|—f N, . ds +I M, p, ds —|—.[ T, ¥,ds = 0 ;

la (4-14) é l'espressione del secondo principio di reciprocita, o principio
di Colonnetti (1912), che cosi si enuncia: « Il lavoro mutuo di un sistema di
forze per effetto di un sistema di distorsioni agenti sulla stessa struttura
& nullo ». Poiche il lavoro mutuo non & che l’energia mutua di deforma-
zione (§§ 4-1 e 4-2), la (4-14) & la conferma di quanto gia dimostrato nel
Vol. I, circa la sovrapponibilitd della energia di deformazione derivan-
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te da forze applicate e dell’energia vincolata, senza il sorgere di termini di
scambio.
Si consideri per esempio l'arco a due cerniere della fig. 4-12, sog-

&, lF

f
+ At —— N

a) b)
F16. 4-12

getto alla variazione termica uniforme At (fig. 4-12a) e ad una forza F
verticale in chiave diretta verso il basso (fig. 4-12 b); il secondo principio
di reciprocita permette di scrivere

L12=0
L, = Féf, +I N)ds = F2af, mI NogAtds =L,; = 0

da cui

I

F 5, f N o At ds ®)

ed essendo N negativo (compressione) il &f, é diretto, per At > 0, in verso
contrario ad F, cioé verso I’alto.

7. Le linee d'influenza delle caratteristiche della sollecitazione per forze viag-
gianti.

Si consideri una trave, soggetta in corrispondenza del baricentro della
sezione 1 ad una forza F, =1 diretta secondo la retta orientata b (fig. 4-
13 a), e in corrispondenza della sezione S ad una distorsione concentrata di
rotazione relativa D, intorno all’asse x normale alla figura, baricen-
trico della sezione S (fig. 4-13b). La (4-14) fornisce, chiamando Mg, il
momento M, in S per effetto della forza 1 agente in 1, ed 7, lo sposta-
mento della sezione 1 secondo la retta b per effetto della D, agente in S,

Tjs1 +M1S'D<ps=0
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da cui

MNs
MIS = - »

_ D,s
percio il diagramma delle componenti secondo la retta orientata b degli
spostamenti dei punti dell’asse provocati da una distorsione D, negativa
agente in S, divise per il valore assoluto di Dy, coincide con la linea d’in-

fluenza mif, del momento M, in S per effetto di una forza positiva uni-
taria diretta secondo b e viaggiante sull’asse della trave.

Fic. 4-13

Definendo distorsione corrispondente ad una certa caratteristica della
sollecitazione la distorsione per cui solamente quella caratteristica com-
pie lavoro, si puo enunciare: « La linea d’influenza di una caratteristica C
della sollecitazione in corrispondenza di una sezione S per effetto di una
forza F unitaria positiva viaggiante lungo 1’asse della trave coincide con il
diagramma degli spostamenti corrispondenti ad F provocati da una di-
storsione negativa corrispondente a C ed agente in S, divisi per il valore
assoluto della distorsione stessa ».

Si usa dire anche, piut sinteticamente: «La linea d’influenza di una
caratteristica C della sollecitazione in corrispondenza di una sezione S,
per effetto di una forza F unitaria positiva viaggiante lungo l'asse della
trave, coincide con il diagramma degli spostamenti corrispondenti ad F,
provocati dalla distorsione unitaria negativa corrispondente a C ed agen-
te in S».

La dicitura & esatta se la distorsione & uno spostamento relativo; in-
fatti I'unita di distorsione, che € in tal caso una lunghezza, pud essere
scelta cosi piccola, in relazione alle dimensioni della trave, che gli spo-
stamenti da essa provocati rispettino la solita ipotesi di piccolezza. La
dicitura e invece impropria, anche se da tutti adottata per i suoi pregi
di sintesi, se la distorsione & una rotazione relativa, perché l'unita di ro-
tazione non puo essere scelta a piacere, ma deve essere sempre pari ad un
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radiante, mentre, perché si sia nel campo di validita dell’ipotesi di piccoli

spostamenti, il valore della distorsione deve essere trascurabile nei con-
fronti dell’unita.

lm (Sz)

1Im(S,,)
\‘\p\— —4-
H &
\ S R
C D hs
D, <0
y
K 4
+—+ k
K $.=8, ¢

s H
Fic. 4-14 -

Con riferimento (fig. 4-14) ad una trave AB ad asse rettilineo, la
linea d’influenza mg del momento in S per una forza verticale viaggian-

te (*) & la linea elastica v (z) provocata da una D, negativa e piccola
in S, divisa per il valore assoluto di Dy :

v (2) v (2)
ms prm— — v
[Des| [ Des|

(¥ La dicitura esatta sarebbe mg ; per forza verticale wviaggiante si usa
spesso il termine meno esatto mg.
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Poicheé e

=

S,
|D¢S| = —

ks S,

(hg & 11 segmento intercettato su una parallela ad y dalle due tangenti
in S, kg la distanza di S da questa parallela) (*) si ha pure

K
mg = v (z) — S, .
hs
Quindi la scala di mg &
ks
Sp=—25,. (15)
hg
Se &
ks .,
hs
é pure
Sm — Sg » (16)

e viceversa.

Con riferimento ad una qualsiasi struttura monodimensionale piana,
in genere la fondamentale z sulla quale si riportano le componenti v se-
condo la direzione b di una forza viaggiante & ortogonale a questa dire-
zione (fig. 4-15). Poiché (§ 1-1) le rotazioni ¢ sono pari alle inclinazioni

(*) Poiché gli spostamenti sono piccoli, pud scriversi

Dyg=— Apg=tgp, — tgop, =
DK S, DH S, KH S,
= — + —_
€O s, CD s CD s,

dove KH e CD sono segmenti orientati. Quindi &

ES Sv
) ‘ = ;

ks 5§,

| D

h

s € ES sono le lunghezze di hy e kg lette nel disegno, in valore assoluto.
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(cambiate o meno di segno) valutate su tale diagramma, la scala S, si
calcola come gia detto per la trave rettilinea.

Fic. 4-15

La linea di influenza di una reazione si ottiene imprimendo il cedi-
mento A;=-—1 corrispondente a quella reazione; dalla (4-14) si ha in-

Tpy i
Fic. 4-16
fatti, per un cedimento A, (fig. 4-16)
M+ RjA =0

da cui
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Se il vincolo & elasticamente cedevole, A, & la differenza (algebrica)
tra il cedimento totale e quello elastico. Come era da attendersi, le rea-
zioni rientrano nella classe pilt generale delle caratteristiche della solle-
citazione interna.

8. Le linee d'influenza degli spostamenti per distorsioni viaggianti.

Si consideri una trave, soggetta in corrispondenza della sezione 1 ad
una distorsione D, intorno all’asse x (fig. 4-17a), e in corrispondenza

Fic. 4-17

della sezione S ad una forza 1 diretta secondo la retta orientata a (fig. 4-
17b); la (4-14) fornisce

0=7)15+M51'qu

da cui

Nis = — Dy Mg, ;

percio il diagramma del momento M, provocato dalla F——1 agente in
corrispondenza del baricentro di S secondo la retta a coincide con la linea

d’influenza "?f: della componente secondo a dello spostamento del bari-
centro di S per effetto di una distorsione viaggiante D,— - 1. In generale
puod enunciarsi: «La linea d'influenza di uno spostamento % in corrispon-
denza di una sezione S per effetto di una distorsione D unitaria positiva
viaggiante lungo l'asse della trave é il diagramma delle caratteristiche
corrispondenti a D provocate dalla forza unitaria negativa corrispondente
ad 7 ed agente in S».
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N

La dicitura «distorsione unitaria viaggiante» & convenzionale, se la distor-
sione & di rotazione relativa; essa significa soltanto che leffetto in S connesso
con una distorsione D, é D, volte il valore dell’'ordinata della linea d’influenza
che si legge sotto la sezione in cui D, e applicata.

9. Il terzo principio di reciprocita, o principio di Volterra; le linee d’influenza
delle caratteristiche della sollecitazione per distorsioni viaggianti.

Dalla (4-1) si trae, per F, =F, =0,

o

szUAz,.jL'f N, A, ds + Mlpzds—k—f T, 9, ds =

) 1

.

:szsznJrf N, 2, ds + sz.lds—l—f T, $, ds .

S

La (4-17) esprime il terzo principio di reciprocitd, o principio di Vol-
terra, che si enuncia: «I lavori mutui di due sistemi di distorsioni agenti
sulla stessa struttura sono uguali ».

Dy=+1 Di=+1

Ng,
p % =
s 1 S ~~_ 1 R,=R,
Nis B S R
A B) A B >
4
n§ . Na=Ny
a) b)
FiG, 4-18

Si consideri una trave soggetta in corrispondenza della sezione 1 ad
una distorsione Dy, (fig. 4-18 a) e in corrispondenza della sezione S ad una
distorsione Dy (fig. 4-17 b); la (4-15) fornisce:

le * DLS = NS] * Dtl

da cui

Ns,

N1s = D(x

is

Il diagramma degli sforzi normali provocati dalla Diz=-+1 in S &
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percio la linea d’influenza n,8 dello sforzo normale in S per una distorsione
D=1 viaggiante.

Se la trave & soggetta in 1 ad una distorsione D,, la (4-15) fornisce
(fig. 4-19)

Nis- D:s = M, * Dm

da cui

8
Nig == Dy 5—1‘ ’

[43]

quindi il diagramuma dei momenti flettenti M, provocati dalla Dy—+1

s x . . S - .
in S & la linea d’influenza n,, dello sforzo normale in S per una distor-

Dvl = +1 D{S =+ 1
% \ Ng, =M
S 1 S ]
N !
X A B ¢ A n B
a) b)
Fic. 4-19

sione D, = -+ 1 viaggiante. In generale si enuncia: «La linea d’influenza
di una caratteristica C della sollecitazione in corrispondenza di una sezione
S per effetto di una distorsione D unitaria positiva viaggiante lungo l'as-
se della trave & il diagramma delle caratteristiche corrispondenti a D,
provocate dalla distorsione unitaria positiva corrispondente a C ed agen-
te in S».

Valgono anche per questo caso le precisazioni fatte circa l'entita reale
della distorsione unitaria di rotazione relativa.

E’ interessante osservare che le linee d’influenza per distorsioni viag-
gianti si disegnano nel corso stesso del calcolo delle linee d’influenza per
forze viaggianti; infatti per ottenere la linea d’influenza di uno spostamen-
to 15 (o di una caratteristica Cs) in corrispondenza di una sezione S, per
una forza unitaria viaggiante, occorre disegnare la deformata della trave
per effetto di una forza unitaria (o di una distorsione unitaria) agente in S,
e quindi & necessario tracciare i diagrammi delle caratteristiche indotte da
questa forza (o da questa distorsione); ma esse non sono altro, a meno del
segno, che le linee d’influenza dello spostamento 7s (o della caratteristi-
ca C,) per effetto di una distorsione viaggiante.

Si osservi pure che nelle strutture isostatiche le linee d’influenza di
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caratteristiche per distorsioni viaggianti sono identicamente nulle, come &
da attendersi; e infatti in tali strutture alle distorsioni di Volterra non si
accompagnano stati di tensione.

10. L'vtilizzazione delle linee d’influenza.

Gli enunciati dei numeri precedenti possono riassumersi in uno: «La
linea d’'influenza dell’ente E in corrispondenza della sezione S, per effetto
dell’ente V viaggiante lungo ’asse della trave, coincide con il diagramma
dell’ente V' corrispondente a V provocato dall’ente E'=—4-1 corrispon-
dente ad E ed agente in S. L'ente E’ & positivo se E e V sono omologhi
(e cioé spostamento e forza, o caratteristica della sollecitazione e distorsio-
ne), negativo in caso contrario ».

Le linee d’influenza possono servire per conoscere gli spostamenti
o le caratteristiche della sollecitazione in una data sezione per un qual-
siasi insieme di forze o distorsioni agenti sulla trave.

Y

|
\Lﬁl‘ e My, |

F1c. 4-20

Sia tracciata, per esempio, la linea d’influenza m, del momento fletten-
te nella sezione d’incastro di un arco ad asse piano (fig. 4-20) per effetto
di una forza verticale unitaria viaggiante (¥); se alle ascisse 12 3 agiscono
le forze F, F, F,, il momento in A e fornito, per il principio di sovrappo-
sizione, da

My=Fm,+ Fm,+Fm, =XFm, (18)

(*) 11 momento flettente in A ha segno opposto alla coppia di incastro in A;
mentre per il primo & necessario imprimere una distorsione Ap = — 1 in A, come
si fa per ottenere la linea d'influenza del momento flettente in una sezione generica
(fig. 4-20), per la seconda si deve imprimere alla sezione A svincolata la rota-
zione ¢, = — 1 intorno al suo baricentro. Poiché la ¢, negativa & oraria, le due
linee risultano uguali ed opposte.
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essendo m,, m,, m,, le ordinate della linea d’influenza in corrispondenza
delle sezioni 12 3.

Come gia fatto notare alla linea d'influenza in questione spetterebbe il sim-
bolo mAx, atteso l'orientamento degli assi nella figura; per semplicita essa si
chiama m, .

Se la trave & un sistema piano nel senso gid noto, si & in genere usi infatti
indicare le linee d’influenza con simboli semplificati; e precisamente con v, v,
Vg » Vg le linee d’influenza dello spostamento verticale di S per una forza verticale
e, rispettivamente, per una distorsiqne Ay, Au, Av viaggiante, con w,,w_, , W, , Wy,
le linee d’influenza dello spostamento orizzontale, con m,, m_, my,, m, quel-
le del momento flettente, con n_, N, Ny, Ny quelle dello sforzo normale, con
t., t,, to, ty quelle dello sforzo di taglio.

8 sw?

In presenza di un carico distribuito q (z), si ha, scomponendo il carico

Ny
]
>

Frc. 4-21
stesso in forze elementari g (z) - dz e sommandone i contributi (fig. 4-21)

M, = rqudz . (19)
b

Se il carico q (z) € uniforme (fig 4-22), la (4-18) diviene, chiaman-
do S l’area della linea d’influenza sottostante al carico,

MA:qrmAdz:qS. (20)
b
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Si osserva percid che, se si & in presenza di un carico q uniforme-
mente distribuito, che pud comunque impegnare la struttura, le linee

¢ i
b .
T q ]
LTI
A B..
. ~ S l |
z !
yY \
Fic. 4-22

d’influenza forniscono immediatamente le condizioni di carico che indu-
cono in una certa sezione il massimo di una caratteristica, o di uno spo-
stamento; con riferimento ad una trave continua (fig. 4-23), si sono ripor-

Max M; [T (HATNBIRHINY [T
Max M, O T ([T
T F = T T T =
< _ N e+
~ c' Nt T
Fic. 4-23

tate le due condizioni di carico (complementari) che forniscono il massimo
momento positivo e il massimo momento negativo in corrispondenza di un
appoggio intermedio C.

La ricerca della posizione piu sfavorevole del carico é altrettanto im-
mediata quando si & in presenza di una sola forza, poicheé ¢ sufficiente con-
siderare questa forza agente in corrispondenza delle sezioni in cui le ordi-
nate della linea d’influenza raggiungono i valori massimo e minimo as-
soluti. Non altrettanto semplice si presenta il problema se il treno di ca-
richi & costituito da forze qualsiasi a distanza reciproca invariabile; in tal
caso la ricerca della posizione piu sfavorevole del treno non puod che essere
eseguita per tentativi.
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La conoscenza delle linee d’influenza per un numero sufficientemen-
te elevato di sezioni permette di conoscere con buona approssimazione,
fissato il treno viaggiante, i massimi ed i minimi delle caratteristiche in
corrispondenza di qualsiasi sezione; basta, a ci6 fare, riportare in corri-
spondenza delle sezioni prescelte i valori massimo e minimo delle carat-
teristiche, provocate dai carichi accidentali e dalle variazioni termiche, a
partire dal diagramma delle caratteristiche indotte dal peso proprio e
dalle altre sollecitazioni pePmanenti, e congiungere con segmenti di retta
0 con una curva continua i punti cosi ottenuti. Di tutto cio si trattera dif-
fusamente nei capitoli relativi alle travi.

In modo del tutto analogo a quanto sopra detto si sfruttano le linee
d’influenza per distorsioni viaggianti.

F16. 4-24

Si consideri per esempio la trave con incastro ed appoggio della fig. 4-
24, di luce 4 e di sezione costante, soggetta ad una variazione termica uni-
forme lungo 2, e variabile linearmente lungo I'altezza h; la somma dei va-
lori assoluti delle variazioni termiche al bordo superiore e inferiore sia

tro; il At & percid negativo. La suddetta variazione termica equivale ad

una distorsione p. (positiva) pari a —a At/h. La linea d'influenza rg, della
reazione in B per effetto di una distorsione D, viaggiante & il diagramma
del momento connesso con un abbassamento unitario dell’estremo B (la Ry
si suppone, al solito, positiva se diretta verso il basso), e cioé si ha

rp, = v (z —t) .

Il valore di Ry & percio fornito da

R r 4 aﬁj‘* 4 3 EIAt
—_ - — —— I = — .
N B R J YT T

* FraNciosI - Volume I1I - Tomo I 15
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11. 1l procedimento delle linee d’influenza fondamentali.

Spesso si ha necessita di tracciare le linee di influenza relative ad un
elevato numero di sezioni di una struttura iperstatica; in tal caso & suffi-
ciente tracciare le linee per un numero di sezioni pari al grado di ipersta-

-C
2 Camy
14 w
CBmB - CB
—_ ‘
e
Ce e e
—Cc \l\
mg
NJ/
Sm:: Sl
F1e. 4-25

ticita della struttura, poiche il tracciamento di tutte le altre si ottiene ope-
rando sulla struttura isostatica.
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Si consideri 1’arco della figura 4-25, tre volte iperstatico, e siano gia
tracciate le linee di influenza m, my m; del momento flettente nelle sezioni
A e B d’imposta e C di chiave per una forza verticale unitaria viaggiante.
Esse sono ottenute imprimendo la distorsione D,=—a in A, B, C, rica-
vando le linee elastiche v, vy vy, e dividendo per « (x> 0); si desidera
ottenere la linea d’influenza mg del momento flettente nella generica se-
zione S per una forza verticale unitaria viaggiante.

La mg si ottiene imprimendo la distorsione D,—=—a in S (a>0),
e dividendo per « gli spostamenti vg che ne derivano. Per ottenere vg (z)
si rende isostatica la struttura interponendo delle cerniere in corrispon-
denza delle sezioni A, B, C (e cioé annullando le caratteristiche per le quali
si @ in possesso delle linee d’influenza), e si imprime la distorsione — o«
in S, tracciando il diagramma degli spostamenti v¢°. Si valutano poi gli an-
goli di rotazione relativa in A, B,C nel diagramma vg°, rispettivamente
aC,, QCgz, Cc, nel modo gid esposto al § 7 di questo capitolo; il loro
segno si prende considerandoli come distorsioni. Infine si imprimono sulla
struttura effettiva le distorsioni —ac, in A, —acy in B, —ace in C,
calcolando gli spostamenti v,* vp* vo* a queste connessi; si ha cosi

Vg = Vg° + V* -+ vg* + voF .

Infatti, per ottenere la deformata di una struttura iperstatica soggetta
a forze o distorsioni generiche si pud tracciare prima la deformata della
struttura resa isostatica, e poi applicare alla struttura iperstatica distor-
sioni concentrate pari alle incongruenze cambiate di segno. La deformata
somma é congruente, ma & pure equilibrata, perché le caratteristiche della
sollecitazione interna che da essa derivano sono in equilibrio nella prima
deformata con le forze applicate e le loro reazioni, e nelle altre defor-
mate con forze applicate nulle e con un sistema di reazioni tra loro in
equilibrio.

Se la distorsione — o, agente in A induce nella struttura effettiva
gli spostamenti v,, &

Va¥ =, v,

analogamente si ha
ve¥ = Ccp Vg
Vc* = CC VC .
E’ percio

Vs = Vg + €, Vy + Ca Vs + Co Vo
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€ ancora
Vs Vgs® Va Vg Ve
— = + Ca + cp + ¢ )
&% % &% o o)
che si scrive pure
mg = mg® + ¢yM, + CgMp + CcIMg . (21)

Si pud quindi dire che le ordinate della linea d’influenza mg sono somma
di quelle della linea mg° e di quelle delle linee m,,mg, m; rispettiva-
mente moltiplicate per ¢, cgcs Le ¢, cgce sono le discontinuita angolari
che si verificano in corrispondenza delle sezioni A, B,C nel diagramma
mg°, valutate come inclinazioni, o come differenze di inclinazioni, come
gia precisato al § 4-7 e prese con il segno che loro competerebbe consi-
derandole come distorsioni.

La mg° prende nome di linea d’influenza principale, le m, mym, di
linee d’influenza fondamentali o correttive.

Se le caratteristiche iperstatiche sono forze, e quindi le distorsioni cor-
rettive sono spostamenti, si pud semplificare il ragionamento di cui sopra
prendendo in considerazione le stesse linee d’influenza come diagrammi di
spostamenti.

Il procedimento & di carattere del tutto generale; per esempio la linea
mg, del momento in S per una distorsione D,— -1 viaggiante & fornita
dalla somma

Mg, = Cy My, + CpMp, + CoMgy (22)

essendo c, cyC. le discontinuita angolari che si verificano in corrispon-
denza di ABC nel diagramma mg°, ed m,,, my,, mg le linee d’in-
fluenza del momento nelle sezioni A BC della struttura effettiva per
una distorsione D,— -} 1 viaggiante, coincidenti con i diagrammi dei
momenti indotti nella struttura effettiva dalle distorsioni D, —-1,
D,s=—-+ 1, D,c=- 1. Infatti la distorsione D, in S nella struttura iso-
statica non provoca momenti.

Analogamente si ha

Mg, = C, My, - CgMy, + CoMe,
(23)
Mgy = CyMyy + CpMp + CcMgy .
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Riassumendo puo percio dirsi che la linea d’influenza e S di una qual-
siasi caratteristica della sollecitazione E in corrispondenza della sezione S
di una struttura iperstatica, per effetto di un qualsiasi ente V viaggiante,
e somma della linea e S ottenuta con riferimento alla struttura resa iso-
statica, e dei prodotti ¢, x,%; la ¢, & la discontinuitd che sorge nella strut-
tura isostatica, in corrispondenza della sezione in cui agisce la generica
caratteristica iperstatica X, per effetto dell’ente E'==—1 corrispondente
all’ente E ed applicato in S. La x,% & la linea d’influenza della X, per ef-
fetto dell’ente V viaggiante, calcolata sulla struttura iperstatica. I1 segno
di ¢, si prende considerando ¢, come distorsione. Quanto sopra vale an-
che se I'ente E & uno spostamento; in tal caso le ¢, sono quelle prodotte da
E = + 1in S.

12. Il tracciamento delle linee d’influenza delle caratteristiche della sollecita-
Zione.

Le linee d’influenza si riducono, per quanto sopra detto, a diagrammi
di spostamenti (forze viaggianti) o caratteristiche (distorsioni viaggianti),
prodotti da una forza (linea d’influenza di uno spostamento) o da una di-
storsione (linea d’'influenza di una caratteristica); il tracciamento delle ca-
ratteristiche o degli spostamenti prodotti da una forza o da una distorsione

F1c. 4-26

si esegue attraverso procedimenti particolari, utilissimo tra i quali quello
dell’ellisse di elasticita, o l'altro, da esso derivato, dei punti fissi.

Qualche chiarimento & forse necessario relativamente al disegno delle
caratteristiche e degli spostamenti provocati da una distorsione concen-
trata.

Con riferimento alla fig. 4-26, una distorsione qualsiasi, per es. la
D, in S, induce in corrispondenza delle quattro sezioni d’incastro dei ritti
e degli archi quattro reazioni in equilibrio. La risultante R, delle reazioni a
sinistra della sezione S & uguale e contraria alla risultante R, delle reazioni
a destra. Le caratteristiche della sollecitazione in S hanno come risultante
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le forze — R, sulla faccia di sinistra e —R, sulla faccia di destra; quindi,
effettuando un taglio in S ed applicando sulla faccia di sinistra la forza
—R,, e sulla faccia di destra la — R,, si ottengono nella struttura gli stessi
stati di tensione e di deformazione indotti dalla distorsione concentrata. Il
caso della distorsione & cosi ridotto a quello di due forze F e —F uguali
e contrarie applicate sulle due facce risultanti da un taglio secondo la se-
zione retta in cui & applicata la distorsione (fig. 4-27); la teoria dell’ellisse

F1g. 4-27

di elasticita (§ 1-10) permette di determinare rapidamente la retta d’azione
e l'intensita di tali forze, e le corrispondenti deformate. A volte pero si
preferisce risolvere il problema attraverso il cosiddetto procedimento della
sconnessione semplice, molto utile se si vuole costruire la linea d’influen-
za di una caratteristica evitando di ricorrere al concetto di distorsione.
Infatti si consideri la struttura della fig. 4-28 a, caricata da una forza F;
si pud effettuare un taglio in S, unire le due facce risultanti con una cer-
niera in corrispondenza del baricentro, ed applicare sulle due facce due
coppie IMs e —IMg pari al valore del momento flettente che la F pro-
voca nella sezione S della struttura effettiva. La stessa struttura si ca-
richi con due coppie JN e —IMN sulle due facce in S, e tali da provocare
una rotazione relativa di queste ultime pari ad a (2> 0 secondo la con-
venzione delle rotazioni relative).
Il principio di Betti classico permette di scrivere

F:vgg —Mgra =20
da cui

M, =F Vsr

o

Percio la deformata vy provocata dalle due coppie L e — It sulla
struttura della fig. 4-28b, divisa per «, € la linea d’influenza mg della
struttura effettiva.
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Il problema della ricerca della linea d’influenza di una caratteristica &
cosi ricondotto allo studio di una struttura, il cui grado di iperstaticita &

Fia. 4-28

abbassato di un’unita rispetto a quello della struttura effettiva. Il proce-
dimento & particolarmente utile in quei casi in cui un taglio completo in S
da luogo a due strutture di cui una labile, come accade per esempio negli
archi a due cerniere, o nelle travi con un’estremita incastrata ed una ap-

poggiata.



