CAPITOLO I

L'ELLISSE DI ELASTICITA'

by

1. Fondamenti della teoria dell’ellisse di elasticita: i sistemi monodimensionali
piani.

La teoria dell’ellisse di elasticita & limitata ai cosiddetti sistemi mono-
dimensionali piani.

Si chiama struttura monodimensionale piana o trave piana, una tra-
ve il cui asse ¢ sia contenuto in un piano =, e che sia simmetrica (sim-
metria ortogonale) rispetto a questo piano. Se le forze agenti sono pur esse
simmetriche rispetto a =, si & in presenza di un sistema monodimensionale
piano, e gli spostamenti dei punti dell’asse sono contenuti in . Le reazioni
vincolari sono simmetriche rispetto a m. Le caratteristiche della sollecita-
zione in corrispondenza della generica sezione normale S si riducono allo
sforzo normale N, ad uno sforzo di taglio T diretto secondo la traccia
della sezione su «, e ad un momento flettente M il cui asse & ortogonale
a m. Gli spostamenti relativi tra due sezioni rette distanti ds si riducono
ad una traslazione relativa secondo la tangente all’asse in S, di valore
Nds

ﬁ— , ad una traslazione relativa media secondo la normale all’asse

T ds
in S, di valore x A e ad una rotazione relativa il cui asse & orto-

Mds
gonale a m, di ampiezza el : 1 valori di ¥ e di I sono relativi all’as-

se di simmetria della sezione S ed alla sua normale, che sono anche assi
principali d’inerzia della sezione stessa.

Se I’asse della trave & contenuto in un piano, ma la trave non & sim-
metrica rispetto a questo piano, si pud ancora supporre con buona appros-
simazione che siano valide le proprieta suddette, purché nel piano del-
'asse sia contenuto uno degli assi principali d’inerzia di ogni sezione
retta; Pordine dell’approssimazione & quello che condiziona I'ipotesi se-
condo cui un taglio agente lungo una direzione principale d’inerzia pro-
voca uno spostamento relativo medio diretto secondo lo stesso asse.

Assimilando la deformazione da taglio del tronco elementare gene-
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s
rico di lunghezza ds ad una traslazione relativa rigida ¥ GA delle

due sezioni terminali, si accetta l'ipotesi di comservazione delle sezioni
piane; una qualsiasi sezione retta S si trasforma in una figura S’ conte-
nuta ancora in un piano ortogonale a =, e incontra l'asse c/, trasformato
dell’asse c, nel corrispondente G’ del baricentro G di S (fig. 1-1). Questa
ipotesi & tanto pilt vicina al vero quanto piu gli spostamenti della sezione
dovuti alla deformazione dell’intera struttura prevalgono sugli sposta-
menti dovuti alla sollecitazione locale di taglio, e cioé quanto piu la lun-
ghezza della trave predomina sulle dimensioni della sezione retta.

F1c. 1-1

La generica sezione S subisce percio uno spostamento rigido, e poiché
si mantiene ortogonale al piano =, lo spostamento & piano. Questo spo-
stamento coincide con quello della traccia della sezione sul piano m, e
per il teorema di Eulero puo ridursi ad una rotazione intorno ad un asse ¢
normale a 7 ; esso & definito percido dalla posizione del centro di rotazione
(traccia C dell’asse ¢ su =) e dall’ampiezza della rotazione stessa.

Si definisce spostamento rigido di un corpo un qualsiasi insieme di spostamenti
uvw cui non si associano variazioni delle mutue distanze dei suoi punti.

Ogni spostamento rigido puo ottenersi come somma di una traslazione che por-
ta un punto P, in un punto P’ , e di una rotazione intorno ad un asse passante
per P’ .

La suddetta scomposizione puo effettuarsi in infiniti modi, ognuno corrispon-
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dente ad un diverso punto P, del corpo; tutti gli assi di rotazione sono paralleli,
e le ampiezze delle rotazioni sono uguali. E’ sempre possibile scegliere un punto
P, tale che il vettore traslazione sia parallelo all’asse della rotazione, e cioé ogni
spostamento rigido si puod pensare dovuto ad un moto elicoidale (teorema di
Chasles, 1830); l'asse r di moto elicoidale & unico, Il teorema & valido per qual-
siasi grandezza degli spostamenti; e come coroliario si ha il seguente: se me-
diante n spostamenti rigidi successivi intorno agli assi rr,..Ir un corpo S passa
nelle posizioni 8, §,....S _, si pud con un unico spostamento rigido di asse r pas-
sare da S ad S .

Questo spostamento & risultante degli n precedenti, che sono i componenti, e
dipende da questi, e dal loro ordine di successione. In generale, solo se gli spo-
stamenti u v w sono piccoli (e cioé se le loro derivate prime possono trascurarsi nei
confronti dell'unitd) lo spostamento rigido risultante & indipendente dall’ordine
di successione degli spostamenti rigidi componenti. In tal caso essi coincidono, a
meno di dt, con i vettori velocita di un atto di moto rigido; indicando con u, v, w,
le componenti del vettore traslazione, e con p qr quelle del vettore rotazione, pud
in tal caso porsi

u = u, — Ty + Qqz

V=1v + rx — pz

dove u, v, w, sono le componenti dello spostamento di P , e la terna di riferi-
mento ha origine in P, .

Se, comunque si prenda P_, il vettore traslazione é ortogonale a quello rota-
zione, lo spostamento rigido e piano.

In tal caso esiste un punto C per cui il vettore traslazione & nullo; I'asse di

by

rotazione passante per C é l'asse di moto elicoidale; esso & caratterizzato da tra-
slazione nulla, quindi si riduce ad una rotazione. E cioé (teorema di Eulero, 1775)
ogni spostamento rigido piano si riduce ad una rotazione intorno ad un asse orto-
gonale al piano del moto, di traccia C. Se gli spostamenti sono piccoli, e si assu-
me un riferimento con origine C, e con gli assi yz sul piano del moto, si ha

vV = — pz

W = py .

Fay
L’ampiezza ¢ della rotazione di S & misurata dall’angolo tt’' che la
tangente t all’asse ¢ in S forma con la tangente t’ all’asse ¢/ in S’ ; t e t’ sono
orientate secondo le s e le s’ crescenti. Fissato il verso positivo di rotazione

nel pianc (nella presente trattazione & quello antiorario), gli angoli ?t’
sono due, uno positivo e uno negativo, a seconda che t per sovrapporsi a t’
ructi in senso antiorario od orario. La somma dei valori assoluti dei due
angoli & 2 ; la tangente trigonometrica dei due angoli & la stessa.
L’ampiezza ¢ della rotazione coincide con il pili piccolo in valore

N
assoluto dei due angoli tt'; cosi ¢ & definita in valore e segno. Poiche
si e nell'ipotesi di piccoli spostamenti, si pud confondere in valore ed in
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P
segno il minore dei due angoli tt' con la sua tangente trigonometrica,
cioé puo porsi

Considerando I’elemento di asse ds come rigido, dalle formule della ro-
tazione rigida testé riportate in nota si ha

. dv . dw )
v dz  dy

Percio puo dirsi che 'ampiezza della rotazione coincide a meno del
segno con la corrispondente inclinazione nel diagramma delle componenti
v dello spostamento, valutate secondo una qualsiasi retta y, e riportate
secondo y su una fondamentale normale ad y stessa.

La struttura fondamentale che si prende in esame nella teoria del-
Pellisse di elasticitd & una trave piana A B incastrata perfettamente al-
l'estremo B (mensola) e sollecitata all’estremo opposto A da una distri-
buzione di forze che ammetta come risultante una forza F giacente nel
piano dell’asse della trave (fig. 1-1).

Si & in presenza percido di un particolare sistema monodimensionale
piano; i risultati che da esso si traggono si utilizzano poi per lo studio di
un sistema monodimensionale piano generico.

11 centro e I'ampiezza della rotazione della sezione terminale A di-
pendono soltanto dalla risultante F delle forze applicate su A, e non dalla
loro effettiva distribuzione; infatti essi sono funzioni delle deformazioni,
e cioé delle tensioni, di tutta la struttura, e queste, esclusa la zona pilu vi-
cina ad A, sono a loro volta funzioni soltanto delle caratteristiche della
sollecitazione. La deformazione della sezione A, derivante dal fatto che
la distribuzione di forze su di essa non & alla De Saint-Venant, & carat-
terizzata da spostamenti tanto pill trascurabili rispetto a quelli dovuti alla
rotazione rigida, quanto piui la lunghezza della trave predomina sulle di-
mensioni della sezione retta.

In particolare, se & valido il principio di sovrapposizione degli effetti
— & su questo che poggia l'intero edificio della teoria — il centro C della
rotazione di A & univocamente determinato una volta fissata la retta r
di azione di F. Viceversa, fissato C & determinata univocamente r; se in-
fatti a C corrispondessero due rette distinte r’ ed r”, sarebbe possibile do-
sare le due forze F' ed F” agenti lungo r’ ed r” in modo da fornire ciascuna
la stessa ampiezza di rotazione, e quindi la risultante di F' e —¥”, che
non pud essere nulla, non farebbe spostare la sezione A; la F — "
quindi non compirebbe lavoro, e sarebbe nulla I'energia di deformazione.
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Si istituisce cosi nel piano della struttura una corrispondenza biunivoca
(reciprocitd) tra le rette d’azione r delle forze agenti su A ed i centri
C di rotazione di A.

Il centro C non pud giacere sulla corrispondente retta r; se infatti cio
accadesse, F' non compirebbe lavoro, e quindi sarebbe nulla anche l'ener-
gia di deformazione. Nella corrispondenza tra C ed r non esistono percio
elementi che contengano il proprio corrispondente (autoconiugati).

Sia C, il centro corrispondente ad una retta r, , ed r, una retta passan-
te per C,; una forza F, agente secondo r, non compie lavoro per effetto
degli spostamenti provocati da una forza F, agente secondo T, .

Per il teorema di Betti, la F, non compie quindi lavoro per effetto de-
gli spostamenti provocati da F,, e cioé deve passare per C,. Se ne trae
che se C, appartiene ad r,, C, appartiene ad r, (fig. 1-2). Si é in presenza

Fic. 1-2

quindi di una reciprocitda involutoria; gli elementi come C, e C,, o come r,
ed r,, tali che 'uno contiene 'ente corrispondente dell’altro, si dicono co-
niugati. Il nome si giustifica perché a tutte le rette del fascio di centro C
corrispondono i punti della punteggiata di sostegno 7, corrispondente di C;
e gli elementi coniugati (secondo la definizione testé data) del fascio di
sostegno C (e quelli della punteggiata di sostegno r) sono coniugati in
una involuzione.

La reciprocitd involutoria tra i punti C e le rette r, detta anche po-
laritd, ha nel caso in esame conica fondamentale immaginaria; infatti non
esistono elementi autoconiugati (si ricordi che la conica fondamentale
di una polarita & il luogo di tutti i punti autoconiugati, o anche l'inviluppo
di tutte le rette autoconiugate). Il centro O della polarita, corrispondente
alla retta impropria del piano, & un punto proprio; infatti esso non pud
appartenere alla sua corrispondente. Questo punto si chiama baricentro ela-
stico della trave, ed é il centro di rotazione di A quando su di essa agisce
una coppia. Consideriamo i punti C' simmetrici di C rispetto ad O; la corri-
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spondenza tra r e C’ & ancora una polarita, con lo stesso centro O, ma si-
curamente provvista di elementi autoconiugati.

Sia O il centro della polarita, ed r, una retta per O (fig 1-3); ad r, corri-
sponde un centro C, improprio. Ad ogm punto C di r, corrisponde una retta
r passante per C, oo ; chiamando B il punto di 1ntersez1one della r conr, , B
e C sono comugat1 e si corrispondono in una involuzione, la cui equazmne é

OB:.0C = k ;

k & la cosiddetta potenza dell’involuzione.
I punti uniti D sono forniti da

OoD? = k

e sono due, simmetrici rispetto ad O, reali o immaginari secondo che k = 0.

Fi1c. 1-3

Se i punti D sono reali, essi sono due elementi autoconiugati della polarita;
nel caso in esame & percid k < 0. Considerando la corrispondenza tra r e C/, e
quindi I'involuzione tra B e C’, k cambia di segno, e quindi i punti uniti sono reali.

La conica della polarita (rC’) & percio reale; il centro della polarita
e il centro della conica; se ne trae che questa, essendo a centro reale, & una
ellisse o una iperbole. La polaritd (rC’) non ammette punti autoconiugati
impropri; tali punti infatti coincidono con i propri simmetrici rispetto al
centro O, e quindi sarebbero autoconiugati anche nella polaritd (rC). Si de-
duce da cio che la conica della polaritd (rC’) & una ellisse; questa prende
nome di ellisse di elasticita degli spostamenti della sezione A. Spesso,
poiché la sezione A & quella estrema della mensola, la conica si chiama
ellisse terminale di elasticitd, o anche ellisse di Culmann, dal nome del
prof. K. Culmann, cui la trattazione & dovuta (1875). Rispetto a tale ellisse
le rette d’azione r delle forze applicate ad A e i centri C delle rotazioni
di A si corrispondono come rette e antipoli, 0 come punti e antipolari.
Assegnata percio la retta r, il centro C si ottiene costruendo il polo C'
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di 7, e quindi il suo simmetrico C rispetto al centro O; assegnato il centro
C, la retta r si ottiene costruendo la polare r’ di C, e quindi la sua sim-
metrica 7 rispetto a O. In particolare, se la retta r passa per il baricentro
elastico O, il centro C & improprio, e coincide con il punto improprio
del diametro t coniugato di r (fig. 1-4). Percid lo spostamento di A & in
tal caso una traslazione, secondo la direzione a ortogonale alla t; sol-
tanto se r & un asse principale dell’ellisse d’elasticita, la traslazione di A
avviene nella stessa direzione di F.

Fic. 1-4

Il sorgere dell’ellisse di elasticitd & del tutto identico a quello
dell’ellisse di inerzia (Vol. II, § 1-7). Valgono le stesse costruzioni ripor-
tate nel Vol. II, § 1-8.

2. | quattro teoremi fondamentali.

Se sulla sezione A agisce una coppia I (si avverte una volta per
sempre che, per brevitd, nel seguito del capitolo si dice forza o coppia,
in luogo della espressione piu esatta: distribuzione di forze aventi per
risultante una forza, o una coppia) la sezione stessa ruota intorno al bari-
centro elastico O, di un angolo ¢ equiverso e proporzionale ad J1; il rap-
porto tra ¢ ed JIL prende nome di peso elastico W (W > 0)

P
m

(2)

Le dimensioni fisiche di W sono [F' t], quelle cioé dell'inverso di
una coppia.

Se una forza F agisce secondo una retta orientata r distante do,
da O (*), essa puod supporsi somma della forza F' —=F, uguale e parallela ad

(*) Si ricordi che la distanza d, tra un punto O ed una retta orientata r
& positiva se O & a sinistra di r.
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F e passante per O, e della coppia N'=TFd,, (fig. 1-5). La rotazione ¢
prodotta da F &, per il principio di sovrapposizione, somma di quelle pro-
dotte da F’ ed N’ ; poiché F' non provoca rotazioni, &

¢ =WIMN =FWd,, . 3)
E cioé la rotazione di A prodotta da una forza F agente su A & uguale

al prodotto della forza F, del peso elastico W, e della distanza d,, del
baricentro O dalla forza; essa & positiva (antioraria) se O & a sinistra di F.

F1c. 1-5

La componente s,— PH, secondo una retta orientata p, dello sposta-
mento di un punto P qualsiasi collegato rigidamente con A, per effetto di

Fic. 1-8

una coppia JIU agente su A, & fornita, per la (1-2), da
SD:(PdOD:deOp’ 4)

ove con do, si & indicata (fig. 1-6) la distanza del baricentro elastico O
dalla retta p.
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Se lo spostamento PP’ & piccolo in rapporto alle dimensioni del corpo, e quin-
di in rapporto alla distanza PO, puo assimilarsi PP’, che in realta & un arco di cir-
conferenza di centro O e raggio OP, ad un segmento di retta, normale alla con-

N
giungente OP. Si confonde cioé l'angolo ¢ = POP’ con la sua tangente trigono-
metrica; c¢id vuol dire che l'angolo ¢ & fornito dal rapporto tra PP’ e OP. In
questo ordine di approssimazione, dalla similitudine dei due triangoli PHP’ e OKP
risulta

PP/
s = PH = — OK = ¢d

n OP Op °*

puo dirsi cioé che la componente secondo una retta p dello spostamento di un
punto P di un corpo rigido che subisce una rotazione & fornito dal prodotto dell’am-
piezza ¢ della rotazione per la distanza del centro O della rotazione dalla retta p.
Questo risultato pud anche trarsi dalla espressione di w riportata al § 1, ricordando
che nel caso in esame é p = ¢, e orientando l'asse z parallelo alla retta p.

Se & noto lo spostamento PP’ di un punto P, e 'ampiezza ¢ della rotazione, puo

x

determinarsi il centro O di questa. Tale centro infatti & ubicato sulla normale
a PP’ per P, alla distanza

PP’
OP = —— ;
L]

dei due punti, simmetrici rispetto alla retta PP’, che soddisfano tali condizioni, il
centro O & quello per cui lo spostamento PP’ e la rotazione ¢ hanno i versi as-
segnati.

La componente s, secondo una retta p dello spostamento di un punto
P qualsiasi collegato rigidamente con A, per effetto di una forza F agente
su A secondo una retta 7, & fornito, per Ia (1-3), da

Sp — F W dOl‘ dCD (5)

dove d, e dg, sono rispettivamente le distanze della retta r dal baricentro
elastico O, e della retta p dal centro C di rotazione, antipolo di r rispetto
all’ellisse di elasticita (fig. 1-7).

Si consideri sul piano della struttura una qualsiasi distribuzione fit-
tizia di masse w, rispettante le sole condizioni che la sua ellisse d’inerzia
coincida con Tellisse di elasticita, e la sua somma sia pari a W; queste
masse costituiscono i pesi elastici distribuits.

Con questa convenzione, i risultati consegnati nelle formule (1-2)
(1-3) (1-4) (1-5) possono enunciarsi come segue.

a) L’angolo ¢ di cui ruota la sezione terminale, quando ad essa e
applicata una coppia IN, & uguale al prodotto della coppia per il peso ela-
stico W:

p = MW ; (29
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b) L’angolo ¢ di cui ruota la sezione terminale, quando ad essa &
applicata una forza F, & uguale al prodotto della forza per il momento
statico S, del peso elastico rispetto alla retta d’azione r della forza (r &
orientata come la forza):

Qo — FS, ; (3"

c) La componente s, secondo una retta p dello spostamento di un
punto collegato rigidamente alla sezione terminale, quando a questa & ap-

F1c. 1-7

plicata una coppia IR, & uguale al prodotto della coppia per il momento
statico S, del peso elastico rispetto alla retta p:

s, = O S, ; @)

d) La componente s, secondo una retta p dello spostamento di un
punto collegato rigidamente alla sezione terminale, quando a questa & ap-
plicata una forza F di retta d’azione r, & uguale al prodotto della forza per
il momento centrifugo I,, del peso elastico rispetto alle rette r e p:

s, =FI, . (5)

Sono questi i cosiddetti quattro teoremi fondamentali della teoria del-

Vellisse di elasticitd. In particolare, dal quarto teorema si trae come corol-
lario, per p=r, il seguente:

s = FI, ; (5")

e cioe lo spostamento s,, secondo la retta d’azione r della forza F appli-
cata ad A, di un punto P giacente su r e collegato rigidamente con A, &
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fornito dal prodotto della forza per il momento d’inerzia I, del peso ela-
stico rispetto alla retta r.

3. La costruzione dell’ellisse di elasticita.

La costruzione dell’ellisse di elasticita si riduce alla ricerca degli spo-
stamenti della sezione A per tre condizioni di carico. Si applichi in A una
coppia MM (fig. 1-8 a) e si calcoli la rotazione ¢ della sezione A e lo sposta-

n

Fi1Gc. 1-8a

mento s del suo baricentro. Il baricentro elastico O si trova sulla retta n
normale alla retta a dello spostamento s condotta per il baricentro di A,
ad una distanza da questo pari a s/¢, dalla parte per cui il segno di s
€ in accordo con il segno di ¢.

Si faccia poi agire su A la forza F diretta secondo una retta r pas-
sante per O (fig. 1-8 b). Sia s la traslazione della sezione A, ed a la retta

Fic. 1-8b

secondo cui essa avviene; s & pure lo spostamento del punto P collegato
rigidamente con A ed ubicato sulla retta r.
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La normale t ad a é la direzione coniugata di r. Il valore OR, del se-
midiametro dell’ellisse disteso su t € fornito dalla relazione

/N /N
s, =s-'senrt = FI. = FW (OR, senrt)® . (a)

Si faccia poi agire una forza F secondo la retta t, coniugata di r pas-
sante per O (fig. 1-8 ¢); sia s la traslazione di A, che si effettua necessa-

Fic. 1-8 ¢

riamente secondo la retta b normale ad r. Il semidiametro OT, disteso su r
e fornito dalla relazione

N\ PN
ss = ssenrt = FI, = FW (OT, senrt)® . (b)

Dell’ellisse si conoscono cosi il centro e due semidiametri coniugati;
essa e determinata.

Fic. 1-9

Tutto quanto detto finora a proposito della sezione terminale di una
struttura a mensola pud essere identicamente ripetuto (fig. 1-9 a) per una
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qualsiasi sezione A di una trave piana comunque vincolata. In tal caso
pero si parlera soltanto di ellisse di elasticita degli spostamenti della se-
zione A, e non piu di ellisse terminale.

In alcuni casi potrebbe ancora parlarsi di ellisse terminale, come in
quello della fig. 1-9b, dove la sezione A & comune a pill mensole; si pre-
ferisce perd, per non generare equivoci, dare il nome di ellisse terminale
solo all’ellisse di elasticitd relativa alla sezione terminale di una trave
a mensola.

4. L'ellisse terminale di elasticitd per il solido di De Saint-Venant.
Nel seguito si forniranno i metodi per il calcolo degli spostamenti in

una struttura monodimensionale qualsiasi; per ora le costruzioni del nu-
mero precedente sono sfruttabili con riferimento al gia noto solido di De

b)
r
\*/.m _ FI
T T2
F P
s
A N By
B R 1 —— -
F L M ol M E ©
N v
s
Frc. 1-10

Saint-Venant. Si consideri percio (fig. 1-10a) un solido prismatico costi-
tuito di materiale omogeneo, incastrato all’estremitd B, e sottoposto all’al-
tro estremo A ad una coppia )M, il cui vettore agisce secondo una delle di-
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rezioni principali della sezione retta. La sezione A ruota della quantita
(Vol. II, form. 5-4).

M

E‘ ’ (C)

(P=

e il suo baricentro si sposta, secondo la normale a all’asse e al vettore JN,
della quantita (Vol. II, form. 5-3)

I 42
s = ST (d)

Il baricentro elastico giace percid sull’asse del prisma, ad una distanza

dall’estremo. Il peso elastico vale

W= = (6)

Sulla base A dello stesso solido agisca una forza F avente per retta
d’azione r la normale all’asse in O (fig. 1-10 b); questa sollecitazione equi-
vale ad una forza F normale all’asse ed agente in A, e ad una coppia

¢
M =—F 35 Lo spostamento di A si effettua secondo la normale all’as-
se; il contributo flessionale di F & (Vol. II, form. 9-8)

Fe
3EI

il contributo tagliante di F & (Vol. II, form. 9-40)

Fe
XGa’
il contributo di M é

F
4 EI
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Si ha percio

3 4 Fi ©
S — . e
12 EI GA

Poiché s si effettua normalmente all’asse, 'asse e la normale ad esso
per O sono i diametri principali dell’ellisse d’elasticitd; dal confronto tra
la (a) e la (e) si ha la lunghezza del semidiametro giacente sull’asse (se-
midiametro longitudinale)

=V EeEE o

Sulla base A agisca una forza F secondo l'asse (fig. 1-10c); si ha

Fi )
§ = ——
EA
e dal confronto tra la (b) e la (f) si ottiene la lunghezza del semidiametro
normale all’asse (semidiametro trasversale)

T
=l

Dalla (1-7) si osserva che il radicando & somma di un termine dovuto
alla flessione, che aumenta con la lunghezza del solido, e di un termine
dovuto al taglio, da essa indipendente. Per solidi abbastanza lunghi puo
quindi porsi

{
Po = 7 » (9)
V12

trascurando il termine da taglio. Dalla (1-8) si osserva che il semidia-
metro trasversale tiene conto del solo sforzo normale, ed & indipendente
dalla lunghezza. E’ facile riconoscere che, essendo I ed A il momento d’iner-
zia rispetto all’asse neutro e l'area della sezione retta del solido, il semi-
diametro p, coincide con il semidiametro dell’ellisse d’'inerzia della sezione
retta disteso sulla normale all’asse neutro; se quindi la sezione retta ¢
rettangolare, di dimensioni b X h, risulta

h

(10)
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5. L'ellisse di elasticita come ellisse d’inerzia delle masse pesi elastici; compo-
sizione in serie delle ellissi parziali di elasticita.

Al n. 2 si & detto potersi ellisse di elasticitd considerare come I'el-
lisse d’inerzia di una distribuzione fittizia di masse, dette pesi elastici di-
stribuiti. Ad una ellisse determinata non corrisponde una sola distribu-
zione di pesi elastici, ma infinite; se ne pud adottare una qualsiasi a
caratterizzare il comportamento elastico della struttura. Si vuole in que-
sto paragrafo determinare una di queste distribuzioni. Si prenda in esame
ancora la struttura della fig. 1-7, e si consideri il contributo fornito
ad s, dalle deformazioni di un solo tronco A’ B’ della struttura (fig. 1-11),
del quale sia noto il peso elastico w, il baricentro elastico O’ e lellisse

Fia. 1-11

di elasticita terminale, relativi alla sezione A’ del tronco A’B’ incastrato
in B'. Poiché sono valide le ipotesi a fondamento del principio di sovrappo-
sizione, gli spostamenti sono cosi piccoli da poter essere trascurati in con-
fronto alle dimensioni della struttura. Cio significa che gli effetti della de-
formazione dei singoli tronchi come quello in esame, in cui puo essere scom-
posta la struttura, possono essere valutati tutti sulla struttura avente la
geometria di quella indeformata, e poi sommati. La componente ds, se-
condo p dello spostamento ds dovuto alla deformabilita del tronco in esame
e tornita da

dSp p— F w dO'l‘ dc»p (g)
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ove dy., e dg, sono le distanze del baricentro elastico O’ del tronco dalla
retta 7, e dell’antipolo C’ della retta r, rispetto all’ellisse del tronco, dalla
retta p; e cioe ds, é il prodotto della forza F per il momento centrifugo
del peso elastico del tronco rispetto alle due rette r e p. Sommando i con-
tributi (g) relativi a tutti i tronchi si ottiene

Sp - F E W dO’r dC'D . (11)
Confrontando la (1-5') e la (1-11) si ha
I, = Zwdo doy -

Poiché il momento centrifugo rispetto a due rette qualsiasi dei pesi
elastici w dei singoli tronchi, distribuiti per ogni tronco in modo che la
loro ellisse d’inerzia coincida con l'ellisse di elasticita del tronco, coincide
con il momento centrifugo del peso elastico W complessivo, distribuito i
modo che la sua ellisse d'inerzia coincida con l’ellisse di elasticitad dell’in-
tera struttura, puo dirsi che alle due distribuzioni compete la stessa mas-
sa (il peso elastico W & pari alla somma dei w), lo stesso baricentro (il
baricentro delle masse w concentrate nei baricentrici elastici parziali O,
coincide con il baricentro elastico del sistema) e la stessa ellisse d’inerzia
(Vellisse di elasticita dell’intera struttura coincide con lellisse d’inerzia
delle masse w la cui distribuzione & definita da ellissi d’'inerzia coinci-
denti con le ellissi di elasticita dei singoli tronchi).

Le prime due proposizioni discendono pure direttamente dalle pro-
prieta delle piccole rotazioni.

Se la struttura & tale da consentire I'uso dei risultati del De Saint-
Venant, si puo suddividere la struttura stessa in tronchi, dosandone la lun-
ghezza in modo da poterli considerare come prismatici, e a ciascuno di essi
applicare i risultati del numero precedente. Se la struttura non permette
di reputare validi i risultati del De Saint-Venant, la teoria dell’ellisse di
elasticita non cade in difetto, salvo a definire in modo diverso che nel nu-
mero precedente i pesi elastici e le ellissi di elasticitd dei singoli tronchi.
Si riparlera di cio in tema di travi a forte curvatura.

Il procedimento esposto in questo numero si chiama anche di compo-
sizione in serie delle ellissi parziali; il nome deriva dal fatto che i pesi
elastici w si sommano per fornire il peso elastico totale:

W=Zw. (12)
Il procedimento ora esposto permette di utilizzare i metodi caratteri-

stici della geometria delle masse ogni volta che la trave sia scomponi-
bile in tante altre travi HK, di ognuna delle quali sia nota l'ellisse di

* Francrost - Volume I1I - Tomo I 2
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elasticita terminale &, (*) (ellisse relativa ad uno dei due estremi H o K,
quando I'altro estremo sia perfettamente incastrato), e collegate in serie,
cioé in modo che una sezione non possa essere comune a piui di due travi
(fig. 1-12). L’ellisse terminale &,5 si ottiene in tal caso come ellisse d’inerzia

F1c. 1-12

dei pesi elastici wyx delle singole travi HK (relativi alla sezione H della
trave HK incastrata in K, o viceversa) distribuiti per ogni trave HK in
modo da dar luogo ad un’ellisse d’inerzia coincidente con l'ellisse &gy .

6. Comﬁosizione in parallelo delle ellissi parziali di elasticita.

Quando piu travi AK di cui sono note le ellissi di elasticita €,, sono
collegate in modo che la sezione A & comune a tutte (struttura pluricon-
nessa), si ha il cosiddetto collegamento in paralielo (fig. 1-9b). In tal
caso l'ellisse degli spostamenti della sezione A (che non conviene chiamare,
come gia osservato, ellisse terminale) non pud essere ottenuta come ellis-
se d’inerzia dei pesi elastici delle singole travi; essa deve essere calcolata
attraverso il procedimento generale del § 3. La conoscenza dei pesi ela-
stici w,x e delle ellissi &, delle singole travi pud solo, a volte, essere di
aiuto nella risoluzione dei tre casi di sollecitazione sui quali il suddetto
procedimento si articola; si parla in tal caso di composizione in parallelo
delle ellissi parziali. La denominazione & volutamente presa in prestito,
come quella di composizione in serie, dalla elettrotecnica. Infatti, come nei
circuiti in serie i valori della resistenza elettrica si sommano, e in quelli
in parallelo invece si sommano i loro inversi; cosi nelle strutture collegate
in serie i pesi elastici, e quindi le deformabilitd, si sommano; in quelle
collegate in parallelo la deformabiliti del complesso & minore di quella
dei singoli elementi.

Y

(*) Il soprassegno indica che l'ellisse terminale & relativa ad una trave HK
incastrata perfettamente in un estremo; - & invece lellisse terminale della

b

trave HK incastrata in K come lo é in realta, e relativa agli spostamenti di H.
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L’ellisse d’elasticita della sezione A si puo chiamare semplicemente
e, ; a volte si indica con e, gop, per definire le travi la cui elasticita entra
in gioco nella sua determinazione.

Le ellissi parziali di elasticita si possono sfruttare nella composizione
in parallelo come segue. Si considerino le due travi AB e AC aventi in co-
mune la sezione A (fig. 1-13). In genere la ricerca si effettua per determi-

F1c. 1-13

nare le condizioni di vincolo di una trave impostata in A sul sistema con-
siderato, percio la sezione A & proprio la sezione d’imposta di questa trave;
la trave AB si suppone elastica fino alla sezione A’, la trave AC {ino alla
sezione A”, e il concio A A’ A”, il cui comportamento non pud assimilarsi a

AYe
o
W
= ~)
= \AA
B’ . X,
A
Iah O—I—c
W W
I, =124 Wmkg" © \Izv c
I, =634 W mkg"
Ixnyn=17,7 W mkg"
I =70 W mkg" ! 012345 m
I, =7 Wmkg" I 0 1020304050 m?
W —
e = 418 m
Py = 1,32 m

Fi1c. 1-14

quello di un solido di De Saint-Venant, e che per altro & molto poco defor-
mabile, si suppone rigido, ed avente solo funzione di collegamento. Siano
(fig. 1-14) €, ed €,, le ellissi terminali dei tronchi AB e AC, ed &g l'el-
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lisse terminale del compiesso BAC supposto incastrato in un estremo e
libero all’altro; €g; si ottiene componendo in serie €,5 ed €,c.

Una coppia IN applicata in A (fig. 1-15 a) farebbe ruotare la sezione C,
supposta libera, intorno al baricentro elastico Op della trave AB; percio

b
- d M
B - €as A
— \ d, 0O, ~ O
R, €nc
/_

€ac
\ b -
a\ 0,
\ o e T
\ d, u
,—\Q\'/E -
C
W, =3W % =W (3; =0,15W
Fi16. 1-15a

il vincolo in C deve sviluppare una reazione R, che annulli tale rotazione;
la retta di azione ¢ di R, & cioé 'antipolare di Og rispetto all’ellisse €gc.
Analogamente, pud dirsi che la retta d’azione b della reazione Ry eserci-
tata dal vincolo B é I'antipolare di O rispetto all’ellisse &g . Poiche i punti
Oz e O sono allineati con il centro dell’ellisse €g., le rette b e c risultano
parallele, come dev’essere, poiché Ry ed R, equilibrano la coppia Jit. Se d
é la distanza tra bec, &

Mm
|Bs| = |Ro| = ——;

il verso di Ry ed R é tale da equilibrare IN.

La rotazione della sezione A si esplica intorno al punto O, antipolo
di b rispetto all’ellisse €,5; infatti la sezione A pud considerarsi come ter-
minale di AB, e soggetta alla MM ed alla Ry, cioé in complesso alla — Rg.
Il punto O e anche Vantipolo di ¢ rispetto all’ellisse €,,. Per le note defi-
nizioni, O é il centro dell’ellisse degli spostamenti della sezione A. L’am-
piezza della rotazione di A é

P = Ry Wypd, = dy Wyp
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dove d, é la distanza di Oy da b; analogamente, puo scriversi

IR
P = RCWACdc = _d"‘ dc WAC

dove d. & la distanza di O, da c. Il peso elastico relativo alla sezione A e
quindi

d
W, = WAB E - WAC - - (13)

Si faccia agire su A una forza F la cui retta d’azione r passi per il pun-
to O (fig. 1-15 b). La retta d’azione c della reazione R, &, per gli stessi mo-
tivi esposti sopra, l’antipolare rispetto ad €ys; del punto Cg, antipolo a

Cec
Rg
i Cap
B
F
Rc
Rg
Rq _
—I_‘:_O’S‘H
I =W-2-1=2W mkg" 0123 45m
Sen;‘\t=0,96 e |
OR, =2,70 m

Fic. 1-15b

sua volta di r rispetto ad &,5. Cosi pure la retta d’azione b della reazione
Ry & lantipolare rispetto ad &g, del punto Cg, antipolo a sua volta di r
rispetto ad €,.. Le due rette b e ¢ si incontrano su 7, perché Cy e C; sono
allineati con il punto C,, antipolo di r rispetto all’ellisse €gq; infatti C,
& il baricentro dei momenti statici w’ rispetto ad r dei pesi elastici dei
tronchi elementari di tutta la struttura, Cy e C sono rispettivamente i bari-
centri dei momenti statici rispetto alla stessa retta r dei pesi elastici dei
tronchi elementari di AB e AC. Si osservi anche che b deve passare per il
punto Og, e ¢ per il punto O¢; infatti la sezione A puo considerarsi come
terminale di AB, e soggetta alla risultante di F ed R, cioé a —Rpg; poi-
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ché la sezione A trasla (e infatti r passa per O), b deve passare per Og.
Analogamente si dimostra che ¢ passa per O, .

La traslazione s di A avviene secondo la retta a, normale alla direzio-
ne t coniugata della b rispetto all’ellisse &,5 (la t & anche coniugata della ¢
rispetto all’ellisse e,.); la t & la direzione coniugata di r rispetto ad e,
Lo spostamento s & fornito da

s = Ry L,)»® = Ry L, AC
e il semidiametro OR, disteso su t & fornito da
A A
s, = s+senrt = FI. —= FW, (OR, sen rt)?

da cui

R I,,AB R I AC
OR? == —> ° S . (14)

A A
F W,senrt F W,senrt

In maniera del tutto analoga si ottiene il semidiametro OT, disteso
sulla direzione r coniugata di t, facendo agire (fig. 1-15¢) una forza F se-

B‘ Can C.
F{\Rc
Re _ R
F = 1,27 B

IL°=W-0,6-09=054W mkg"
sen Tt = 0,96

OT, =2,18 m

F16. 1-15¢

condo la retta t; lo spostamento s avverra secondo la normale a ad 7, e il
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semidiametro & fornito dalla relazione, analoga alla (1-14),

: Ry I,AB R, LAC
OT," = —> ° —_ , (15)

~ ~
F W,senrt F W,senrt

ove Ry ed R, sono le reazioni relative alla forza F agente secondo t, b e ¢
sono le loro rette d’azione, a & la normale ad 7, r e t sono le stesse rette
della (1-14). _

Cosi lellisse e, degli spostamenti della sezione A é perfettamente de-
terminata.

Quanto detto per il caso di due travi vale anche per pil1 travi aventi
in comune la stessa sezione A; basta comporre prima in parallelo due di
queste, poi comporre, ancora in parallelo, il complesso di queste due, ca-
ratterizzato da un’unica ellisse, con la terza e cosi via.

Il procedimento su esposto & generale; esso si semplifica notevolmente
se le ellissi &,; ed €,, hanno gli assi principali paralleli, cosi come accade,
anche se non se ne é tenuto conto, nell’esempio della fig. 1-13. Cio si verifica
molto spesso negli archi e nelle travi continue solidali con i ritti. Si
considerino un arco AB ed una pila AC solidali in A (fig. 1-16). Si soppri-

Fic. 1-16

ma il ritto, e si faccia agire sulla sezione A una forza orizzontale F, pas-
sante per il baricentro elastico O, dell’arco; la sezione A trasla orizzon-
talmente della quantita

F, W1 Px12 .

Si sopprima poi I'arco, e si faccia agire sulla sezione A una forza oriz-
zontale F, passante per il baricentro elastico O, del ritto; la sezione A tra-
sla orizzontalmente della quantita

F,W, sz2 .

Se le forze F, ed F, sono tali che

F, W, Pnz =F, W, sz‘2 (h)
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le due traslazioni sono uguali; cio significa che la risultante di F, ed F,,
agente sulla sezione A della struttura integra, provoca una traslazione

F, N |
— 5, T
F ' l%
—_—
N |
X, X
Fie. 1-17

orizzontale di A, fornita ancora dalla (h). Quindi la risultante di F, ed F,
passa per il baricentro elastico O di tutta la struttura; se ne trae (fig. 1-17)

Y1 F, W, Px12 .
- = = 2 (l)
y2 Fl Wz sz

ove y, ed y, indicano le distanze di O da O, e O, misurate secondo la ver-
ticale. Dalla relazione

(F, + F,) W, sz = F W, Px12 = F, W, sz2

si trae poi

W, 0,4°
o = L W

W, (1 + ﬁ)
ML

Analogamente si ottiene, considerando due forze verticali F', ed F,
(fig. 1-17)

X, W, Pyl2 (m)
—_— m
X, Wz Pyz2

W, P 2
Pyz = - . (n)

Xy

2
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Nella fig. 1-18 sono riportate le ellissi parziali e l'ellisse totale; si os-
servi che O non & ubicato sulla congiungente O, O,, come sarebbe avve-
nuto nella composizione in serie, e che i semiassi p, e p, principali sono
anche essi, come quelli delle ellissi parziali, orizzontale e verticale.

lo,

. Fl
.‘LO_. e |0, d i
Pz, I .
B 02 ?
Pur?
F1c. 1-18 Fic. 1-19

Per determinare il peso elastico W, si sopprima il ritto, e si faccia agire
su A una forza F”, diretta secondo I'antipolare di O rispetto all’ellisse del-
Parco (fig. 1-19); la sezione A ruota intorno al punto O dell’angolo

F”l Wl dl ’

ove d, é la distanza della ¥/, da O, .

Si sopprima poi I'arco, e si faccia agire su A una forza F”, diretta se-
condo l'antipolare di O rispetto all’ellisse del ritto; la sezione A ruota in-
torno al punto O dell’angolo

F”2 W2 d2 s

ove d, é la distanza della F”, da O,.
Se le forze F”; ed F”, sono tali da provocare due rotazioni uguali

F,W,d, =F, W, d,, (0)
agendo insieme sulla sezione A della struttura integra provocano la stessa
rotazione di A. Poiché questa avviene intorno al baricentro elastico O,
F”, ed F”, devono costituire una coppia, e cioé risultare parallele, uguali,

e dirette in versi contrari. E’ percio, chiamato F” il valore comune delle
forze F”, ed F”,, e d la loro distanza,

F'W,d = F"W,d, = F” W, d,

da cui

d, d,
WA=W1€=W2'E~ ®
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Le (p) sono in accordo con le (1-13). Dal confronto di queste con la
(1-12) appare che nella composizione in serie il peso elastico totale & som-
ma di quelli parziali, e quindi le deformabilita dei singoli tronchi si som-
mano; nella composizione in parallelo invece il peso elastico totale & minore
di quelli parziali, e quindi la deformabilitd del complesso & minore di quella
dei singoli tronchi.

7. Composizione in serie e in parallelo.
La trave a mensola AB trattata nei paragrafi da 1 a 5 puo essere inca-

strata in B su una imposta elasticamente cedevole (fig. 1-20 a); la cedibi-
lita di B é definita da un peso elastico Wy e da una ellisse di elasticita ey,

Fic. 1-20

ottenibile in genere operando secondo il procedimento del § 3, sulla strut-
tura a sinistra di B (fig. 1-20b). L’ellisse terminale e,y relativa alla
sezione A si ottiene componendo in serie l'ellisse €,5 terminale della trave
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AB perfettamente incastrata in B, con la ellisse eg dell'imposta B; infatti
gli spostamenti di A non variano se si suppone che la trave AB sia colle-
gata al suolo attraverso un concio BB,, prolungamento ideale della strut-
tura, incastrato perfettamente in B,, e le cui caratteristiche elastiche siano
definite da Wy ed ey (fig. 1-20 c).

L’ellisse e; pud ottenersi per successive composizioni in parallelo e
in serie. Infatti componendo in parallelo l'ellisse &, e 'ellisse &, (fig. 1-
20 b), si ottiene l'ellisse e, della sezione D comune alle due travi DF e
DE; componendo in serie l'ellisse e, con lellisse &g si ottiene lellisse
egp ; componendo in parallelo quest’ultima con lellisse &g, si ottiene l'el-
lisse e. Questo procedimento pud adottarsi per le strutture cosiddette

Fic. 1-21

aperte; si definiscono cosi gli insiemi di travi in cui un taglio, secondo
una qualsiasi sezione retta, divide la struttura in due parti indipendenti, nel
senso che una forza agente su una delle facce risultanti dal taglio non pro-
voca spostamenti dell’altra faccia. Se per qualche sezione S ci0 non ac-
cade, la struttura si chiama chiusa (fig. 1-21); in tal caso il procedimento
della composizione in serie e in parallelo non & pili adottabile, e occorre
ripiegare sul procedimento generale del § 3.

8. La ricerca delle incognite iperstatiche negli archi.

Il procedimento del § 6 permette di conoscere le reazioni Rg ed Rg
delle imposte di un arco caricato da una forza F o da una coppia M in
corrispondenza di una sezione A, purché siano preventivamente costruite
le ellissi terminali €, ed &,; delle due parti in cui la sezione A divide
I’arco. Siamo percid in grado, attraverso la teoria dell’ellisse di elasticita,
di risolvere il problema della ricerca delle incognite iperstatiche negli
archi.

Se I’arco BC ¢ incastrato in B e in C su imposte elastiche (fig. 1-22)
si puo ricondurre I'arco al caso dell’incastro perfetto, facendo l'ipotesi che
esso sia collegato al suolo attraverso due conci ideali BB, e CC,, perfetta-
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mente incastrati in B, e C,, ed aventi pesi elastici Wz e W caratterizzati

Frc. 1-22

dalle ellissi ez ey (fig. 1-23). Si compongono percio lellisse &,5 con la eg,
ottenendo la e,p, e l'ellisse €,; con l'ellisse e, ottenendo la e,;; attra-

Fi1c. 1-23

verso le e, ed ey, si opera come al § 6. La reazione Ry in corrispondenza
dell'imposta B agisce sulla sezione B che unisce I'arco BE con il ritto BD;
essa si scompone in una parte Ry che interessa I'arco e in una parte R,
che interessa il ritto, nel modo che segue. La Ry, agendo sulla sezione B
considerata come appartenente al complesso alla sinistra di B, provoca una
rotazione di B intorno all’antipolo C, della retta d’azione D della Ry rispet-
to all’ellisse ey . La stessa rotazione puo pensarsi dovuta alla R; che agisce
sulla sezione B considerata appartenente all’arco EB; quindi la retta d’azio-
ne e della Ry é I'antipolare di C, rispetto all’ellisse egg . Per analogo motivo
la retta di azione d della R, & l'antipolare di C, rispetto all’ellisse &g .
Le rette d ed e devono incontrarsi sulla b; questa condizione, necessaria per
I'equilibrio, é rispettata, come pud dedursi con un ragionamento analogo a
quello svolto al § 6. Si osservi infatti che la ricerca delle rette d ed e si
¢ eseguita piu rapidamente, sfruttando la conoscenza di ez, ma essa pud
essere condotta anche secondo il procedimento del § 6, e cioé d ed e pos-
sono ottenersi come antipolari, rispetto all’ellisse somma di ep; ed &3,,
degli antipoli C', e C”, della retta b rispetto alle ellissi eg; ed &gy .

9. Il calcolo degli spostamenti della mensola attraverso le ellissi parziali.

Per il calcolo, analitico o grafico, degli spostamenti di una trave a
mensola non & necessario conoscere l'ellisse di tutta la struttura, ma basta
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conoscere le ellissi parziali dei singoli tronchi. Il caso pil importante,
perché si incontra frequentemente nel disegno delle linee d’influenza,
¢ quello della ricerca del diagramma (deformata) delle componenti degli
spostamenti dei punti dell’asse secondo una direzione p, indotti da una
forza F agente sulla sezione terminale secondo una retta r (fig. 1-24).

s, =F718,8,.,=Fflcc,. m
S. =F18,5,, =Flc.cy o

Fic. 1-24

La componente richiesta & fornita, in corrispondenza della generica
sezione S, dal prodotto (1-5)

sq = FI,BS, (@

dove I BS & il momento centrifugo dei pesi elastici compresi tra la se-
zione S e l'incastro B, rispetto alla retta r orientata come F, ed alla retta q
parallela ed equiversa alla p e passante per il baricentro G di S. Infatti
si pud considerare la sezione S come terminale del tronco BS, e la forza F
applicata ad S attraverso il tronco rigido AS, le cui deformazioni non in-
fluiscono sullo spostamento di S.

Il calcolo di s, si esegue per un numero discreto di sezioni; divisa
ciod la struttura in un certo numero di tronchi assimilabili a solidi di
De Saint-Venant, di cui siano note quindi le caratteristiche dell’ellisse di
elasticita, si calcola s, in corrispondenza delle sezioni dividenti, in relazio-
ne ai tronchi compresi tra la generica sezione e l'incastro.
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Il calcolo analitico fornisce direttamente il valore delle s, che si
riportano in diagramma secondo una certa scala, grafica o numerica,
nella direzione e nel verso di p, a partire da una retta f (fondamentale)
in genere normale alla p stessa. E’ ben raro il caso in cui la funzione
s, (f) possa determinarsi analiticamente, a meno che non si tratti di travi
rettilinee di sezione costante o variabile con legge semplice.

Il concetto di scala grafica & elementare, e cosi pure quello di scala nu-
merica. Per quest’ultima si ricorda soltanto la definizione: la scala S, di una certa
grandezza ¢ €& la quantitd per cui occorre moltiplicare un segmento v, letto diret-
tamente sul disegno in ﬁ cm, se si vuole ottenere il valore g che v rappresenta.
E’ cioé

y = ESQ .
unita di gq
La scala Sq ha le dimensioni [¢q{!], e si esprime in ————— ; se &
cm
unita di g
Sq =C ——

cm
risulta
n = me, unitd di q .

Si fa qualche esempio. Se ¢ & uno spostamento s, ed &

m
S =5-10 ,
cm

un segmento v tale che sul disegno si legge m = 3 cm rappresenta uno sposta-
mento

M =18 =3-5:10% m .

.

Se ¢ & un peso elastico w, ed &
Kg! m™?

S, =108 —— |
cm

si ha
7 =78, =3.-107% Kg' m™ .

Se g é un momento statico w’ di peso elastico, ed &

Kg
S, =2.10"7 .
cm

& pure

n =S, =3.2.107 Kg .
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Il caleolo grafico fornisce invece direttamente il diagramma delle s,
evitando i calcoli numerici.

Si calcolano anzitutto i momenti statici w’ rispetto alla retta r dei
pesi elastici w dei singoli tronchi. Questo calcolo puo essere eseguito gra-
ficamente attraverso un poligono funicolare, ma & in genere preferibile
ottenere i w’ analiticamente, moltiplicando il peso elastico w = As/EI
del tronco generico per la distanza d del suo baricentro della retta r. Si
costruisce poi sulla retta p la punteggiata dei w' ordinandoli, a partire
dall’incastro, cosi come i tronchi si succedono sulla struttura, e infine il
poligono funicolare che connette i vettori w’ applicati, parallelamente alla
p, negli antipoli della retta r rispetto alle ellissi dei singoli tronchi.

Nella fig. 1-24 si & fatta l'ipotesi piti generale che in B Tincastro sia
angolarmente cedevole; la deformata presenta percio in B una inclinazio-
ne, corrispondente ad un peso elastico concentrato in B.

Sia X la base del poligono funicolare, v il segmento HI compreso,
sulla parallela alla retta p condotta per il baricentro G della generica
sezione S di separazione tra due tronchi successivi, fra il primo lato del
poligono funicolare ed il lato parallelo alla congiungente il polo P con
I’estremo comune dei due vettori w' relativi ai due tronchi adiacenti in S.
Si puo scrivere (Vol. II, § 1-10, form. 1-35)

IBS = % 18,8, ()

essendo 7 e A le lunghezze in cm di v e X lette direttamente sul disegno.
Dal confronto delle (q) ed (r) si ha percio

s, =Fn18,S, . (16)

Si osservi che S, ha le dimensioni di un peso elastico, e percio il pro-

dotto F'% 1 S, S, ha le dimensioni di una lunghezza.
La scala degli spostamenti &

S, =F2S, S, , (s)

ed é espressa come S,. Se S, é in m/ecm, e si vogliono gli spostamenti in
grandezza reale, occorre far si che sia §;=10"7 m/cm, e cioe

5 10~ ®
" FS,S,.

dove 1072 ha le dimensioni di m/cm.

Le dimensioni di ), come si desume dalla (t), sono quelle di una
lunghezza.
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La relazione (1-16) & valida solo in corrispondenza delle sezioni co-
muni ai singoli tronchi; il diagramma delle componenti s, & percio una
curva che ha in comune con il poligono funicolare i punti I in cui questo é
intersecato dalle parallele a p relative alle sezioni dividenti, e la cui retta
di riferimento & il lato del poligono funicolare relativo alla sezione fissa.
Poiché al limite, dividendo la struttura in tronchi piccolissimi, il poligono
funicolare coincide con la curva suddetta, quest’ultima & pure tangente in I
a qualsiasi poligono funicolare relativo ad una divisione in tronchi che am-
metta S tra le sezioni rette dividenti. La costruzione ora detta permette di
tracciare le deformate dell’asse della trave anche in presenza di piu forze,
poiché ogni parte compresa tra due forze successive si comporta come la
trave AB della fig. 1-24. Si consideri per esempio I'arco AB della fig. 1-25;

Fic. 1-25

se si conosce la reazione R, di sinistra, si pud pensare l'arco incastrato in
B e soggetto alle forze R,, F,, F,, riconducendosi cosi al caso della men-
sola. Se si vuol conoscere il diagramma delle componenti degli spostamenti
dei punti dell’asse secondo una retta p, si esegue innanzitutio la co-
struzione della fig. 1-24 per il tratto BD, considerando come forza agente
sull’estremo D la risultante di R,, F, ed F, (e cioé la forza uguale e con-
traria alla reazione R;). Si ripete poi la stessa costruzione per il tratto CD,
come se fosse incastrato in D, imponendo che il lato corrispondente a D
passi per l'estremo N del poligono prima tracciato, e sia ad esso tangente
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in N stesso; la forza agente sulla sezione C & la risultante di R, ed F,.

Analoga costruzione si esegue per il tratto AC, considerandolo inca-
strato in C, e soggetto alla forza R, in A. Per verifica, se I’arco & perfetta-
mente incastrato l'ultimo lato del poligono relativo ad AC deve coincidere
con il primo lato del poligono relativo a DB (*).

Lo stesso procedimento si puo seguire per determinare la deformata di
una trave ad asse rettilineo, comunque vincolata. Si fa in un primo momen-
to I'ipotesi che la trave (fig. 1-26) sia incastrata in un estremo B, e cari-
cata dalle forze F, F,F, e dalla reazione R, .

— 10‘2
-0 y RA kRB—f———T— 12= —_—
I 418,88
RA! IIP ‘Fl *Fz V0]?3 t I
3

5]—-&*1-0%!---0-4*%—%
> C D E , - 10

I4

~
ol

F1c. 1-26

I momenti statici w’ dei pesi elastici w del tratto BE sono calcolati ri-
spetto alla retta d’azione della risultante delle forze R,, F,, F,, F,, e
cioé rispetto alla verticale per B; essi sono da intendersi applicati negli
antipoli di questa retta rispetto alle ellissi dei tronchi compresi tra E e B.

1072

essendo Ry il valore della risultante di R,, F,, F,, F,; cosi si ottengono,

Il poligono funicolare che connette i w’ ha per base iy =

(*) Per ottenere la deformata con la stessa fondamentale, e nella stessa scala,
occorre nel generico tratto CD prendere il polo in modo che OP sia parallelo alla

tangente alla deformata in D, e variare A in relazione ad F, secondo la (s).

* Franciost - Volume III - Tomo 1 3
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per la (1), gli spostamenti in grandezza reale (*). I momenti statici dei
pesi elastici del tratto ED sono calcolati rispetto alla retta d’azione della
risultante delle forze R,, F,, F,, e cioé rispetto alla retta d’azione
della 4 - 2 fornita dalla intersezione delle parallele alle P4 e P 2; essi sono
da intendersi applicati negli antipoli di questa retta rispetto alle ellissi
dei tronchi compresi tra D e E. Il poligono funicolare che connette i w’

- 1072
ha per base ), —

4:28,.5,S:

Nella stessa maniera si procede per le parti DC e CA.

Poiche in realta la trave & appoggiata in A e B, occorre imprimere ad
essa una rotazione rigida intorno al baricentro della sezione B per ricon-
durla al rispetto del vincolo in A; e cioé la fondamentale della deformata
€ la congiungente HI.

Si fa osservare che il procedimento e valido per tracciare le defor-
mate di travi comunque vincolate, a sezione variabile o meno, iperstati-
che o isostatiche; se la trave & iperstatica, occorre preventivamente cal-
colare le reazioni iperstatiche, con uno qualsiasi dei metodi che in se-
guito si esporranno.

Se i tronchi sono di spessore piccolissimo, e si trascura l'effetto del
taglio, il diametro longitudinale delle ellissi parziali si annulla, e gli anti-
poli coincidono con i baricentri dei tronchi; il momento statico w’ del peso
elastico w—=ds/EI del tronco e (fig. 1-27)

ds ds d M,ds 1

W'_— _ e —

EI  EI F, ° EI F,

dove F, & la risultante delle forze a sinistra della sezione S corrispondente

ds
P RAS
F‘t 7 l Iy =)
! v is 4
| 1 o
|
Fs
| a [
! T
Fic. 1-27

al tronco in esame, d la distanza di F, da S, M, il momento flettente in S.

(¥) Se si preferisce avere gli spostamenti in scala diversa, per esempio h
volte piu grandi dei reali, basta assumere le basi h volte piil piccole.
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Invece di connettere i w’, si possono connettere i w’ + F,, purche le basi
si moltiplichino pur esse per F; per la (t), percio, la deformata si puo
avere in grandezza reale anche connettendo le quantita M ds/EI (di di-
mensioni fisiche zero) con un poligono funicolare di base unica e pari a

— 1072
A= 5SS o in scala h (valori h volte pill grandi del vero) se la base
Fw’ “~¢
. 1072
éparia A = ——
h Sg. S,

Su cid si tornera diffusamente trattando delle travi inflesse.

10. Ellisse degli spostamenti relativi.

Si considerino due generiche sezioni S, ed S,, (fig. 1-28), soggette a
due forze uguali e contrarie agenti lungo una retta r; lo spostamento re-
lativo delle due sezioni &, per quanto detto al § 1, una rotazione intorno
ad un punto C. La corrispondenza tra le rette r ed i centri C & dello stesso

F1c. 1-28

tipo di quella del § 1, e cioé una polaritd a conica immaginaria; la corri-
spondenza tra le rette r ed i punti C’' simmetrici di C rispetto al baricen-
tro elastico O (centro della rotazione relativa tra S, ed S, quando sulle due
sezioni agiscono due coppie IR e —IN) & ancora una polarita, la cui co-
nica, reale, & un’ellisse. E’ questa l’ellisse degli spostamenti relativi delle
due sezioni S, ed S,. Se la struttura é libera alle due estremita A e B, la
ellisse degli spostamenti relativi per le sezioni A e B coincide con la ellis-
se terminale &,; della struttura incastrata in B e libera in A (o, il che & lo
stesso, incastrata in A e libera in B).

Particolare importanza riveste un altro tipo di ellisse, chiamata anche
essa degli spostamenti relativi, ma di natura e di significato diversi da
quelli dell’ellisse poc’anzi definita. Si effettui in corrispondenza di una ge-
nerica sezione retta S della struttura un taglio, e si facciano agire sulle due
facce risultanti dal taglio due forze uguali e contrarie, con linea d’azione r,
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le due facce subiscono uno spostamento relativo, che & una rotazione in-
torno ad un centro C (fig. 1-29). La corrispondenza tra le rette r ed i centri
C & dello stesso tipo di quella esposta al § 1, e percio essi sono rispettiva-
mente polare e antipolo (o antipolare e polo) rispetto ad un’ellisse, detta

Fic. 1-29

ellisse degli spostamenti relativi della sezione S. Anche dal punto di vista
della nomenclatura non ¢’ possibilitd di equivoco rispetto alla omonima
ellisse prima definita, perché quella & relativa a due sezioni S, ed S,, que-
sta ad una sola sezione S.

Se i due estremi A e B sono perfettamente incastrati, 'ellisse degli
spostamenti relativi della generica sezione S coincide con lellisse termi-
nale &,5. Infatti in tal caso si pud considerare il suolo come un collega-
mento rigido tra A e B (fig. 1-30), e la struttura, tagliata in S, come una

Fic. 1-30

unica trave avente per estremi le due facce del taglio in S. Supponendo
una di queste due facce, per esempio quella S, di destra, incastrata, l'el-
lisse terminale (relativa alla faccia S, di sinistra) coincide con lellisse
degli spostamenti relativi della sezione S. D’altro canto, costruendo nel
modo gia esposto al § 5 I'ellisse terminale della struttura della fig. 1-30 in-
castrata in S, si ottiene un’ellisse che coincide con quella terminale &5
della struttura AB incastrata in B, o in A; infatti la distribuzione dei
pesi elastici & la stessa, essendo il suolo rigido e percié a peso elastico
nullo. Si pud quindi concludere che in una trave AB rigidamente inca-
strata alle estremita 1'ellisse degli spostamenti relativi di una generica se-
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zione S non dipende dall’ascissa della sezione, e coincide con l'ellisse ter-
minale della struttura.

Sovente accade che la trave AB sia incastrata in A e B su imposte ela-
sticamente cedevoli; questa cedibilitd puo essere dovuta, come gia osser-
vato, alla deformabilita delle strutture contigue ad AB (fig. 1-31), o alla

Fic. 1-31

deformabilita del suolo (fig. 1-32). In qualsiasi caso, la cedibilita dell’im-
posta A puo essere definita, come si sa, attraverso un’ellisse di elasticita e,
di centro O,, e un peso elastico W, ; altrettanto vale per 'imposta B. Gli

Fic. 1-32

spostamenti assoluti di S, sono gli stessi che si verificherebbero se la trave
AS, fosse vincolata al suolo attraverso un prolungamento costituito dal
solito concio ideale AA,, incastrato rigidamente in A,, e la cui ellisse di
elasticita coincide con P'ellisse e, ; altrettanto vale per gli spostamenti as-
soluti di S,.

Si & ricondotti cosi al caso precedente; 'ellisse degli spostamenti re-
lativi di una qualsiasi sezione S si ottiene percid componendo in serie la
ellisse e,, l'ellisse €,; e Pellisse ey. Tale ellisse & la stessa per qualsiasi
sezione della trave e prende anche nome di ellisse degli spostamenti Te-
lativi della trave AB.

11. | pesi elastici nelle travature reticolari.

Se la trave AB é reticolare (fig. 1-33) le applicazioni della teoria del-
Iellisse di elasticita sono molto semplificate; infatti la distribuzione fitti-
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zia di pesi elastici w la cui ellisse d’inerzia coincide con T'ellisse di elasticita
terminale (§ 5) si pud in questo caso supporre formata da masse concen-
trate in punti discreti, per ognuna delle quali quindi 'ellisse di elasticita si

F1c. 1-33

riduce a un punto. Si consideri una coppia M applicata in A, e si supponga
di irrigidire tutte le aste, ad eccezione della generica asta HK. Se P é il
polo dell’asta, a distanza r; da questa, nell’asta si genera la forza assiale

e quindi l'asta presenta la variazione di lunghezza

M b

dby = + ——— .
l r E A

Per effetto di questa variazione, tutta la parte a sinistra dell’asta, e
con essa la sezione A, ruota dell’angolo

db, I b,

dogp, — = .
S + Ty r? E A,

Per effetto dell’elasticita di tutte le aste, la sezione A ruota dell’angolo

by
= Zdg, =ML ——
v A\ T E, A,
e quindi il peso elastico é fornito da
b,
W=% —-—. (u)
r? E; A

La rotazione ¢ si effettua, per le note regole sulla composizione delle
piccole rotazioni, intorno a un punto O che si ottiene come baricentro di
masse proporzionali alle ampiezze ¢; delle rotazioni componenti, e concen-
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trate nei centri C, di queste ultime; quindi il baricentro elastico O é il bari-

b
centro delle quantita TiA concentrate ognuna nel rispettivo polo P;.
Iy" By £y

Se infine su A agisce una forza F diretta secondo una retta r (fig. 1-
34), la componente ds, secondo p dello spostamento ds della sezione A

Fi1c. 1-34

dovuto alla deformabilita della sola asta HK e

ds, — dood, — o2 d _p P4y
s, = . = ——e = —_—
P TR T TR A, *E A, 7
e quindi
Fro O 44 v)
s, — —_—dd, . v
i ri® E; A; ’
Confrontando la (v) con la (1-5") si ha
L=z 44
p —= o ——dd, . z
p °E A, p (2)
Percio i pesi elastici concentrati
o 17)
W= ———

applicati ciascuno nel polo dell’asta relativa, sono tali che il loro momento
centrifugo rispetto a due rette r e p & pari a quello del peso elastico W
distribuito in modo che la sua ellisse d’inerzia coincida con l'ellisse di ela-
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sticiti; se ne trae che la somma dei w, & pari a W, che il baricentro dei w
coincide con il baricentro di W (e i due risultati sono gia stati acquisiti di-
rettamente poco prima), e inoltre che l'ellisse d’inerzia di W coincide con
quella dei w,. Quindi la distribuzione dei w, & una delle infinite possibili
distribuzioni la cui ellisse d'inerzia coincide con lellisse di elasticita.
Quanto detto vale per le aste di parete come per quelle dei correnti,
il polo delle aste di parete perd & spesso ubicato fuori dei limiti del dise-
gno, e occorre far ricorso ad artifici piuttosto complessi per ovviare a que-
sto inconveniente. E’ fortunata circostanza che le aste di parete abbiano
sulla deformabilita della struttura una incidenza molto minore di quelle
dei correnti, e percio spesso i pesi elastici ad esse relativi si trascurano.

12. Ricerca di spostamenti e di reazioni iperstatiche.

La teoria dell’ellisse di elasticita permette in molti casi di ottenere ra-
pidamente gli spostamenti dovuti a determinate forze, ma soprattutto e
spesso il mezzo pil semplice ed elegante per ricavare le forze capaci di
produrre determinati spostamenti; quindi essa &, in tutti questi casi, il
migliore strumento per la risoluzione dei problemi iperstatici, e diviene
pressoche indispensabile, come si mostrera nel capitolo ventesimo, per
il tracciamento delle linee d’influenza.

Si svilupperanno in questo paragrafo alcuni esempi di ricerca di spo-
stamenti e di reazioni iperstatiche, trascurando, nei procedimenti ana-
litici, gli effetti del taglio e dello sforzo normale.

a) La trave a mensola caricata da una forza concentrata all’estre-

mita.
- La trave AB ad asse rettilineo e di sezione costante, incastrata in un
estremo A, sia soggetta all’altro estremo B alla forza concentrata F nor-

(4 2 .
. 3 . 3
1 TQ |¥
Z‘l y
al o B
l .
y
e
b

F16. 1-35

male all’asse (fig. 1-35). La rotazione ¢y della sezione B e lo spostamento
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vy del suo baricentro sono forniti da

FW& F i @
—_ — —_— = — a'):
b 2 9 EI

— 2& F i )
Vp == _ — !
B 9 3 3 EI

Il punto C,, intorno al quale la sezione B ruota, dista da B della
quantita

v 2
= (e

BCb =
¥B 3

esso € quindi, come & noto, 'antipolo della retta d’azione b di F rispetto
all’ellisse di elasticitd terminale della trave.

b) La trave a mensola soggetta ad un carico uniformemente distri-
buito.

Sulla stessa trave del n. precedente agisca un carico q uniformemen-
te distribuito. Si determinano le parti ¢z e vy dovute alla forza qdz agen-

LU[IHHHIHHJHUH]IHH Ll
4z C* . qdz .
A} o ‘ B
Vg

¥ ] 3
! gt 1
T -

z

;

Fic. 1-36

te alla generica ascissa z (fig. 1-36); esse sono, per quanto sopra detto
(fig. 1-37),

Zz

dog = — qd
¢ qZZEI

3

de_——- qum—l—dth (ft—Z)
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Integrando si ottiene

q r*t qba
= - —— z2dz =— — d
ve 2EI 4, 6 EI @)
a * a {* qt*
Vg = — z¥dz _— 722 0 — z) dz = ] e’
® 3EI J, T E . ( ) 8 EI ()
z z z _
;3,3 3 # -z }
. cr. . qdz
A% Xﬂ qdz 3EI
dgg deps (0 —~2)
Fic. 1-37

Il punto C* intorno al quale ruota la sezione B & definito dalla di-
stanza

BC* =

— — 4} . )
P 4

c) La trave appoggiata soggetta ad una coppia in un estremo.

La trave AB ad asse rettilineo e di sezione costante sia appoggiata alle
estremita, e soggetta in corrispondenza dell’estremo B ad una coppia IN
(fig. 1-38 a).

Lo stato tensionale della trave della fig. 1-38a & identico a quello
della trave della fig. 1-38 b; quindi gli spostamenti delle due strutture
coincidono, a meno di uno spostamento rigido. La deformata v* (z) della
trave della fig. 1-38b ¢ riportata nella fig. 1-38c. In A linclinazione é
nulla, poiché in A la trave e incastrata; in B si ha

. b
¥ = N Sy T 9Er

¢t ot M &2
Vgt = FL, = — FW — — — —

2 3 6 EL

I1 punto C, intorno al quale ruota la sezione B dista da B della
quantita
vp* {
BC, = — = —
Pu* 3
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e cioé, come & noto, coincide con 'antipolo della retta a. Lo spostamento
rigido che fa passare dagli spostamenti v* della trave incastrata in A a
quelli v della trave appoggiata in A e B & una rotazione rigida; il centro

— m

Jn
F = —
t

\

d

della rotazione é il baricentro di A. L’ampiezza della rotazione & tale
da riportare E in B (fig. 1-38 ¢), e cioe pari a

Vg Vp* I

Py = — = e

) 1 BRI’

& questa anche I'ampiezza della rotazione della sezione A nella trave della
fig. 1-38 a. L’angolo ¢g € fornito da

It

— * = ——,
%] ¢B +CPA 3 EL
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Si puo percio scrivere, in definitiva, per una coppia Iy applica-
ta in B,

My !

5= 3R
(g)

oMyl

AT T TGED

d) La trave appoggiata a sezione variabile soggetta ad una coppia
in un estremo.

Particolare importanza riveste il caso della trave ad asse rettilineo ed
a sezione comunque variabile, appoggiata alle estremita, e soggetta ad una
coppia unitaria in corrispondenza di una di queste; soprattutto interessa
conoscere le rotazioni delle due sezioni estreme. Si conviene (fig. 1-39)

a) b)
F1c. 1-39

chiamare «, e 3 le rotazioni ¢, e ¢s Provocate da una coppia M =+1
in A, ap e B le rotazioni ¢y e ¢, provocate da una coppia M = -1 in B;
la rotazione in A provocata da una coppia Mi=-+1in B & uguale in va-
lore e segno alla rotazione in B provocata da una coppia M =-+1 in A,
conformemente al teorema di Betti.

Si consideri la coppia N =1 agente in B (fig. 1-40 a); gli sposta-
menti delle due travi delle figg. 1-40 a e 1-40 b sono uguali, a meno di uno
spostamento rigido. L.a deformata v* dell’asse della trave incastrata in A
si ottiene come caso particolare del procedimento generale esposto al
§ 9: si divide la trave in tronchi elementari, si calcolano i momenti statici
w', dei pesi elastici di questi tronchi rispetto alla retta a, si fanno agire
dei vettori verticali proporzionali ai w’, negli antipoli dei tronchi corri-
spondenti rispetto alla retta a, e si collegano tali vettori con un poligono
funicolare di base 2. In corrispondenza della generica sezione S &

v —

p=,|p—-

n*X%S, S,

dove 7* & l'ordinata intercétta tra il primo lato del poligono funicolare e il
lato corrispondente ad S, ) la base del poligono funicolare. Le quantita v*



CAP. I L’ELLISSE DI ELASTICITA 45

hanno le dimensioni fisiche [F™], essendo spostamenti provocati da una
coppia unitaria, e quindi rapporti tra lunghezza e momento.

a)
"

A + B b)
3 ¢ =

| E

a D &p

T . 4ty
Y P
A b B
+ $ C.

Y Iw, /

F1g. 1-40

Gli spostamenti v della trave appoggiata in A e B si ottengono som-
mando ai v¥ gli spostamenti v, derivanti da una rotazione rigida nega-

BE
tiva della trave intorno ad A, di ampiezza vy = — E—; & percio

L 7S, s
V—z‘l)

ove 7 e l'ordinata verticale compresa tra la retta AE e il poligono funi-
colare. Cosi pure si ha (i segmenti'come BE, C, B etc. sono presi in valore
assoluto).

vg* 1 BE. S,
{ {»,2 2 S‘
, )
V¥ 1 -
ppF=—— —— = BE

C.B t-C,B

*
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BE X ( 1 1) S,. X BE ¢ —C.,B) S,
g =@p* — v = — — — )" = — = =
] C, i S, ? C.B-1 S,
» BE-C,A S, A C,D S,
t C,B-t S, ¢! C,B §

Alla stessa espressione di ap pud giungersi direttamente, osservando
che gli spostamenti v* e v sono piccoli in rapporto alle dimensioni della
trave (¥):

1 -
—_— CaD <A
C,D ?
g — = -Sw,:

C.B C.B

Si noti che ay e B hanno le dimensioni [F™ {7], essendo angoli pro-
vocati da una coppia unitaria.

e) La trave a sezione costante incastrata in un estremo e appoggiata
all’altro, soggetta ad una coppia in corrispondenza di questo.

Si consideri la trave della fig. 1-42, incastrata in A e appoggiata in B,
soggetta in B ad una coppia JN. La coppia I e la reazione Ry in B equi-
valgono ad un’unica forza verticale avente anch’essa valore Ry, e agente

(*) Se gli spostamenti HD e HC sono piccoli in confronto alla distanza HE

Fic. 1-41

N N
(fig. 1-41), gli angoli CEH e DEH possono confondersi con le loro tangenti tri-
gonometriche; & lecito percio scrivere prescindendo dal segno di «,

N N N A\
« = CEH — DEH = tg CEH — tg DEH =

CH DH CD

EH EH EH
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alla distanza JU/Ry da B. Nella trave incastrata in A e soggetta in B a
tale forza la sezione terminale B ruota intorno al proprio baricentro; quindi

a} 4 ’mm
\Xﬁi

a)
Iim
Ry = — —
2
|
Al c, O B
.f'_ _z_z b)
3 l 3
b

Fic. 1-42

Ry deve avere per retta di azione I’antipolare di B, e cioé la verticale pas-
sante per il punto C, a distanza 2 {/3 da B. E’ quindi MM/Rz=21/3, da cui

3 M
Rg = — —. h’
B =7 (h)
L’ampiezza ¢y della rotazione della sezione B &
FW-C,0 FwW i ——mt i’
fomeeet . — _— R i’
¥e ® 6  4EI

f) L’anello circolare.

L’anello di sezione costante della fig. 1-43 & ad asse circolare di rag-

F1c. 1-43

gio r; in corrispondenza di una sezione l'anello & tagliato secondo una
sezione retta, una delle due facce risultanti dal taglio, B, & incastrata, sul-
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l'altra, A, agiscono le forze. Un tronco elementare lungo ds ha peso ela-
stico ds/EI; il baricentro O di questi pesi, baricentro elastico della trave, e
il centro dell’anello; I'ellisse d’inerzia & notoriamente il cerchio di raggio

— 2nrdit

A ¢ El

Fi1c. 1-44

p=r/ v 2; la somma dei ds/EI peso elast__ico dell’anello, & W =2xnr/EL
Una coppia JIU agente su A (fig. 1-44) provoca una rotazione di A
intorno ad O, la cui ampiezza e

2nr I

e mw = s
¥ EI
lo spostamento di A é diretto secondo la tangente t all’asse, e vale

21 I
S$§ —IMWr = —— .
El

Una forza F agente in A secondo la tangente t (fig. 1-45) provoca
una rotazione intorno al punto C,, situato sul diametro per A, a distan-

F1G6. 1-45

za r/2 da O; lo spostamento di A si esplica anche in questo caso secondo
la tangente all’asse, e vale

3 3nr*F
s—=FWr —r— ————
2 EI
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Una forza F agente in A secondo il diametro (fig. 1-46) provoca una
traslazione della sezione A, secondo il diametro stesso; lo spostamento vale

r? nr*F
s = FW — —
2 EI

Una qualsiasi forza F agente su A attraverso un braccio rigido, e pas-

nr*F

§ =
El

B o

Fic. 1-46 Fic. 1-47

sante per O, (fig. 1-47), provoca una traslazione di A parallela alla sua
direzione, e di valore pari ancora ad

nr*F

EI

S —

g) Il portale.

I1 portale della fig. 1-48 a, incastrato in A e B, & soggetto ad un carico
orizzontale q distribuito sul ritto di sinistra; sia C* il centro e ¢, 'am-
piezza della rotazione della sezione D della trave AD incastrata in A, li-
bera in D, e soggetta allo stesso carico q (fig. 1-48 b).

Si liberi la sezione B, facendo agire su essa la reazione Ry prima svi-
luppata dall’incastro (fig. 1-48 c).

Poiché la sezione B non pud subire alcuno spostamento, la Ry deve
provocare su B lo stesso spostamento, cambiato di segno, che & provocato
da q; e cioe la Ry, dovendo far ruotare la sezione R intorno al punto C*,
ha per retta d’azione b l'antipolare di C* rispetto all’ellisse terminale di
tutto il portale. 11 valore di Ry si ottiene uguagliando a ¢, I'ampiezza della
rotazione provocata da Rg :

R, Wd = — g,

da cui

% Franciosi - Volume 1II - Tomo I 4
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ove W é il peso elastico di tutto il portale, e d la distanza del baricentro
elastico O dalla retta b.

Se il carico cui & soggetto il ritto si riduce ad una forza concentrata.

D

Pq
Ct

b)

1
R

C

Al
\1\ o

Fic. 1-48

0 a una coppia, il problema ora esposto € un caso particolare di quello
gia trattato al § 8.

Se il portale & incernierato in B (fig. 1-49) la reazione Ry & obbligata
a passare per B; basta conoscere un secondo punto per determinare la sua
retta d’azione b. Il telaio puo supporsi libero in B, e soggetto al carico g

C,

Fic. 1-49

e alla reazione Ry. Per effetto di g la sezione B ruota intorno al punto C%,
per effetto di Ry intorno ad un punto C,; la rotazione risultante, come &
noto dalla teoria delle piccole rotazioni, ha per ampiezza ¢ la somma delle
ampiezze delle rotazioni componenti ¢, e ¢,, e si svolge intorno ad un



CAP. I L’ELLISSE DI ELASTICITA 51

punto C, baricentro delle masse ¢, e ¢, concentrate in C* e C,, e quindi
giacente sulla retta C*C, .

Le componenti degli spostamenti secondo due assi x e y di un punto P (x,yp)
per effetto della piccola rotazione di centro C, (x,y,) e ampiezza ¢, sono
(tig. 1-50)

W =—9 ¥ —v)
v, = @, (Xp — %)) .
Le componenti degli spostamenti di P per effetto della rotazione ¢, di centro
C, (x,¥,) sono
u, = — ¢, (yp — yz)
v, = @, (Xp — X,) .
Le due rotazioni equivalgono ad un’unica rotazione di ampiezza ¢ somma di

¢, e v, (cid & vero comunque grandi siano ¢, e ¢,) intorno ad un punto C (xy),
cui si associano le componenti dello spostamento

u = —(p, + @) (yp —y)
v = (9, + @) (X, — x) .

Poiché le rotazioni sono piccole, le componenti w v, uv,, uv, sono tra-
scurabili in confronto alle distanze x,y,, x,¥y,, Xy; si pud percio ammettere che

i c, ¢,

o+ @
C——| C, Ps /\

* P(Xp¥e)

F1c. 1-50

le componenti u e v siano rispettivamente somma di uu, edivv,, calcolate
tutte in x,y,. Si pu6 porre percio

(o, +9) (yp — V=9, yp —¥) + 9, (¥p —¥,)
D)
(o, + ) Xp — X =9, (Xp — %)+ 9, (X, — X,) .

Dalle (¢’) si riconosce che il punto C (xy) & il baricentro delle masse ¢, e ¢,
concentrate in C, e C,.
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Dei tre punti CC* C, i primi due sono conosciuti, poiché C & il bari-
centro della sezione B, ove nella struttura effettiva esiste una cerniera; il
punto C; dunque giace sulla retta h congiungente B con C*. Poiché I'anti-
polo C, della retta b (rispetto all’ellisse di tutto il portale) giace sulla
retta h, l'antipolo C, della retta h giace sulla retta b; quindi la retta
d’azione b della R, é la congiungente BC, . Il punto C, puo¢ adesso essere
determinato come antipolo della retta b; esso deve giacere sulla retta h.
Dalla relazione

o CC + ¢, C*¥C =0

si ha il valore di ¢, :

C*C
C, C

Pr = — Pq

dalla relazione
¢. = RpgWd,

ove d € la distanza dalla retta b del baricentro elastico O, si ottiene il
valore di Ry

C*xC 1
_ (m’)

R, — —
B YT C Wd

h) I sistemi chiusi.

I1 telaio rettangolare della fig. 1-51 a, avente una cerniera in A, sia
sollecitato in B e C da due coppie di valore J1, uguali e contrarie. Se si
taglia la struttura in corrispondenza della sezione A, le due facce A’ e A"
ruotano l'una rispetto all’altra, per effetto delle coppie IN, intorno al ba-
ricentro elastico O del tratto BC; poiché in realta lo spostamento tra A’
e A” & una rotazione intorno ad A, le reazioni R e — R che sono sviluppate
dalla cerniera in A devono provocare una rotazione relativa tra A’ e A”
il cui centro C, deve giacere sulla retta OA —h. Poiché l'antipolo C, (ri-
spetto all'ellisse di tutto il telaio) della retta d’azione a delle reazioni R
giace su h, la retta a deve passare per l'antipolo C, di h, e quindi e deter-
minata. Il punto C, si ottiene come antipolo della retta a, e deve giacere
sulla retta h; il valore di R si ottiene da una relazione analoga alla (m’).
Nella fig. 1-51 b é tracciato il diagramma dei momenti.

Il telaio rettangolare della fig. 1-52 a & soggetto lungo la mediana AB
a due forze uguali e contrarie F e —F.

Considerando in luogo della F due forze F/2 vicinissime, le condizioni
della struttura non variano; 'asse AB é& di simmetria, quindi le sezioni
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A e B non ruotano tra loro. Si pud percido studiare il semitelaio della

S
HH

Fi1c. 1-51

fig. 1-52b; in A e in B agiscono, oltre alle forze F/2, due coppie I,

c
{ ’l T
F &l | F
A ; B
i a)
D
F_ 1 . F
2 ol 2
W -
b)
[ T T
= Ept
TR T ?

Frc. 1-52

uguali e contrarie perché anche la mediana CD & asse di simmetria; lo
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sforzo normale in A e B & nullo, per lo stesso motivo. Il problema & per-
¢id risolto una volta conosciuta la coppia M, e cioé la retta d’azione della
forza F/2, distante 2 M /F dall’asse AB. Poiché le sezioni A e B non ruo-
tano I'una rispetto all’altra, questa retta deve passare per il baricentro
elastico O del semitelaio AB, e cioé & la parallela ad AB per O. Nella
fig. 1-52 ¢ & riportato il diagramma dei momenti flettenti.

L’anello circolare della fig. 1-53a & soggetto a tre forze F uguali
agenti in ABC lungo tre diametri a 120°.

I possibili poligoni delle successive risultanti R sono tutti (e solo)
i triangoli aventi i vertici sulle rette d’azione delle forze stesse ed alla
stessa distanza da T; di questi infiniti triangoli, uno, e uno soltanto, e

quello vero. Il valore della R ¢ F .
3
L’effettiva posizione della r si ottiene considerando il settore AB sog-
getto in A e B alle forze R e —R (fig. 1-53 b); poiché le sezioni A e B
per ragioni di simmetria non ruotano I'una rispetto all’altra, la r passa
per il baricentro elastico O del tratto AB.

F
v3

b)

Nella fig. 1-53 b & riportato anche il diagramma dei momenti.

In maniera analoga si risolve il problema dell’anello circolare caricato
da n forze F uguali ed agenti secondo i diametri delimitanti angoli pari
‘a 2 t/n.
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13. Gli effetti statici delle variazioni termiche.

L’ellisse di elasticitd & spesso particolarmente utile nella determina-
zione degli effetti statici indotti da una variazione termica. Nei riguardi
delle travi, le variazioni termiche che si prendono generalmente in con-
siderazione sono di due tipi. La prima & la variazione termica uniforme,
uguale per tutti i punti di un tronco elementare di lunghezza ds; in tal
caso, per effetto della variazione termica At, le sezioni restano piane,
e il tronco presenta la variazione di lunghezza

dds = o ds At (18)

ove o & il coefficiente di dilatazione termica del materiale. La dds & po-
sitiva (allungamento) se e positivo At (aumento di temperatura). La se-
conda & la variazione termica variabile linearmente lungo Ualtezza, affine
ad un qualsiasi diagramma tensionale derivante da flessione semplice del
tronco, che pué anche chiamarsi percio variazione termica alla Navier;
essa e costante per tutte le fibre del tronco appartenenti ad un qualsiasi

At
do = ads 5
Ny CP h i Atz
dng g -+ ¢
h,
z
> o & n — h
h,
34 : E| e . o
s
£y l NS

Fic. 1-54

piano parallelo al piano zn, ove z & ’asse del tronco ed n una retta bari-
centrica della sezione retta, varia linearmente con la distanza da n, e si
annulla in corrispondenza di n; i valori estremi della variazione, At, e At,,
si verificano nei punti 1 e 2 piu distanti dalla retta n (fig. 1-54). La somma

dei valori assoluti di At, e At, sia At, ed h la distanza, presa normalmente

ad n, tra i punti 1 e 2. Le sezioni rette restano piane, e le due sezioni estre-
me del tronco lungo ds ruotano l'una rispetto all’altra dell’angolo

o ds At

- ; (19)

dy =
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infatti & (fig. 1-54)

4 dds, dds,  dds, -+ dds, o ds At
(P _

h, h,  h,+h, = h

Il verso di d¢ € definito dai segni di At, e At,.
Si conviene di legare la convenzione sul segno di At a quella sul segno

del momento M, ; e precisamente, At & positivo se I'angolo di rotazione
da essa provocato ha lo stesso verso dell’angolo di rotazione provocato da

un momento flettente positivo (fig. 1-55); in tal caso un At positivo fa

Mn>0( )M,,>0
z

Fic. 1-55

at, < 0

A
v

A, > 0

ruotare la faccia di destra del tronco, rispetto a quella di sinistra, nel verso
positivo definito dagli assi f e z gia fissati nella trattazione della flessione.

Per una struttura a mensola, & immediato ottenere gli spostamenti
dovuti alle variazioni termiche. Una variazione termica uniforme At in-
teressante con lo stesso valore tutta la struttura, provoca per ogni elemento
ds dell’asse una variazione di lunghezza proporzionale a ds secondo il
coefficiente aAt; se a €& lo stesso in ogni punto della struttura le £ sono
tutte uguali, le y nulle, e lasse s si trasforma in una curva s’ simile

F1c. 1-56

ad s, nel rapporto 1-} aAt. Poiché la tangente t all’asse in corrispon-
denza dell'incastro A rimane invariata, qualsiasi retta per A si {ra-
sforma in se stessa, e le due curve s ed s’ sono omotetiche, con centro
di omotetia A; ogni punto P dell’asse si sposta secondo la congiun-
gente AP di una quantitda «At- AP (fig. 1-56). La sezione retta in P e,
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per le proprieta dell’omotetia, parallela alla sezione retta in P’ ; si ha con-
ferma di cio dal fatto che in ogni tronco elementare le due facce estreme
presentano solo una traslazione relativa, e quindi lo spostamento della
sezione retta in P, somma delle traslazioni relative dei tronchi compresi
tra A e P, ¢ pur essa una traslazione.

Se la trave e soggetta ad una variazione termica uniforme At di valore
variabile con l'ascissa, le conclusioni cui si & pervenuti sono valide per
ciascun tronco ove At € costante. ‘

Se la trave & soggetta ad una variazione termica At, di valore comun-
que variabile con l’ascissa, la rotazione della sezione generica P (fig. 1-
97) ha per valore la somma delle rotazioni dy¢ — « At ds/h dei tronchi ele-
mentari compresi tra A e P, e si effettua intorno al baricentro delle masse
dy concentrate nei baricentri dei tronchi elementari corrispondenti.

f At

Q
JJ;ds
Fic. 1-57

Se la trave e isostatica, le variazioni termiche del tipo suddetto non
possono indurre reazioni vincolari, e quindi non sono accompagnate da
tensioni. Infatti le sezioni rette rimangono piane; cid significa che ogni
trave della struttura, considerata a sé stante, puo suddividersi in tronchi
elementari; ad ognuno di questi tronchi si assegna poi la variazione termi-
ca che gli compete, e infine i vari tronchi si riportano a contatto, e cio
puod avvenire senza intervento di tensioni, perché le facce di separazione
dei tronchi sono ancora piane. Un procedimento analogo pud essere se-
guito per il complesso di travi che costituiscono la struttura; si pud libe-
rare ogni frave dai vincoli che la legano al suolo, o alle altre travi, far
agire le variazioni termiche, e ricondurre le travi, deformate per effetto
termico, al rispetto dei vincoli, con semplici spostamenti rigidi, poiché
la struttura é isostatica.

Non altrettanto accade se la struttura é iperstatica; in essa, in gene-
rale, le variazioni termiche inducono reazioni vincolari, e quindi tensioni.
Il metodo piu spontaneo per la ricerca delle reazioni vincolari & quello
di rendere la struttura isostatica sopprimendo n wvincoli, calcolare gli n
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spostamenti A, che per effetto delle deformazioni termiche sorgono nella
struttura isostatica in corrispondenza dei vincoli soppressi (*), e ricavare
infine i valori X, delle n forze corrispondenti ai vincoli soppressi, capaci
di indurre sulla struttura isostatica gli spostamenti — A;, uguali e contrari
ai A; prima determinati; nella applicazione effettiva di tale metodo si ri-
vela spesso di grande aiuto la teoria dell’ellisse di elasticita.

L’arco incastrato AB della fig. 1-58 sia soggetto ad una variazione ter-
mica uniforme -+ At costante con l'ascissa. Si rende la struttura isostatica
eliminando Pincastro in A; per effetto termico, la sezione A trasla secondo
la retta ¢, congiungente i due punti A e B, di una quantita «{ At, ove ¢

Fi1c. 1-58

é la distanza tra A e B. La reazione R, sviluppata dall'incastro A deve
essere tale da provocare in A la stessa traslazione cambiata di segno; per-
cid la sua retta d’azione a deve essere l'antipolare del punto improprio
della retta h normale alla AB, e cioé la coniugata di h passante per il ba-
ricentro elastico O. Il valore di R, si ottiene uguagliando il valore della tra-
slazione da essa prodotta a quello della traslazione provocata dalla va-
riazione termica + At, cambiata di segno:

R,I. = — alAt.

Lo stesso arco, soggetto alla stessa variazione termica, sia vincolato
con una cerniera in A (fig. 1-59).

La reazione R,, agendo sulla sezione A appartenente alla struttura
libera in A ed incastrata in B, provoca una rotazione della sezione A in-
torno ad un punto C,; poichée la somma di tale rotazione e della trasla-
zione indotta dalla variazione termica deve essere una rotazione intorno
al baricentro di A, il punto C, deve trovarsi sulla retta h passante per A

(*) I1 generico A, € uno spostamento assoluto se il vincolo i-esimo era un
vincolo esterno, relativo se il vincolo era interno.
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e normale alla retta c. Poicheé 'antipolo C, della retta d’azione a della R,
giace su h, 'antipolo C, della retta h giace su a; quindi a & la congiun-
gente AC, . Il punto C, si trova come antipolo della retta a, e deve giacere
sulla retta b.

F1e. 1-59

Il valore della reazione R, si ottiene imponendo la condizione che lo
spostamento della sezione A lungo la retta ¢ indotto dalla reazione R,
sia uguale a —a f At:

RAIac —_— O(.EAt -
Si osservi che la R, I,. non & solo la componente dello spostamento di A

lungo la retta ¢, ma tutto lo spostamento di A, poiché il centro C, della
rotazione si trova sulla normale alla retta c per A.

Fic. 1-60

Si consideri ’arco reticolare della fig. 1-60, incastrato in A e B, ove
un’asta HK del corrente inferiore é soggetta alla variazione termica uni-
forme -} At. Poiché liberando la sezione A quest’ultima ruota, per effet-
to della variazione termica, intorno al polo P dell’asta HK, la reazione
R, deve agire secondo I'antipolare a di P.



60 SCIENZA DELLE COSTRUZIONI VOL. II1

I1 valore di R, si ottiene uguagliando ’ampiezza della rotazione indotta
da R, a quella della rotazione indotta dalla variazione termica:

—ab At

r

RAWd —

ove d & la distanza di a dal baricentro elastico O, b la lunghezza dell’asta
HK, r la distanza del polo P dalla congiungente HK.

E’ molto utile osservare che in una trave due volte connessa (*) sog-
getta a variazione termica dei due tipi suddetti si annulla lo stato ten-
sionale eseguendo un taglio secondo una qualsiasi sezione retta; le ten-
sioni presenti sulla struttura reale sono quelle derivanti da due forze uguali
e contrarie che, agendo sulle due facce del taglio, le riportano a contatto.
Dette forze sono le stesse, quale che sia la sezione retta secondo cui si e
eseguito il taglio; infatti esse sono uguali alle reazioni di vincolo indotte
dalla variazione termica. Si ha conferma di cio osservando quanto segue.
Lo spostamento relativo indotto dalle variazioni termiche tra le due
facce del taglio eseguito secondo una generica sezione S, sia una rota-

S, S,

|
A
! |
a)
Al B
|
b)

Fic. 1-61

zione di centro C, e ampiezza ¢, (fig. 1-61a); lo spostamento relativo
indotto dalle stesse variazioni termiche tra le due facce del taglio ese-
guito secondo un’altra sezione S, sia una rotazione di centro C, e ampiez-

(*) 11 grado di connessione si valuta considerando il dominio costituito dalla
trave e dal suolo.
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za ¢, (fig. 1-61b). Si puo passare dalla prima alla seconda struttura
eseguendo un taglio secondo S,, e imprimendo alla parte S, S,, libera nel
piano, una rotazione rigida che riporti le due facce S, a contatto; tale ro-
tazione rigida non puo che essere la rotazione di centro C, e ampiezza — ¢, ;
per essa tra le due facce S, si genera uno spostamento relativo, che & una
rotazione di centro C, e ampiezza ¢, (*).

Percio C, coincide con C,, e ¢, con g, ; e poiché I'ellisse degli sposta-
menti relativi tra S, ed S,; coincide con quella degli spostamenti relativi
tra S, ed S,;, le due forze uguali e contrarie che agendo su S,; ed S, ri-
pristinano la congruenza coincidono con le due forze, pur esse uguali e
contrarie, che ripristinano la congruenza attraverso S, .

Si conclude asserendo che, in presenza di una trave biconnessa, l'ef-
fetto statico di una generica variazione termica uniforme o alla Navier
coincide con quello indotto da due forze uguali e contrarie agenti tra le
due facce risultanti da un taglio secondo una sezione retta. Assegnate le
variazioni termiche, le due forze sono quelle che danno luogo a una rota-
zione relativa definita dalla variazione termica come gia detto, il cui centro
e la cui ampiezza sono indipendenti dalla sezione secondo cui si effettua
il taglio. Non altrettanto puo dirsi degli spostamenti, che sono diversi di-
pendentemente dalla sezione del taglio; pero la somma degli spostamenti
dovuti alle variazioni termiche sulla struttura tagliata, e degli spostamenti
dovuti alle due forze sono indipendenti dalla sezione del taglio; essi infatti
coincidono con quelli effettivi.

Se due diverse variazioni termiche danno luogo, sulla struttura ta-
gliata, allo stesso spostamento relativo tra le due facce del taglio, ad esse
sono connesse gli stessi stati tensionali; gli spostamenti perd sono diversi.

Se la trave & connessa pilt di due volte (fig. 1-62), e le variazioni ter-

Fic. 1-62

miche interessano solo una campata come BD, compresa tra due nodi suc-
cessivi, & ancora valido quanto sopra detto, con riferimento all’ellisse degli
spostamenti relativi della generica sezione retta di BD. Se invece le va-
riazioni termiche interessano pili campate comprese tra due nodi succes-

(*) Se la parte S, S, ruota in senso orario, S
spetto ad S

,a Tuota in senso orario ri-

s+ €d S,, in senso antiorario rispetto ad S, .
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sivi, per annullare lo stato tensionale occorre eseguire tanti tagli quante
sono queste campate; le tensioni presenti nella struttura reale sono quelle
derivanti dalle forze uguali e contrarie F, e —F; agenti in corrispondenza
di ogni taglio S,. La determinazione delle forze F; e —F, si effettua im-
ponendo la condizione che esse siano in grado di riportare a contatto
le facce dei tagli, ripristinando cosi la congruenza. Se si fa riferimento
alla struttura sulla quale sono presenti tutti i tagli S,, tra i quali sono
presenti gli spostamenti relativi A; provocati dalla variazione termica,
non pud sfruttarsi per la ricerca delle F, la teoria dell’ellisse di elasticita;
infatti le forze F, e —F, agenti tra le due facce del taglio S, provocano
non solo uno spostamento relativo A, tra le facce di S,, ma anche uno spo-
stamento relativo A, tra le facce del generico taglio S,, e quest’ultimo la
teoria dell'ellisse non & in grado di fornirlo, almeno nella forma di Cul-
mann.

Conviene percid, sfruttando il principio di sovrapposizione degli effetti,
operare un taglio S; alla volta, e determinare le forze Fy, e —F;; che ap-
plicate in corrispondenza delle due facce del taglio inducono tra esse uno
spostamento relativo —A4A,, e poi sommare gli effetti. In tal caso (fig. 1-

Fi1c. 1-63

63 a, b) le forze F;; non sono le forze F; che attraverso S; si trasmettono
nella struttura reale (fig. 1-62); infatti ad esse vanno sommate le Fy,
provocate dalle F,, agenti sulle altre campate.

14. Le distorsioni di Volterra.

Quanto & stato detto per le variazioni termiche uniformi e alla Navier
vale ogni volta che sulla trave agiscono cause, diverse dalle forze, che
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provocano sul concio elementare gli stessi effetti delle variazioni termiche,
e cioe uno spostamento relativo rigido tra le due facce estreme.

Esempi di queste cause sono il ritiro o I’espansione dei conglomerati,
il rigonfiamento provocato dall'umidita in alcuni materiali, alcune defor-
mazioni plastiche o viscose, le deformazioni di precompressione; di esse
si parlera diffusamente nelle applicazioni.

Le suddette cause sono comprese nella classe pili generale delle di-
storsioni, intendendo come tali tutte le cause deformanti che non siano
forze; esse si definiscono come distorsioni relative a travi e rispettanti la
condizione di planeita delle sezioni rette, o pil brevemente come distorsioni
di Volterra, dal nome del matematico che ad esse dedicod studi sistematici
definitivi (*).

Tra le distorsioni di Volterra possono essere inclusi anche i cedimenti
vincolari, o gli spostamenti relativi indotti, tra le due facce ottenute dal-
I'asportazione di un tronco di piccolo spessore, con l'aiuto di martinetti o
con altri mezzi. Queste distorsioni si distinguono dalle prime per essere
concentrate in una sezione anziché distribuite; ma la loro natura é la
stessa, e lo studio degli effetti statici da esse prodotti & identico a quello
esposto. Si pud anzi osservare che lo studio di una distorsione distribuita
si riduce a determinare gli spostamenti relativi A; da essa indotti tra le
facce S;; ed S,, ottenute da tagli secondo le sezioni rette S;, ed a calcolare
gli effetti statici prodotti dalle distorsioni concentrate — A, agenti in corri-
spondenza delle sezioni S, ; in tal senso una qualsiasi distorsione distribuita
é equivalente, dal punto di vista statico, a una o piu distorsioni concentrate.

Nel caso delle travi piane, una generica distorsione distribuita di Vol-
terra e definita da tre funzioni dell’ascissa curvilinea s, X (s), ¥ (s), p (s),
caratteristiche della distorsione, tali che i prodotti

A ds
¥ ds
1 ds

rappresentino rispettivamente le componenti, secondo la tangente t e la
normale n all’asse, dello spostamento relativo tra i baricentri delle facce
estreme del tronco lungo ds sito all’ascissa s, e 'ampiezza della rotazione
relativa tra le stesse facce (fig. 1-64a). Si conviene di legare la conven-
zione sul segno delle distorsioni a quella sul segno delle caratteristiche
delle sollecitazioni interne; e cioé le distorsioni A & p sono positive se
per esse le caratteristiche positive corrispondenti (sforzo normale N, sfor-

(*) V. Volterra: « Sur I'équilibre des corps élastiques multiplement connexes ».
Annales de I'Ecole Normale Superieure. 32 sér. vol. 24 (1907).
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zo tagliante T, e momento flettente M), supposte agenti sulle facce ri-
sultanti dall’asportazione del tronco ds, compiono lavoro positivo (fig. 1-
64 b). In altre parole A & |t sono positive se A ds, % ds, nds sono di verso
opposto agli spostamenti e rotazioni relativi provocati nel concio ds dalle

caratteristiche N T M positive. La distorsione A si chiama di spostamento
assiale relativo, la & di scorrimento relativo, la p di rotazione relativa.
Le variazioni termiche uniforme e alla Navier, definite dalle (1-18) e (1-19),
corrispondono a distorsioni distribuite del tipo X e 1, fornite da

A= — a At
_ (20)
o At
o= o -

Le distorsioni concentrate D, D, D, rispettano la stessa convenzione
dei segni; esse sono positive se le caratteristiche positive M T N, agenti sulle
facce S, ed S, tra le quali si esercita la distorsione, compiono per esse
lavoro positivo (fig. 1-65).

Le componenti delle forze, delle reazioni (agenti dal vincolo sulla
struttura), degli spostamenti, dei cedimenti vincolari, sono tutte positive
se equiverse agli assi fissi y e z; le coppie (applicate o reattive) e le ro-
tazioni sono positive se nel verso y — z (antiorario). A volte ad una rea-
zione di direzione nota si da un segno indipendentemente dalle sue com-
ponenti, e quindi dagli assi fissi; in tal caso il cedimento corrispondente é
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positivo se per esso la reazione positiva agente sulla struttura compie la-
voro positivo.

Assegnato il verso di percorrenza della struttura, e cioé il verso della
tangente t all’asse, & assegnata anche la terna destrorsa mnt; nel caso

piano infatti m va verso l'osservatore, e quindi n & alla destra di t. Gli
spostamenti e rotazioni relativi sono forniti da

dp = @a — @s
dy = %4 — s
d§=§a—§s;

n e ¢ sono gli spostamenti secondo n e ¢, gli indici s e d indicano le se-
zioni alle ascisse s ed s -} ds. Le caratteristiche M N T della sollecitazione

F1c. 1-65

interna sono positive se, con riferimento alla faccia la cui normale (orien-
tata verso l'esterno) & equiversa a t, sono orientate nel verso positivo di
n e t. Si ha cosi che caratteristiche positive provocano spostamenti e rota-
zioni relativi positivi.

% Francrosi - Volume III - Tomo I 5
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Attesa la convenzione dei segni sulle distorsioni, si puo porre
—Ads=4d{ , —d%ds=dy , —pds=dep,
e per distorsioni concentrate
—D,=4A¢ , —D,=4y , — Dy=Ag.

Nel caso piu generale, le distorsioni distribuite possono essere di sei
tipi; se infatti ¢ & la tangente all’asse, m ed n due assi ortogonali giacenti
sulla sezione retta, lo spostamento relativo dei baricentri delle due se-
zioni distanti ds & definito dalle tre componenti df, d,. dg secondo i
tre assi m,n,t, e la rotazione relativa delle due sezioni dalle tre com-
ponenti de,, do, de, intorno agli stessi assi. Corrispondentemente possono
definirsi sei funzioni & (s), %, (), X (8), ttn (5), tm (5), w (s), atte a for-
nire i suddetti valori (cambiati di segno) alla generica ascissa s. Una di-
storsione concentrata & a sua volta definita dalle componenti AE, Ay}, Ag
dello spostamento relativo dei baricentri delle sezioni S, ed S;, e dalle
componenti Ay, , Ag,, Agp,, della rotazione relativa delle stesse sezioni;
le suddette sei quantita, cambiate di segno, si chiamano caratteristiche
della distorsione concentrata in S.

15. Le ellissi di elasticitd degeneri.

Alcune volte l'ellisse di elasticita degenera in un segmento, o addirit-
tura in un punto. Si consideri per esempio 'arco della fig. 1-66, incastrato
in A e appoggiato in B, e si ricerchi l'ellisse di elasticita relativa alla se-
zione B. Poiché qualsiasi forza agisca su B, il baricentro della sezione non
puod che spostarsi secondo la traccia del piano di scorrimento del carrello,
il centro della rotazione della sezione B & ubicato di necessita sulla normale
b per B alla suddetta traccia. Si trae che, essendo gli antipoli di qualsiasi
retta ubicati su b, lellisse deve ridursi ad un segmento contenuto in b.

La corrispondenza non & pilt biunivoca, perché ad un punto C, giacente
su b corrispondono tutte le rette del fascio avente per sostegno il punto C,
corrispondente di C, nell’involuzione determinata sulla retta b dai due
punti doppi D, e D, estremi del segmento in cui degenera l'ellisse. In tal
caso invece della polarita si considera I'involuzione, e in essa la corrispon-
denza tra C, e C, & biunivoca.

Il baricentro elastico O e il peso elastico W si determinano applicando
in B una coppia I, e ricercando il centro della rotazione e la sua am-
piezza. Poiché la risultante della reazione Ry e della coppia IR, agendo
sulla struttura incastrata in A e libera in B, deve indurre in B una rota-
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zione che si effettua intorno ad un punto della retta b, la sua retta d’azio-
ne h deve essere tale che il suo antipolo C, rispetto all’ellisse terminale
e,s giaccia su b; percid I'antipolo C, di b rispetto alla stessa ellisse deve

h

Fic. 1-66

giacere sulla retta h. La h, poiché deve comunque essere parallela alla b,
risulta cosi determinata. Il valore di Ry si ottiene dividendo JIU per la di-
stanza d di B da h. L’antipolo C, di h, centro della rotazione di B, e percio
coincidente con il baricentro elastico O, & la intersezione della retta b
con la retta che congiunge C, e il centro dell’ellisse e,y ; infatti b ed h
sono parallele, e percio la retta C, C, deve passare per il baricentro dell’el-
lisse e,g .-
L’ampiezza della rotazione & fornita da

@ — RWABd’

ove d’ & la distanza del centro dell’ellisse e,z dalla retta h; si trae

Per ottenere la lunghezza del semidiametro OD, = 0D, =9 si fa agire
(fig. 1-67) una forza F su B normalmente alla b; la risultante R di F e di
Ry deve provocare sulla sezione B appartenente alla struttura incastrata
in A e libera in B una rotazione intorno ad un punto di b, quindi la sua
retta d’azione r passa per C,.
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Dall’'uguaglianza

R =F (p* + OBY W,

ove I;AB & il momento centrifugo del peso elastico W, rispetto alle rette f
ed r, si ottiene p.

v

F1Gc. 1-67

Si consideri ora un arco AB, vincolato ad incastro in A, e a cerniera
in B (fig. 1-68). L’ellisse di elasticitd relativa alla sezione B si riduce ad

Fic. 1-68

un punto, e cioé al baricentro di B, poiché qualsiasi forza agisca su essa,
la sezione B ruota di necessitd intorno al suo baricentro, ove & ubicata
la cerniera. Per determinare il peso elastico Wy si applica in B una cop-
pia M. Per effetto di IN, la sezione B, considerata appartenente alla strut-
tura incastrata in A e libera in B, ruota intorno al centro dell’ellisse e,y ;
poiché la rotazione prodotta dalla N e dalla Ry deve avere per centro B,
la Ry deve produrre una rotazione della sezione B intorno ad un punto
della retta h congiungente B con il centro di e,y . Poiché 'antipolo C, della
retta di azione b di Ry deve giacere su h, I'antipolo C, di h deve apparte-
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nere alla retta b; questa risulta cosi essere la parallela per B al diametro
k coniugato di k. Il valore della reazione Ry puo ottenersi dalla condizione
che sia nullo lo spostamento di B secondo una qualsiasi direzione, per
esempio secondo b; si ha cosi

mWABd “l_ RBIbAB - 0

e cioé
W.s

1.AB

h

RB :_md

(n’)

ovedéla distanza di O da b, I,4% il momento d'inerzia rispetto alla retta b.
Dalla relazione

¢p = M Wyg +RgWypd = MW,

si ‘ottiene

W
W,y = W,s (1 @ “’) . (o)

IbAB

Alle (n') ed (0’) pud anche giungersi considerando che la sezione B
dell’arco incastrato in A e libero in B & soggetta ad una forza F, parallela

F1c. 1-69

ad Ry e dello stesso valore, risultante di Ry ed IR, e per effetto di F deve
ruotare intorno al suo baricentro. Percio la retta d’azione f di F & l’anti-
polare di B (fig. 1-69); chiamando d’ e d” le distanze da f di B e di O,
si ha

I

F=—
dl

(p")

oy = FW,zd" = MW,
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da cui
dH ’
Ws = Wys — ()
d
Poiché & (¥)
IbAB _ WAB ddl
si ha
Fe— = —IMd ——
d I,AB
d +d d W.s
WB=WABT=WAB(1 +E)"—'—_—WAB (].—*‘d.2 IAB) .
b

16. L'involuzione di elasticitd nelle travi continve.

Si prenda in esame (fig. 1-70) una trave continua ad asse rettilineo
solidale con i ritti; uno dei due estremi sia vincolato in modo da impedire

Ellj_l,&

Fic. 1-70

gli spostamenti secondo I'asse della trave. Se si trascurano gli effetti dello
sforzo assiale, tutti i nodi della struttura (punti di concorso degli assi delle
travi e dei ritti) non subiscono spostamenti; la trave si definisce a nodi
fissi. La trave che si studia rientra nella categoria delle strutture aperte,
gid definite al § 7 del presente capitolo; & possibile percid adottare
per essa il procedimento di composizione in serie e in parallelo, che pe-
raltro si semplifica notevolmente. Infatti, 1’ellisse della sezione comune
ad un ritto e ad una campata si riduce al suo baricentro, poiche la sezione
ha possibilitd di ruotare soltanto intorno ad esso. Inoltre, l'ellisse degli
spostamenti relativi per la generica sezione S appartenente alla generica
campata AB (ellisse degli spostamenti relativi della trave AB) si riduce
ad un segmento D, D, appartenente all’asse della trave, poiché qualsiasi
spostamento relativo & una rotazione intorno ad un punto appartenente
all’asse della trave stessa. Si & percio in presenza di un caso di ellisse de-
genere; la polaritd cede il posto all’involuzione che lega i punti C, e C,
rispettivamente intersezione con l'asse AB della retta d’azione f delle due

(® La distanza di C, da b & uguale a quella di B da f, cambiata di segno.
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forze verticali uguali e contrarie F e —F agenti sulle facce S; ed S, del
taglio effetuato secondo una generica sezione S della campata AB, e cen-
tro della rotazione relativa tra le due facce S, ed S, (fig. 1-71).

Fic. 1-T1

Il centro C, corrisponde nella polarita dei pesi elastici a qualsiasi retta
f passante per C,; di queste si considera quella ortogonale all’asse della

trave.
Se sono noti gli angoli &, @z di cui ruotano le sezioni A e B della

trave appoggiata AB soggetta ad una coppia JR=1 in A o in B (fig. 1-
39), & immediato ricavare il valore del peso elastico ‘W ,p distribuito lungo
AB, e il relativo baricentro O. Infatti gli angoli di rotazione ¢, e ¢y delle

JH=-1 m=1
( (2, - )
'Ar - B.
m=-1 a)
(as—B)t
-{
ay bl b)

Frc. 1-72

sezioni A e B per effetto di due coppie M=—1in Aed IMN=-+1in B
(fig. 1-72 a) sono rispettivamente ¢, =— (o, — ) e g =as —{ (si ricordi
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che a, ed ay sono positive, e § & negativo, cosi che ¢, ha per valore asso-
luto la somma dei valori assoluti di «, e B, e ¢p di &z e §); la deformata del-
I’asse della trave incastrata in B e libera in A, e soggetta in A ad una
coppia MM = — 1, coincide con quella della trave prima considerata, a meno
di una rotazione rigida intorno al baricentro di B, per ricondurre al ri-
spetto dell'incastro (fig. 1-72 b).

E’ percio, in tal caso,

ga = — (ta — B) — (g —B) = — an — ap + 28

e quindi risulta

—WAB:aA—FOLB——zB. (21)
E’ inoltre
1
d(_)a —_— A'A '__—
WAB
e cioe
g — B
dgs = —— L (22)
WAB
cosi pure e
| % — B
dop = — ——— . (23)
WAB

Se O é tra Ae B, & ds, >0, ds, <0, poiché a e b sono ambedue
dirette verso il basso.
Dai valori di «, asf3 puod trarsi anche il valore della semilunghezza

¢ dell’ellisse degenere. La deformata dell’asse della trave della fig. 1-73 a
coincide infatti, a meno di una rotazione rigida intorno al baricentro di B,
con quella della trave della fig. 1-73 b. Dalla relazione

1 1 - —
AA’ = Bl = - I,,AB — - [p® Was + dga doy Was]
si ottiene
_ gt
P2 vl ——r —_— dﬁa d6b . (24)
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_2
I due termini di p sono negativo il primo, e positivo il secondo.

( e B
A/ B/ a)
a ‘b
1
A’ !
%4 ; b)
\
2 - ; |
R
A #6 ¥ mB
ds, L doy, l
T
{
Y
F1c. 1-73

Nel caso della trave a sezione costante si ha, trascurando leffetto
del taglio,

{
Os — - —
8T T YE
{
= S
— {
Wan = 51
£
d6a = — dC')h = —
e quindi, come noto,
_ £2
2 = — .
° 12

Le formule da (1-21) a (1-24) sono specialmente utili in tutti i casi —
molto frequenti — in cui i valori di «, s sono consegnati nei manuali.
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Calcolati gli elementi W,5, ds., € 5, relativi alla trave AB perfet-

T e

F1c. 1-74

tamente incastrata in B e libera in A (o viceversa), per ottenere gli analo-
ghi elementi per l'ellisse degli spostamenti relativi della trave AB basta

y
A ol O B
Wil %o A2
WAB
Y
da, 1 d(_)b
1
dOa l dOb
—- ¢
ay by
Fi1c. 1-75

conoscere ancora i pesi elastici W, e Wy della parte a sinistra di A, e a
destra di B (fig. 1-74). Si ha cosi (fig. 1-75)

Was = WAB + Wy + Wg (25)
Wisdon + Wyt
doy = asdo. + Wp (26)
Was
Wapds, — Wyt
dy, = aB Uon A . @7)
Was

Dall’'uguaglianza
I, =" Wi = Wan[¢* + (dow — doa)] + Wados® + Wpdoy®

si trae

Wi ) \'
¢ = [¢" + (don — do)’] + = doa® +

doy® . (28)
Was Was Wis Ob
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Il peso elastico W, concentrato in un nodo A, considerato come ap-
partenente alla parte di struttura risultante dalla rimozione di AB, si
chiama anche cedibilitd dellincastro A della trave AB, e spesso si indica
con il simbolo ¢,5; nel seguito si adottera questo simbolo. Conoscendo le
cedibilita e, degli incastri H delle travi AH che concorrono in A (esclusa
la AB), e le caratteristiche elastiche delle stesse travi, si puo calcolare

K

Dm

1
F16. 1-76

agevolmente ¢,5. Infatti (fig. 1-76) una coppia I in A si ripartisce nelle

coppie I, all’estremo A di ogni trave AH; per l'equilibrio del nodo A
5i ha

El mlM — 3]7, . (I")

La generica trave AH pud considerarsi incastrata in H con cedibilita

j}.‘ Ban + My cua 1
— My tna H W
Fic. 1-77

tma, Appoggiata in A, e soggetta in questa sezione alla coppia M,y ; 1a se-
zione A ruota cosi dell’angolo

Pa — May Wan

dove w,y (fig. 1-77) & l'angolo ¢, provocato, nelle stesse condizioni, dalla
coppia I,y unitaria.
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Il valore di w,, si pud ottenere come segue. Scrivendo (fig. 1-77) la condi-
zione di congruenza in H

Bay + My o — Eya My
si ottiene
Ban |
My=— ———- (s
Opa t Eha
la rotazione di A é percio
B‘.{
AH
Ca= Gyt Bay My = ayy —
Oga T Eup
e quindi si pud scrivere
Ban
Wy = Qpyg — —————— . (29)
Rga T Ema

La condizione di uguaglianza degli angoli di rotazione in A si scrive
MparwWag = My = Mg ax = - -

da cui si ottiene

mIAH E i mAi

1 1
Iy
Way Waj
e, per la (r'),
1
)
Mag = M AI: = IN Cran
%
Way
I} numero
1
Wan
Cran — _1— _ (30)
2
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si chiama fattore di ripartizione relativo alla trave AH appartenente
al gruppo di travi Ai concorrenti in A. Dalla relazione

pa = Mg g = M Cryy Wsn

si ha

Pa 1
Eap = = Crag Wag =— ——1"— . (31)
%
Wy

Poiché la struttura & aperta si pud iniziare il calcolo dalle travi colle-
gate al suolo, per le quali ¢ & noto, in particolare nullo; utilizzando poi al-
ternativamente le (1-29) e le (1-31), si perviene al valore ¢ che interessa.
E’ questo un caso particolarmente semplice di composizione in serie e in
parallelo. |

E’ opportuno un breve riassunto delle simbologie adottate in questo paragrafo.
Gli angoli « e f§ sono relativi alla trave appoggiata e caricata da una coppia unita-
ria in un estremo; « é l'angolo di rotazione in corrispondenza della coppia, § l'an~
golo di rotazione all’estremo opposto. Il primo indice & relativo alla sezione cui
si riferisce la rotazione, il secondo indice, assieme al primo, definisce la trave.
Per esempio, a,, € relativo alla trave AB, appoggiata in A e B, ed e l'angolo di
rotazione di A quando in A & applicata una coppia unitaria.

Per il principio di Betti risulta Bog = B, . Se la trave AB ¢é unica, bastano
i simboli «, oy € B a definire gli angoli; il secondo indice & necessario quando
in A e in B concorrono piu travi.

L’angolo ¢ rappresenta la cedibilita elastica angolare di un vincolo; il primo
indice definisce la sezione di vincolo; il secondo, con il primo, la trave.

Percio, g, € la cedibilita dell’incastro A della trave AB. Nella formula (1-31),
che fornisce g Ap 12 sommatoria é estesa a tutte le travi concorrenti in A, ad ecce-
zione di AB.

L’angolo v ¢ relativo alla trave incastrata in un estremo con il suo grado d’in-
castro effettivo, e appoggiata all’altro; esso & la rotazione della sezione d’appoggio
quando su essa agisce una coppia unitaria; il primo indice indica la sezione d’ap-
poggio, il secondo, con il primo, la trave.

I1 fattore di ripartizione ¢,y © relativo ad un gruppo di travi che concorrono
in A; le travi sono.quelle i cui w entrano nella sommatoria al denominatore. Esso
é la frazione della coppia JN — 1 applicata in A che & assorbita dalla trave AH.

Gli angoli @B we hanno tutti le dimensioni dell’inverso di un momento
(F-1{71), e cioé le dimensioni di un peso elastico.

Si ricordi pure che sia le coppie che le rotazioni sono positive se antiorarie;
percid «, w ed & sono positivi, § & negativo.
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17. 1 punti fissi.

Quanto esposto nel paragrafo precedente ¢ strettamente collegato con
la nozione di punto fisso; della teoria e delle svariate applicazioni dei punti
fissi si tratta in genere nella teoria dei ponti. In un sistema di travi aperto
e a nodi fissi, come per esempio quello della fig. 1-70, si puo parlare con
proprietd di una parte del sistema a sinistra di una trave generica AB, e
di una parte a destra, nel senso che, soppressa la trave AB, ogni forza agente
su una delle due parti non fa risentire i suoi effetti sull’altra. Si osserva
che, in tal caso, se la parte di sinistra e la trave AB sono scariche, co-
munque sia sollecitata la parte di destra, il diagramma dei momenti nella
trave AB & sempre rappresentato da una retta, e si annulla comunque in
un punto I, chiamato punto fisso di sinistra della trave AB. La distanza i
del punto I dall’estremo di sinistra A (in valore assoluto) si chiama di-
stanza fissa di sinistra. Analogamente, se & sollecitata la sola parte di si-
nistra, il diagramma dei momenti lungo AB & ancora rappresentato da
una retta, e si annulla nel punto fisso di destra K; il segmento k—=KB
& (in valore assoluto) la distanza fissa di destra. Poiche, come si trae

My, = — M,

by 14
1 7 A Moy,
-m T
CI SRl T

i l t—-i
T

Fie. 1-78

dalla (s'), una coppia )1l agente in B provoca in A una coppia d’incastro .
(reazione sulla sezione A della trave AB) fornita da

B
MmN, =-—M —,
®a T €a

si ha (fig. 1-78)
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e quindi

i — 4§ (32)

Analogamente si ottiene

k_—_——JJ—-——-—B—. (33)
O‘B""B‘f‘sn

La conoscenza dei punti fissi permette di esprimere in forma molto
semplice la rotazione wg, dell’estremo B; essa &

i

Wy = &g + B (34)

b —1i

Analogamente si ha

k
P —k

Wap = Oy B (35)

Le (1-34) e (1-35) sono equivalenti alla (1-29). La costruzione dei
punti fissi & del tutto meccanica; il procedimento coincide con quello
esposto al paragrafo precedente per il calcolo di ¢, .

Si parte (fig. 1-70) dall’estremo di sinistra, e si considerano le travi
DC e EC vincolate al suolo che concorrono nel primo nodo C; le ¢ corri-
spondenti all’incastro col suolo sono nulle (incastro perfetto), infinitamente
grandi (cerniera), o presentano un valore noto (incastro elasticamente ce-
devole). Attraverso la (1-32) si calcolano le i per questi travi.

La (1-34) permette poi di calcolare le quantitd wep ed weg relative
all'estremo C comune a ciascuna di queste aste, e la (1-31) fornisce la ce-
dibilita eq, relativa all’altra asta CA concorrente in C. Si & cosi effettuato
il collegamento in parallelo delle aste vincolate al suolo e concorrenti in C.
- Si puo ora calcolare la i relativa all’asta CA, e la relativa w,., effettuando
cosi il collegamento in serie tra il nodo C e I'asta CA.

Passando poi al nodo A, si effettua il collegamento in parallelo tra
I'asta CA e le altre aste vincolate al suolo e concorrenti in A, determi-
nando g,p.

La conoscenza di g,z permette di calcolare la i relativa all’asta AB.
Il procedimento si itera, portando alla conoscenza di tutte le distanze i;
ripetendolo da destra a sinistra, si ottengono le distanze k.

Conosciuti i punti fissi, si pud ottenere immediatamente il diagramma
dei momenti generati da una qualsiasi condizione di carico che interessi
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una sola campata, per esempo la AB. Siano ¢°; e ¢° le rotazioni provo-
cate in A e B dai carichi e dalle distorsioni agenti sulla trave AB appog-
giata (fig. 1-79 a). Le due condizioni di congruenza in A e B si scrivono

J;b\\%§tQZ_______#_’,,,f;jﬁﬁfﬂah
a)
A (13

Pa
mn mn
/| S
— M o *ﬁg B — My €s
b)

Fic. 1-79

. {fig. 1-79b), chiamando I, ed My le coppie trasmesse dalla rimanente
struttura,

¢’ + Mpas + Mg = — Maca

| (36)
% + mAﬁ + Mpoag = — Mpep
e ancora
My (2a + ga) + mBB = — ¢%
JTLAB + Mg (g + e8) — — ¢ -
Poiche e
f —1i
oy + ea = — § —
1
f—k
O‘B+EB=—B k
il sistema si scrive
f—1
— M, : B+mBB = — 9%
f—k
J‘IAﬁ _mn B:_(POB

k
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€ ancora

—om My — = L.
A —I— B ) B L
k t—k k )
My — — My SR A R
t : Bt

Il sistema (t) si presta ad una soluzione grafica immediata. Portando
(fig. 1-80) sulle verticali per A e B i segmenti

AN — 2B
B

BB — — —* |
8

si unisce A’ con B, e B’ con A, ottenendo le cosiddette incrociate. Dai punti
I e K si innalzano le verticali, segnando i punti di incontro M, della verti-
cale per I con la AB/, ed N, della verticale per K con la BA’. La retta MN

F ot
-, A’
@a°
¢D
B B" B
g 0 )
M
—— A" = MB
M, L el st PO
A I K ° z
¥y

Fic. 1-80

stacca sulle verticali per A e B due segmenti AA"” e BB” che, nella stessa
scala in cui sono riportati AA’ e BB’, forniscono in valore e segno i mo-

menti flettenti M, e My . Infatti si ha

IH M P —1i L —1
_ Ay Ay
i i
HM: MB-—":JTLB—
£ £
~0 i
™M —— 2
B £

% Franciost - Volume III - Tomo 1
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e quindi la prima delle (t') & verificata; analogamente si osserva che e ve-
rificata la seconda. Circa i segni, si osservi che, nel caso considerato, ¢°, e
negativo e ¢°; positivo, § & comunque negativo, percio AA’ e BB’ sono tutti
e due negativi; in tutti e due gli incastri il momento flettente & negativo,
e percio sono tese le fibre superiori. Si nota cosi che, con la costruzione
ora eseguita, i momenti in A e B, M, ed Mg, risultano automaticamente
segnati, sulla fondamentale AB, dalla parte che loro compete (fibre tese).

La coppia I, agente in A sulla struttura alla sinistra di AB si ripar-
tisce tra le travi concorrenti in A, ad esclusione ovviamente di AB, e cioe
fra le travi AC ed AF (fig. 1-81) secondo i coefficienti c,,c e c.u¢ forniti

e

- L

Fic. 1-81

dalla (1-30); il verso della coppia I,. che si ripartisce & contrario a
quello della coppia IR,z che agisce in A sulla trave. Il diagramma dei
momenti lungo AC e AF & rettilineo, e si annulla nei punti fissi di sini-
stra. La coppia I, in C cambiata di segno a sua volta va ripartita tra le
travi CE e CD. Analogo procedimento si adopera per la parte di struttura
a destra di AB. Per la trave AB il diagramma dei momenti si ottiene dalla
sovrapposizione della superficie semplice dei momenti (diagramma dei
momenti della trave appoggiata) e del trapezio avente per basi M, ed Mg.

Il procedimento & molto utile in quei casi ove occorre esaminare piu
condizioni di carico interessanti ciascuna una sola campata, poiche il cal-
colo dei punti fissi va eseguito una volta per sempre. Esso & valido in
rigore per i sistemi aperti, ma & anche applicabile, con buona approssima-
zione, per i sistemi chiusi; & possibile pure tener conto dello spostamento
dei nodi, ma di tutto cio si tratta diffusamente in altra sede. Interessa
piuttosto qui mostrare, come giad annunziato, la sostanziale identita della
teoria dei punti fissi con quella dei pesi elastici. Il punto fisso di sini-
stra I non e che il corrispondente dell’estremo B di destra nell'invo-
luzione definita da O e p; infatti, effettuando un taglio immediata-
mente a sinistra della sezione B, due forze uguali e contrarie appli-
cate su B, e B, secondo una retta passante per I forniscono (fig. 1-82)
lo stesso diagramma del momento della fig. 1-78, e quindi producono
la stessa deformazione, cioé una rotazione relativa di B, e B, intorno al
loro baricentro; cio significa che I e B sono corrispondenti nell’involu-
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zione determinata dall’ellisse degli spostamenti relativi della trave AB.
Cosi pure K é il corrispondente dell’estremo A di sinistra. Conosciuti

. A 1=0C, B=C5r

Fic, 1-82

percio I e K, basta costruire (fig. 1-83) i due semicerchi di diametri AK
e IB per ottenere sulla verticale per il loro punto comune C il baricentro

—————
- ~

//
- ~
// / N \
v / ~ N
7/ Vi \\ \\
/ /
\

/ I ¢ \ \
I
i
¢ >
I (o)

I
Al
| .I.

elastico O, centro dell’involuzione; nello stesso tempo si ottiene p, fornito
dal segmento OC, e quindi i due punti doppi D; e D, dell’involuzione.
Si osservi che i punti I e B si corrispondono anche nella involuzione

.
e

o
§-_
d

Fic. 1-83

definita soltanto dai pesi elastici W, e W,y ; infatti, considerando I come
antipolo della retta b, la distanza di I da b non dipende da Wy, poicheé sia
il momento statico che il momento d’inerzia di Wy rispetto alla retta b
sono nulli.

Le relazioni analitiche che forniscono dg, doy, p in funzione di i e k si
ottengono dalla costruzione della fig. 1-83. Si ha infatti

P2 = dpa (— doy — k) = — dgy (doa — 1)

da cui
doa i
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e quindi

Qo — t — (37)
T T i1k

d ! K (38)
o i+k

2 bik 41T (39)

— {1 ——
¢ i + k7

La costruzione di I e K, una volta conosciuti O e p, & la stessa della
fig. 1-83; basta costruire i due triangoli rettangoli in C aventi come cateti
AC e BC.

Analiticamente si ha

2

2

i=1+ dop + (40)
don
PZ
k=4{—d,, — . 41
o < (41)

18. L’ellisse di elasticita trasversale.

Si consideri (fig. 1-84) una trave AB il cui asse sia contenuto in un
piano =; questo piano sia di simmetria geometrica e fisica della struttura.

<Y

Fic. 1-84

Se ad una sezione S qualsiasi & applicata, attraverso un braccio rigido, una
forza F normale al piano =, la sollecitazione della struttura e emisimme-
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trica rispetto al piano &, e produce quindi spostamenti pur essi emisimme-
trici. La sezione S si porta in S'; per gli stessi motivi esposti al § 1, si puo
supporre che S’ sia ancora piana, e percid si pud assimilare la trasforma-
zione S—> S’ ad uno spostamento rigido. In genere tale spostamento si
pud scindere in tre traslazioni del baricentro di S secondo tre assi orto-
gonali xyz, di cui due, y e z, contenuti in &, e in tre rotazioni intorno a
tre assi passanti per il baricentro di S e paralleli ad x, y, z. Per ’emisim- -
metria rispetto a =, le traslazioni secondo y e z, e la rotazione intorno al-
I'asse parallelo ad x, devono essere nulle, e quindi lo spostamento di S si
riduce ad una traslazione di valore t del suo baricentro, ortogonale al pia-
no x, e ad una rotazione di valore ¢ intorno ad un asse a passante per il
baricentro stesso e contenuto in =; e cioé, in definitiva, ad una rotazione
intorno ad un asse ¢, contenuto in =, parallelo all’asse a, e distante da
questo (nell’ipotesi di piccoli spostamenti) della quantita t/¢. Quanto detto
nell’ipotesi di esistenza di un piano = di simmetria vale anche, con buona
approssimazione, se il piano dell’asse, pur non essendo di simmetria, con-
tiene uno degli assi principali d’inerzia della sezione (*).

Fissata la traccia R sul piano & della retta di azione della forza F, &
fissata univocamente — per il principio di sovrapposizione — la retta c.
Viceversa, fissata la retta ¢, & univocamente fissata la traccia R; infatti
se alla ¢ corrispondessero due punti R’ ed R”, si potrebbero dosare le due
forze F' ed F” in modo che ciascuna fornisca la stessa ampiezza di rota-
zione; ne deriva che la sezione S, sottoposta alla risultante delle forze F’
e —F”, che non puo essere nulla, non si sposterebbe, e quindi la ¥/ — F”
non compirebbe lavoro, e ad essa corrisponderebbe energia di deforma-
zione nulla. Sorge cosi nel piano una corrispondenza biunivoca tra i punti
R e le rette c. Tale reciprocita & priva di elementi autoconiugati, percheé
se un punto R giacesse sulla retta ¢ ad esso corrispondente, la forza di
traccia R non compirebbe lavoro. Inoltre & di carattere involutorio; infatti,
se la corrispondente c; di R, contiene un punto R,, la forza F, non compie
lavoro per effetto di F,; per il teorema di Betti la F, non compie lavoro
per effetto di F,, e cioé ¢, deve contenere R,. La polarita che intercorre
tra i punti R e le rette ¢ ha conica fondamentale immaginaria, per l'inesi-
stenza di elementi autoconiugati; il suo centro O,, corrispondente alla retta
impropria di w, & proprio, perché non puo appartenere alla sua polare;
esso e il punto in cui deve essere applicata la F normale a = percheé la
sezione S trasli senza ruotare.

Considerando i punti R’ simmetrici di R rispetto ad O,, la corrispon-

b

denza tra c ed R’ & ancora una polarita di centro O,, a conica reale. Questa,

(*) L’approssimazione €& dovuta al fatto che gli spostamenti dovuti al taglio di-
pendono non solo dall’ellisse di inerzia della sezione, ma anche dalla forma di
quest’ultima; gli scarti dal vero sono perd in genere estremamente piccoli,
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essendo a centro proprio, & una ellisse o una iperbole; si scarta il secondo
caso, perché i punti impropri, ove la iperbole & tangente ai suoi asintoti,
conterrebbero i propri corrispondenti sia nella polarita (R c) che in quella
(R’ ¢). Percio la conica della polarita (R’'c) & una ellisse; essa prende nome
di ellisse di elasticitd trasversale o di ellisse di Ricci, dal nome del prof. C.
L. Ricci cui la trattazione & dovuta (1911); rispetto ad essa i punti R e le
rette ¢ si corrispondono come punti e antipolari, o come rette e antipoli.

Il rapporto costante tra il valore di una forza F applicata in O,, e il
valore della traslazione t della sezione S provocato dalla forza stessa, si
chiama peso elastico trasversale W, :

W, = — . (42)

Le dimensioni fisiche di W, sono [F{™].

Se la forza F agisce in un punto R, I’asse di rotazione e l'antipolare c
di R rispetto all’ellisse trasversale; si pud trasportare la forza F in O,,
sommando ad essa il momento di trasporto M—=—F - RO,. Il momento M,
equivalente ad una forza piccolissima normale a = ed agente nel punto
improprio della retta RO,, produce una rotazione ¢ della sezione S intorno
alla retta coniugata della RO,, e passante per O,; la forza F induce una
traslazione di S pari a F/W,. Il punto O,, supposto rigidamente collegato
con S, si sposta percio, per effetto della forza F applicata in R, della quan-
titd F/W,; ma questo spostamento & anche pari al prodotto ¢d, ove ¢ &
I'ampiezza della rotazione provocata da F, e d é la distanza di O; da c.
Dall’'uguaglianza

si trae

F=¢Wd. (43)

La (1-43) assicura che la forza F da cui é prodotta una certa rotazione
¢ & il prodotto di ¢ per il momento statico del peso elastico rispetto all’asse
¢ di rotazione. Si avverte che si considera un qualsiasi peso elastico fitti-
zio, distribuito in modo che la sua ellisse coincida con quella trasversale,
e che la sua somma sia pari a W,.

Moltiplicando ambedue i membri della (1-43) per la distanza d’' di R
da una retta qualsiasi p del piano =, si ha

M, = ¢W,dd" ; (44)
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e cioé il momento rispetto ad una retta p della forza capace di produrre
una rotazione ¢ & pari al prodotto della rotazione ¢ per il momento cen-
trifugo del peso elastico rispetto alla retta p ed all’asse c¢ di rotazione. Se
p coincide con c, si trae che il momento di una forza F rispetto all’asse ¢
della rotazione da essa prodotta & pari al prodotto della rotazione ¢ per
il momento d’inerzia del peso elastico rispetto all’asse c.

In particolare, una coppia O di asse m contenuto in = pud conside-
rarsi come una forza piccolissima, normale a m e applicata nel punto
improprio della normale in & ad m, e che presenti il momento M rispetto
ad m; essa provoca una rotazione di S intorno all’asse ¢ passante per O,
e coniugato della normale ad m, la cui ampiezza & fornita da

M M (45)
cp o Ic - Wt Pcz

ove p, & la proiezione sulla normale a ¢ del raggio dell’ellisse trasversale
disteso sull’asse coniugato di ¢ (e cioe sull’asse normale ad m).

Si osservi come le (1-42), (1-43), (1-44), possono ottenersi dalle (1-1),
(1-2) e (1-4) scambiando i termini forza e rotazione, coppia e spostamento.



