CAPITOLO III
OMOGRAFIE VETTORIALI E TENSORI

I risultati cui si & pervenuti nei due capitoli precedenti possono con-
seguirsi ed esprimersi sinteticamente utilizzando il concetto di tensore;
ad esso si giunge attraverso la definizione di omografia vettoriale.

Con riferimento ad una terna cartesiana triortogonale O xyz siano

u U, u, e v, v, v, le componenti di due vettori u e v uscenti dallo stesso
punto P. Se le v,v,v, sono funzioni lineari ed omogenee delle u,u,u,
Vi ==P11 Uy T P12 Uy -+ P1s Uy

Vy == Pg; Uy + Pas Uy == Pps U, ' (1)
Vy == Pa1 Uy + P2 Uy -+ Pss U,
la relazione tra i due vettori u e v si definisce omografia vettoriale. Le
(3-1) si esprimono sinteticamente
Vi= 2 Pix Ux (i, k=1, 2, 3) . (2)
Si passi ad un nuovo riferimento cartesiano ortogonale O’ x'y' z' me-
diante la trasformazione
X=4a,, -+ a,, X'+ a,y + a2
Y =28, +a, X +a, y' + 855 Z 3
Z=38; +a, X +8,y +a,;z . (%

(*) Si ricordi che a a,, a,, sono le coordinate di O rispetto alla terna Oxyz,

ed ay; i coseni direttori degli‘ assi xX’'y’'z' rispetto alla stessa terna, forniti dal se-
guente specchietto

X' y’ Z’
X a, 8y, A5
y 2 25, a5

31 3z - as



116 SCIENZA DELLE COSTRUZIONI VOL. I

Le componenti u’, u’, u’, di u nel nuovo riferimento sono legate alle
u, u, u, dalle relazioni (3-5)

u, =X, a, u', (6)

cosi pure si ha

vV,=2Z ay V; . (7)

Per le (3-2) (3-6) e (3-7) si ha

'] P 1
V) =2y 1 P @y 3 U,

che puo scriversi
Vi =2, ply U, (8)
dove &

Py =2k &y 3 Pix - 9

La (3-8) garantisce che la linearita delle relazioni tra le componenti

dei due vettori u e v si conserva cambiando il riferimento, essa & percio
una proprieta intrinseca dell’omografia vettoriale .

Per ogni riferimento cartesiano, 'omografia & definita dalle nove
quantita

pll p12 p13
p21 p22 p23 (10)
pal p32 p33

Si ricordi pure che

3 3
Za?=1 a, a, = i,k = 1,2,3; j= Kk

3 . 3
'-_"-:'13”2 =1 ‘;2—:13’1 a, = 0. )

Se le terne di assi sono destrorse (se cioé si possono disporre il pollice, I'in-
dice e il medio della mano destra secondo i versi degli assi xyz) il determinante
delle ay, ha valore unitario, ed in esso il complemento algebrico di a € pari
ad a,;. _
Le relazioni che legano le componenti u_ u,u, ed u', \J.’y u, di un vettore u
nei due sistemi sono

o ! ’ ’ ! =
u anux+alzuy+anuz u anux+a21uy+a31uz
— ' [ ’ 1= |
u, =a, uw +a,u +a u, u a,u ta,u t+a,u, (5)

= 7 ' ] [ R—
u aalux+a32uy+a33uz u, alaux+a23uy+aaauz.
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componenti di un tensore; cambiando il riferimento attraverso le relazioni
(3-3), le componenti del tensore si trasformano secondo le (3-9).

Ogni omografia vettoriale ¢ definita da un tensore, e viceversa. In ge-
nerale, le componenti (3-10) sono funzioni del punto.

Lo scalare

P="Pu, + P2+ Pas=2Z; Py
¢ invariante rispetto agli assi; infatti
2y Py=2Zuw; 8y a Pu= Iy x Pix % 2y Ay
e per le (3-4)
L Py=2% Pu -

Oltre all’invariante lineare p, si pud dimostrare l'esistenza dell'inva-
riante quadratico

Pii  Pre T P2z Poas + Pz Pa

Pz1i Po: Psz Pas Pz Pu

e dell'invariante cubico

P Pi: Pis
Pau P2 Pas
Ps1 Ps2 Pas
La proprieta
P2s = Ps» ; Psi = Pis ) P12 = Puxn (11)

& anche essa invariante rispetto alla terna di riferimento; il tensore che
soddisfa alle (3-11) si dice simmetrico. Infatti mutando l'indice j in ¢, e
I'indice i in k, e viceversa, la (3-9) si scrive

P'yy=2Zi « 8x &y Pui

e poiché p; — pix, da quest’ultima e dalla (3-9) si trae

Py=—Pu -
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Le nove componenti (3-10) del tensore si riducono, per i tensori sim-
metrici, a sei. ' - '

Si consideri il prodotto scalare
UuXv=2% u vi=25; y Dy U Uy

che, come noto dal calcolo vettoriale, & invariante rispetto alla terna di

Q (xyz)
G u =2
3 o
/ ‘i]y =Y l/u‘ =x y
Fic. 3-1

riferimento. Sia Q (xyz) un punto generico (fig. 3-1), P l'origine, e si as-
suma u=PQ; & u,=x, u,=y, u,=z, e quindi il prodotto

uXve= P11 X% -+ P,y ¥ + D5y 2° + 2p,, Xy + 2p1_3 XZ + 2p,, Yz

puo considerarsi come una funzione scalare del punto Q (xyz).
I1 luogo dei punti Q ove u X v=1, ha l'equazione

Pi1 X+ Pua ¥° + Pss 2° + 2Py, XY + 2Py XZ + 2D, yz =1 (12)

ed ¢ percid una quadrica di centro P (quadrica caratteristica del tensore
simmetrico). Cambiando riferimento, i nuovi coefficienti della quadrica
rappresentano le nuove componenti del tensore. Assumendo come assi
del riferimento gli assi della quadrica, la (3-12) diviene

Pt &+ P+ =1 a3

Esiste quindi un particolare riferimento £y ¢ per cui lé¢ componenti
con indice diverso del tensore si annullano; €7 ¢ sono gli assi principali
del tensore, e p; p,p; le componenti principali p,* del tensore. Assegnate
P: Pn Py il tensore & definito; infatti le sue componenti con riferimento ad
una qualsiasi altra terna P x'y z sono fornite da (3-9) - o

Ppu=2 a; a;, p,* (14)



CAP. III OMOGRAFIE VETTORIALI E TENSORI 119

dove i coseni direttori sono dati dallo specchietto

X y z
ayy a3 Q43
&, g 23
g g, 3, 33

Se il tensore & funzione del punto P, ad ogni punto corrisponde una
diversa quadrica principale. La quadrica (3-12) permette di rappresentare

il vettore v corrispondente ad u. Infatti, sia A il punto dove il vettore u

Nl

ci

N"

F1c. 3-2

taglia la quadrica (fig. 3-2); le coordinate di A (X, ¥a 24) sono proporzionali
alle componenti di u

X,=ku, .yAzkuy o z,=ku, .

T coseni direttori della normale n alla quadrica in A sono proporzio-
nali alle derivate parziali della (3-12) in A, e ciod a
2(Pyy X+ P12 Y + Pia2)
2(Pu X+ P2r Y + P2a 2)
2(Ps; X + Paz Y 1 Pss 2)

€ ancora a

2k (Py; Uy + Py Uy + Pya W)
2k (poy Ug + P2 Uy + Dag Uy)
2k (pal Uy + Pas U, ~+ Pss uz)
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e infine, per le (3-2), a
2kv,
2kwv,
2kv, .

Quindi la normale n alla quadrica in A (fig. 3-2) ha la stessa dire-

zione di v. ‘

Dalle (1-12) si trae che il vettore P, P avente origine in P, e termine
nel generico punto P dell’intorno di P,, di componenti xyz, ed il vet-
tore s'”, caratterizzante lo spostamento di P nella deformazione pura, di
componenti u'” v'” w'”, si corrispondono nella omografia vettoriale defi-
nita dal tensore della deformazione pura t,, di componenti

1 1
€x 9 T xy E‘ Y xz
1 1
3‘ Trx Ey '5' vz (15)
1 1
E sz ? Yy g,

simmetrico. Le (1-6) e (1-7) si traggono immediatamente dalle (3-9); cosi
pure la quadrica caratteristica del tensore (3-15), la cui equazione & for-
nita dalla (3-12), coincide con la quadrica 2F =41 di equazione (1-15).
Gli invarianti lineare, quadratico e cubico della deformazione non sono
che gli invarianti del tensore (3-15).
Analogamente, dalle (2-9) si osserva che il tensore (tensore delle ten-
sioni t,) simmetrico, di componenti

Ox Txy Txz
Tyx Gy Tyz (16)
Tax Tzy Ty

definisce I'omografia vettoriale tra il versore di componenti «, a, @, (nor-
male ad un generico elemento piano passante per P) ed il vettore t, di
componenti t,t,; t,,, tensione esercitantesi sul suddetto elemento piano.
Le (2-12) e (2-13) si traggono dalle (3-9), la quadrica (2-14) coincide con
la (3-12), gli invarianti (2-17) con quelli del tensore (3-16).
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Partendo dalle (3-9), o dalle (3-14), si dimostra la possibilita di rap-
presentare le componenti p’;, di un tensore, al variare della terna di rife-
rimento e in funzione delle componenti p,, rispetto ad una terna fissa,
attraverso dei cerchi; i cerchi di Mohr studiati al cap. IT non sono che la
particolarizzazione di questi per il tensore (3-16). Si estende il significato di
tensore definendo tensore di ordine n un insieme di 3" parametri; in tal
senso il tensore prima definito & di ordine 2, un vettore & un tensore di or-
dine 1, e uno scalare un tensore di ordine 0. Se le componenti di un tensore
t' di ordine 2 sono funzioni lineari omogenee delle componenti di un altro
tensore t” pur esso di ordine 2, la relazione tra t’ e t” impegna in generale
3* =281 parametri, e costituisce un tensore del 4° ordine. Si vedra che la
legge di Hooke postula appunto una dipendenza di tal genere tra le com-
ponenti di deformazione e di tensione; sorge cosi il cosiddetto temsore
elastico t, del 4° ordine.



