Capitoro VII

TRAVI PIANE AD ASSE CURVILINEO

43 — Generalita.

Nella costruzione di macchine & frequente I'impiego di travi plane il
cui asse presenta raggio di curvatura dello stesso ordine di grandezza delle
dimensioni della sezione trasver-
sale nella direzione del raggio
stesso. Lo studio di questi solidi
particolari dovrebbe a rigore es-
sere basato sulla teoria generale
dell’elasticitd, tuttavia in molti
casi & applicabile ad essi la teo-
ria delle travi, opportunamente
modificata. La relativa trattazio-
ne approssimata poggia sulle se- -

guenti ipotesi semplificative, in
veritd alquanto arbitrarie : i ”
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si ammette che le sezioni tra- z T
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sversali si conservino piane nel-
la deformazione ;

si prescinde dall’influenza del-
le deformazioni trasversali ;

VEXS
Fig. 112
si trascurano le tensioni tra-
sversali che in una trave curva accompagnano necessariamente quelle lon-
gitudinali. '
Prendiamo in esame il tronco elementare di trave situato fra le sezio-
ni S, S, ortogonali all’asse ed i cuij piani comprendono I'angolo deo (figu-
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ra 112). Supposta verificata la condizione dichiarata al n. 1 a proposito del-
le travi piane, le caratteristiche della sollecitazione sono, al pit, una coppia
flettente M, una forza normale centrata N ed un taglio T. In generale
percid la sezione S ruoterd nella deformazione, rispetto alla sezione S’, di
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Fig. 113

rallela alla precedente, di lunghezza:

un angolo Adeg, intor-
no ad un asse n ov-
viamenite normale al-
I’asse di sollecitazione
y, non passante per il
baricentro O .

Le fibre del tron-
co adagiate sulla super-
ficie cilindrica avcnte
I"asse di rotazione =
come generatrice, di
lunghezza :

dsn =17, ch = (7'0-'00) df{J y

conservano, per le ipo-
tesi fatte, 1nalterata
questa lunghezza, men-
tre ogni altra fibra pa-

ds = (r,+v)dy =ds, +vdyo=(r, +y)dy ,

subird la variazione:
Ads=vAds .

A questa corrispondono la dilatazione:

Ads v Ady
(340) T Tds T ratu
che, posto Ad(ci;P =w, r,+v=1r, pud scriversi:

e=wofr,

e conseguentemente, per la legge di Hooke, la tensione:

(341) g=Ewv/r,

variabile nella sezione con legge iperbolica.
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44 — Sollecitazione a flessione.

Supponiamo dapprima che le caratteristiche della sollecitazione si ri-
ducano al solo momento flettente M (fig. 113). L’equilibrio porta allora

alle equazioni :
.fch=o - [cvdA:lV[,
A : 4

le quali, per la (341), possono scriversi:

(342) fidAzo : Ew/idAzM.
ar Ja T

Se sostituiamo le corde b della sezione con le altre :

T
r

b

?

(343) oy =

otteniamo una nuova sezione, la prima trasformata, il cui elemento super-
ficiale generico ha 1’espressione :

"o

(344) dd’ = d4d .,
ed alla cui area:
(345) A=, [ 24
T
osservando che &:
o L_ 1 1 oy ¥ Y )
(346) e (1 Lid-Ly ),

pud darsi I’espressione:

(345") A'=](1—l+y—%-+....)dA.
. A

- T, Ti 7o

Con cid la prima delle (342) fornisce :

(347) fvdA’:O,
AI

la quale dichiara che I'asse neutro & baricentrico per la sezione trasformata,
mentre non lo era per la sezione effettiva. La proprietd ora dimostrata pud
essere utilizzata per la determinazione dell’asse n* e quindi della relativa
distanza r* di esso dall’asse di curvatura, (fig. 113); tuttavia basta per que-
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sto conoscere 1'area A’. Infatti dalla prima delle (342) si trae:

(348) /ﬂdAzfr_r” dA:A—r*/»@«:O,
Ja ¥ . a T Ja T
e, per la (345):
A—7r* 4 =0,
Yo
donde :
(349) "=

La seconda equazione d’equilibrio, introdotto il momento d’inerzia del-
la prima trasformata:

J = [vsz’ \
-l
diviene:
M = EJ w/r, ;

confrontando poi questa con la (341), si ottiene: -

, . Mr, v
(350) 0=

Le tensioni massime hanno cosi le espressioni:

(351) o — Mr, o v Mr, v

_—j'/_' r 9 G = J’ r ’

nelle quali »" e »”, nonché il momento M, vanno introdotti in valore e
segno, ' ed r” indicano i raggi di curvatura delle fibre corrispondenti agli
elementi pilt cimentati. In figura & rappresentato il diagramma delle ten-
sioni -riferito alla traccia stesssa del piano della sezione; esso & limitato
da un’tperbole equilatera avente gli asintoti:

v=—7r" (60=— o0) ,
LA (1= o) ,

rispettivamente coincidenti con la normale z, alla traccia della sezione e
con la parallela alla traccia stessa, situata alla distanza ¢ da essa. Ld de-
rivata della (380) rispetto a v:

do - ¥
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per v=0, fornisce:

(dc) ¢
d’U 1;:0— 7'* ’

la quale prova che la tangente al diagramma in corrispondenza del punto
D* di tensione nulla stacca sull’asintoto z, un segmento uguale a c.
Con riguardo alla (348) si pud porre il momento d’inerzia J' nella forma:

(382) J’=£’ﬁdA=L’v(r—r*)dA’zroj;vdA=Arovo ,
per cui la (351) divengono: |
7(350') | . a= Al‘f) —;’—

45 — Sollecitazione a forza normale.

Se la rotazione relativa A delle sezioni S ed S’ che limitano il tron-
co elementare di trave considerato al n. 43 avviene intorno ad un asse pas-
sante per il centro di curvatura, le fibre parallele all’asse del tronco su-
biscono tutte la stgssa:dilé,tazione:

_ Ady
e —_ 'd—cp' — m .
Gli elementi superficiali della sezione sono allora cimentati ugualmerte,

ed & ovviamente: -

-

N=ojdA=0A , M=cfydA=0;
A : A .
la sezione & dunque sollecitata esclusivamente a forma normale.

Le tensioni e le deformazioni valgono:

' N N
(353) = =g

a paritd di caratteristica della sollecitazione e di area della sezione tra-
sversale, sono cio® le stesse di quelle relative ad una trave ad esse rettilineo.

46 — BSollecitazione a forza normale eccentrica.

Il caso composto di sollecitazione a forza normale eccentrica pud esse-



— 132 —

re trattato mediante sovrapposizione delle due sollecitazioni che lo com-
pongono (fig. 114): '
la forza normale N baricentrica,
il momento flettente M=Ne.
La tensione totale sull’elemento generico della sezione sard allora:

N Mr, v
(354‘) GZGAV+ OAI:Z+TT’

ovvero, per la (350'):

N M v N( ev)
P _ 4V L4V .
(i) = + Av, r A 1+ v,r

in entrambe le ordinate ¢ (sempre misurate dall’asse di flessione n*, ora
distinto dall’asse neutro n), le carateristiche N ed M nonchd 1’eccentri-
citd e vanno introdotte in valore e segno.
Gli asintoti dell’iperbole che anche qui limita il diagramma delle ten-
sioni, sono ora:

% vV=—17"* (s=—0o0),

N Mr,
o =‘-7+~j,—~=cN+c (v="00);

il primo coincide ancora con I’as-
4 se di curvatura iniziale, 1’altro,

normale al precedente, dista dal-
la fondamentale del diagramma
di oy+ec.

Le tensioni massime si ot-
tengono dalla (384):

Fig. 114

(358) ;

La tensione sulla corda baricentrica (v=1,) vale:

g, = Oy + 0'Uo//"o ’
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e sull’asse di flessione:
c*=oy=N/A .

Sull’asse neutro, indicando con 7, il raggio di curvatura delle fibre corri-
spondenti (v=r,-—r*), avremo: ‘

¥
o,ﬁﬂ(prei—L):o,

A Tns
da cui:
er*
(3586) r, = Py .

Introducendo in quest’ultima le posizioni:

r,=1r*—q=1r*— 0%0, , e=p—v,= X0 -,

si ottiene:-
pq=r*v, = costante,

la quale dimostra che, i punti X ed 0, si corrispondono tn una involuzio-
ne avente il prodotto r* v, come modulo ed il bariceniro 0* della sezione
rasformata come centro.

Centro di sollecitazione ed asse neutro sono dunque legati da una rela-
zione di antipolaritd analoga a quella che sussiste nelle travi ad asse ret-
tilineo. N

47 — Sollecitazione al taglio.

Le tensioni tangenziali dovute ad un’eventuale forza tagliante T si pos-
sono calcolare ancora, in via di approssimazione, mediante la (302/I). Ri-
sultati pit attendibili si ottengono sostituendo al momento d’inerzia J ri-
spetto all’asse baricentrico, che figura in essa, I’espressione:

- (358) J,,,=J(TL)-
Sugli elementi della corda b, situata alla distanza r dall’asse di curvatura
avremo Ccosi :

TS,

(359) T = —C—TI Y

in cui S, & ancora il momento statico rispetto all’asse baricentrico n, di
una delle parti della sezione separate dalla corda b, .
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48 — Studio delle deformazioni.

Dicesi seconda trasformata della sezione la figura che si ottiene mol-
tiplicando' le larghezze b della sezione effettiva per il rapporto. r*:r, cid
che importa:

£ 3
a4 o, dv=p| L.
4 T

(360) dA” =

La figura cosi definita gode delle seguenti proprieta:

1°) é equivalente alla sezione effettiva. Dalla prima delle (342) si ha infatti:

(361) [%dA=f"_r'dA:,A—.r*[ili:A—A'f:o;
V| A JA

r r

29) il suo baricentro, come per la prima trasformata, appartiene all’asse di

- flessione n*. Infatti, come risulta dalla (344) e (360), gli elementi d4” sono

proporzionali a quelli d4’, essendo »*:7, la costante di proporzionalita.
Cid premesso, la seconda della (342), pud scriversi: '

(362) Emf”—dA: Eo f v —EC g
T r* r

avendo posto:
(363) J”=f vgdA”=f v(r —r)d4d” = r*ffvdA = Ar*v, (1) .
Arr A A

Una forza normale N passante per il punto O* produce una rotazione
della sezione intorno alla retta all’infinito del piano, cio& una pura trasla-
zione. In tal caso, essendo A ds=£k una costante, avremo le dilatazioni:

(364) ' E= ——=——,
e le tensioni: )

__k E_k B
C rfdo de  r dy

Ma D'equilibrio alla traslazione importa :
Ek ( d4  EkA”
N=[oas— Tk [dd_ BpA

(1) E facile provare che per r=r*, la (358) fornisce:

Tk =J (FFfre)? = T,
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siccheé la (364) pud scriversi:

N r*
EA” ¥iv &

e =
ed in corispondenza dell’asse di flessione (v=0):

(365) e* = N/E ’” '

La rotazione dovuta alla sola flessione scende direttamente dalla (362):

Adcp#A'dcp_u)_ M
(460) ds* ~ r'dy ¥ EJ7

‘ Per le ipotesi fatte i parametri dati dalle (365) e (366) caratterizzano
completamente la deformazione: a paritd di modulo elastico e di caratteri-
stiche della sollecitazione, sono gli stessi che st avrebbero per una trave ad
asse reltilineo avente per sezione la seconda trasformata.

*
C® %

Per le travi ad asse circolare si pud dedurre un’equazione differen-
ziale della linea elastica analoga a quella delle travi ad asse rettilineo.

Riferita la deformata -in coordinate polari r, ¢, la curvatura ba la
pspressione :

Y KLd 4
| 1 dy de?
(367) —_— = d 23/
¢ r2+(_i
_d@)

Indichiamo con 7 l'inflessione e sostituiamo nella
(376) r=7,47 trascurando le quantitd di second’or-
line in 7 ; avremo (fig. 118):

. dg'ﬂ d2.q K
1 T"o+27”o"]—"'o'_a—c;? B ro—{—?n—W <
¢

T R T R Fig. 115

ROy
l
1

L’aumento di curvatura dovuto alla deformazione & dunque:

. d2
T‘_I_—d—(g;—

o 1, rt3ryy
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e, trascurando 3r,v, rispetto ar?:

d™
N+ 5+
(368) E _— 2ch
P rO TO

Introdotti ora i momenti ausiliari:

M,, capace di dare alla trave ad asse rettilineo d’ugual sezione la cur-
vatura 1/p=M, /EJ, '

M, , capace d’annullare la curvatura iniziale 1/r,=M,/EJ,

il momento effettivo pud considerarsi idealmente risultante dalla differenza
M=M—M,.

La (368) si muta cosi nell’equazione cercata :

M“__(n dgn)_
(369) -\t

Se r, cresce oltre ogni limite, il primo termine tende a zero, ds si

confonde con dz e si ricade nell’equazione differenziale relativa alla trave
ad asse rettilineo.

49 — Casi particolari.

Applichiamo la teoria esposta ai casi particolari piti interessanti.

E sufficiente dare le formule per la determinazione dell’area 4’ della
prima trasformata; nota questa e determinato v, =r,—r*, potranno cal-
colarsi J' mediante la (352) e J” mediante la (363).

a) Sezione rettangolare. Dette h=2a 1'altezza ¢ b la larghezza della se-
zione, la (348) porge:

(370) A’zrob[ ar b,
./TI, 7‘ r
e la (345"):
. 1(fa\ 1 ({a\N 1 [a)\
(371) A—AP+?Eﬂ+?&ﬂ+?Gﬂ+~J'

b) Sezioni di ferri profilati. Per sezioni scomponibili in rettangoli come
quelle dei ferri profilati, avremo:

’
r;

2
7

(371") A =7r,3b1n

?
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" In particolai‘e per la sezione a doppio T, si ha (fig. 116a):

s

’ r /rI
(372) | A=, (b,1n —+bn T)

per la sezione doppio T (figura 116 b):

(373) Azro(b,lnr +b,1n +b31nr—f,).
¥, ”'2 r
J" r* z /-"l/" | rh 7
9 | 2
4 4
¥ i
1 : |
I
a e
| |
i 4]
I i
| . |
fe—— “_é,_‘ -~ é
! i
Fig. 116 Fig. 117

¢) Sezione trapezoidale isoscele. La larghezza della sezione all’ordinata
generica r vale (fig. 117):

(b,—b)(r' — 1)

b:b1+ 3

sicché avremo facilmente :

(374) . A’:%"— (r’bg—r”b,)h]%,——(bg—bl) .

Ponendo in questa espressione b, =0 si ottiene 1'area della trasforma-
ta per la sezione triangolare isoscele.

d) Sezione circolare o ellitiica. Indicando con a il semiasse della sezione
disteso nel piano del sistema, si ha dalla (345"):

(37) =4 {1+4i(—“-)+791_(—;‘—)+%(f)+]
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e) Sezione a corona circolare. Detli a, e a, i raggi rispettivamente interno
ed esterno, avremo analogamente al caso precedente :

‘ & 1 | 1{ay 1[(a\’ |
(376) 4~ 1= e @ [Z_(Z)'_!—_T‘}—(r—o)-,-"'_f

—a G ()

f) Sezione di forma qualunque. La determinazione di A’ si effettua gra-
ficamente, previo tracciamento della trasformata.



