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La funzione d’influenza ha pertanto la forma:
6B . 5 .
= [E(8—28)— 1"+ 3E(1—EYa’,
(222) -
—(—)‘E;,]—U =[x (8—2x)— 1| E+ 3w (1—a) ¥,
cui corrispondente la rappresentazione assonometrica della figura 80.
Analogamente per l'azione di coppie le stesse (221) applicate alle (62')
forniscono:

1 1 1 (4—38E—1
O’O———4——0 , CI—J——2——0 , Cg—g— P ’

1 1 1 1 4-3% .
a;+?_? 9 Cx—?—‘_i ’ C2+ 4 ‘__2'”“_ ’ CJ—&(I—E),
e quindi:

i BEJ 2 5
—Fi=2g(1-g)m+[(4—35)5—1]m ,
(223) -
’ 2 JfI/U 2 2. 2
L [(B+2x) " —1|5°4-2(0" + 20— 1) Ecx .

B) CARICHI CONCENTRATI.

Per un solo carico P applicando le (222) e derivando successivamente
rapporto a z=x/l, otteniamo al solito:

la linea elastica;

By =L 3[&2 <3-2@—1Jm3+3&<1—&>2w2§,
(R24) \
\ EJﬁz—l—JB‘l—g[m2(3—2w)—1]53+3m(1—w)2E2g,
le inclinazioni:
S/ EJ o= P; §[§2(3—2E)—1Jw2+2E(l—-Efm;,
(228) ’ o
\ EJ g = 5 3253w(1~w)+§2(1—m)(1—3w) s;

1 momenti flettenti:

M:-Pz; [E°(3—28)— 1]+ E(1—8) 2 ;
226 ‘
e ( M—— Pl &(1—20)— 82— 32) £
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i momenti d’incastro (x=0, z=1):
(RR7) M,=—-PIE1-8 , My=—PIE(1-¥;
il momento sotto il carico (x=E§):

(228) M,=2Plx’ (1 —ax);
i tagli:
(229) T=A=P%1—§“’(3—2E)E , T=—B=_ PgB—2§).

L’inflessione & massima (¢=0) per:

(o 2E(A-E _
w=g_pEa_gy (=12,
(230) |
we=m E=1/2,

Per il carico agente in mezzeria (E=1/2) si

Fig. 81
ottiene :
o Pr . P
(231-232)  Bly——c o' (3—dw) , BEly=—ga(l-2a),
(283-280) M= l@e-n 1=t

ne derivano la freccia:

Pl.?
(235) BI = g5

ed il momento flettente massimo assoluto (fig. 81):

Pl

(236) Me=—-M,—4

C) CARICO DISTRIBUITO.

Per il solito carico espresso dalla (79) e per le (222) la (66) fornisce:

(237) N =

oy 1F+ { ot @ n a* ]
EIh+8)htd) | krD)kt2 k41 kt2

da questa otteniamo successivamente :

- ay, IF1° [ (k+4)a™ 3w + ’
Y= RIEYa k19 | ki D(k12)  kE+1 k+z
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M= a, Ut (k+4) (E+3) a*+* B 62 . 9
B R+H L k+ D) (R+2) e Rk
f ZIH—! k-1
I == Gxgihss g g [FHHEHS 2 —6].

Per x=0 ed =1 le due ultime danno ordinatamente i momenti
d’incastro :

) 2(1/;0 lk+®
M, =— s
M= = Trottera
(238)
Ao @l (k+4)(k+3) 6 L2 ]
T k) k+4) L (k+D(k+2)  kE+1 T E+2)’

e le reazioni finite:

- 6Clzk lk+l ,
(k+1)(k+3)(k+4)
(239) e
— 'k 4 _
BT A (B8 — 6]

Il momento flettente & in grado di estremo alle ascisse per cui T=0,
cioe:

bt 3
(240) e

Analogamente & il grado di estremo l'inclinazione (flessi della defor-
mata) dove sia M=0, ossia alle ascisse individuate dalle radici della e-
quazione :

(241) (k+4) (k+3) @l — (k—2) @, + 2 (k+1) =0 .

Infine i massimi e minimi d’inflessione corrispondono a punti d’incli-
nazione nulla, le cui ascisse si determinano risolvendo l’altra equazione:

(242) (k+4) i+ — 3(k+2) 2, + 2 (k+1)=0 .

\

*
%* *

L'effetto di un carico distribuito secondo una legge parabolica arbi-
traria (fig. 76 a):
@

(243) _ p(‘g):a0+a,z+a222=l2(?~+%m—l—asz),
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pud essere studiato applicando la sovrapposizione degli effetti alla (237)
e seguenti. Avremo precisamente :

la linea elastica:

a,l* [ x* s X a, l’ (w‘“" a’ mg)

(%44 BIn=S (5 -+ 5 )+ 2 6 "z T3t
' a2le z° z° z

T30 (12 *?+4)’

1 momenti d’incastro:

/ _ (aolg a,l’ a2l*)
Mi=—=\—75"* 30 T60 )"
(245 8 z
a, I’ a,l a,l*
| MBz_( 15 T720 T30 )
e le reazioni:
/ a,l 3a,l’ a,l’
\ 4= tTe T
(246)
( B—a"l 7all 4agl3-
=5 Tt

In particolare ne derivano i risultati:

a) carico uniformemente ripartito (a,=p, a,=a,=0):

- — = = 112 e ____ll,

Dal confronto della (248) con la (23%) si deduce che se un carico unifor-
memente distribuito pl si concentra in un carico P nella mezzeria, si
oftiene una freccia doppia.

b) carico proporzionale all’ascissa (a,=%, ao=a2=0):
S L L
(251) Eln=Lto- (e —5+5)
__pt __pt
(282-283) M,= 26 , M, = 50’
(284-288) A—i l B——7— l;
20 Pt 20 B%5

DonaTo — Scienza delle Costruzioni - Parte IT 7
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¢) carico parabolico q(0) = a,{’ (@a=0&1—0, aQ—%)
’256) ET __M(is_£3+i2)
( =730 \1z 3 "4/’
[ b lE — pzlg
(257-258) M, —— L2 My =— L
_ bl 4 .
(259-260) A=t . B=—rpl;

d) carico parabolico simmelrico rispettivamente crescente e decrescente
verso la mezzeria (@, =p,, Fa,l=Fa, I'=4p,) (fig. 76 b, ¢):

4
(261) BJ 7= 10l80 [45 p, (&' — 20" + &) F 12p, (&' — B2’ + 5’ — )] ,
(262) f———1—(15 - 13 )
= 5760 BJ \"OPaT0Pe)
963-264) M, — M, —— (5 . ) YL (40 + 19 )
( - 4 - 60 pa— pO ] 0"960 pa—— Do) -

D) IMPERFEZIONI DEI VINCOLI.

L’effetto di imperfezioni dei vincoli caratterizzate da cedimenti ane-
lastici «, B, 7p assegnati, pud essere

zf% } : ' i i studiato imponendo alle (62) le rela-
7% tive condizioni (fig. 82):

N

‘ (V)g—0=10 ) (V)o—y = M5
: / } (V7)o = ) (v)g==—B
Fig. 82 . )
donde risultano le costanti:
1 v 1\,, EJa
(+5)E=0 (0 - F)e =T~
1\,  EJ . ‘f)B) » 1 EJ( 723)
(c+g)e-—F(ea—p-3%) . G-gp=T(a-p-27)

Sostituendo e semplificando avremo pertanto:
(265) nczl{(a——@—2nl—3)w3——(2a—[3—3%):172+am],

e successivamente :
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(266) go=3(a_p_2”l—f’)wﬂ_2(2a—5_3’7l_3)w+a,
o e 2 o) ofeor-s3h]
(R68) MA=—2TEJ(2a—B—3%§) , M,= 2?’3(25_ +3 "’JlB)
(269) -~ T—Ad——B—— 6;’3" (“_5_2%).

***

Al momento flettente nella sezione corrente di una trave soggetta ad
un carico uniforme ed i cui incastri di estremitd siano comunque imperfet-
i, pud darsi sempre la forma (fig. 83):

pe 4 - | - L
(R70)  My=M,+ 4, — 5 R l 5
Derivando, u.guag]iand(? a 7ero e risol- B N .
medo, ottenlamQ 'l’asclssa della sezione 4, 4 ?.’Zv
di momento massimo: ”
(271) 2*=Afp;
intro-dott.a poi guesta nella (270), si de- o) fjﬂ / 4
termina il massimo si;e'sso:2 2 N 4 B,
(R72) M,=M,+ .JA;p ¢ Fig. 83

Nei calcoli di stabilita si deve perd osservare che non sempre il massimo
cost determinato decide delle dimensioni della trave; pud darsi infatti che
in valore assoluto esso sia superato dai momenti d’incastro. Il proporzio-
namento deve percid eseguirsi per quello dei tre momenti M,, My, M.,
che ha il valore assoluto maggiore; la sezione dove tale massimo si verifica
si dice seztone pericolosa deila lrave.

I punti di momento nullo, flessi della linea elastica, sono individuati
dalle radici dell’equazione M, =0: ‘

(273) ( [/1+ 2M“-’)

Essi sono percid al massimo due, come prova anche il fatto che la curva
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by

funicolare limite della superficie semplice dei momenti & intersecata al

’ », ~ Mmassimo in due punti della retta di chiusa, D’al-
et /g“ tronde si pud anche osservare che tra due punti
y gjg di flesso consecutivi, caratterizzati, come si &
detto, dall’annullarsi della curvatura della linea
g \ / % elastica, deve trovarsi un punto di curvatura
\\ /»;Cj N massima, ossia, per l'equazione della flessione,
un punto di momento massimo; ma di tali punti
4‘\ di massimo intermedio non pud esservene che
\_ﬂ uno, quindi i flessi non possono essere piu di
i due. In particolare per la trave perfettamente
—_ incastrata (4=0,5 pl , M= - pl?/12) le formule

’ precedenti forniscono ordinatamente (fig. 84):

* —ml2
(974) g z¥=0,51 , M.=pl2/24 ,

5, =0,51(1+0,57).

33 — Il metodo analitico-grafico.

Una trave a momento d’inerzia variabile, incastrata agli estremi 4,
B, sia cimentata da un carico flettente
distribuito con ordinata p comunque va-

riabile con I'ascissa z, e da n carichi con- ) rm+
centrati (fig. 85 a). Ay e 27

Supposte assegnate le imperfezioni 4)
o, B, np dei vincoli, scegliamo come si- g ”,
stema principale la trave semplice con
appoggi di livello e procediamo alla de- '
terminazione dei momenti d’incastro i- ef /'lj\
perstatici M, ed M, (figz. 85b).

E evidente che, noti questi, si potra &
determinare lo stato reale di tensione e

di deformazione partendo dal sistema 2) T A
principale e sovrapponendo gli effetti: M

del carico assegnato (fig. 85 ¢); e ;
del momento M, (fig. 85d); o ¢ s 4

del momento M, (fig. 85¢); M
del cedimento relativo v, (fig. 85f) :

i momenti M, ed M, possono infatti ri- 2 : Z 1%
guardarsi come coppie esterne applicate
alle sezioni estreme della trave semplice. Fig. 85
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Tale sovrapposizione pud applicarsi in particolare alla ricerca delle
rotazione delle sezioni estreme della trave. Per la sezione A, ad esempio,
la somma algebrica delle rotazioni «*, a,, oy, dovute ordinatamente all'a-
zione separata delle tre condizioni di carico dichiarate, e della rotazione o,
dovuta al dislivello degli appoggi, deve essere uguale alla rotazione a asse-
gnata che la sezione subisce nel sistema effettivo; deve cioé risultare:

(278) a=o,+ 0, + &g+ t¢;
-e similmente, con i simboli della figura:

(275') B=Bs+BA+BB+ﬁC-

Si possono calcolare i singoli contributi — per esempio della rotazio-
ne o — utilizzando il corollario di Mohr. Al-
l'uvopo bisognerd costruire il diagramma del
momento flettente corrispondente a ciascuna
condizione di carico e dedurre da esso il dia-
gramma delle curvature dividendone le ordi-
nate per il prodotto EJ: la reazione dell’ap-
poggio A della trave semplice AB supposta
idealmente caricata da quest’ultimo diagram-
ma ¢ la rotazione parziale cercata.

Per la prima condizione, detto M,/EJ,%
la corrispondente curvatura, la reazione de,
dell’appoggio A dovuta all’elemento di carico
ideale (M,/EJ,¥)dz vale (fig. 86 a):

M,

1 o
das:-l—ng 'S‘ zdz,

talché, integrando fra 0 ed I, si ottiene:

1 ‘M,
(276) as=m[—&—z dz .

Per la seconda condizione di carico, ossia per la trave semplice cimen-
tata dal momento M ,, detto M ,, il momento nella sezione generica, M ,/EJ,¥
la corrispondente curvatura, avremo (fig. 86 b):

1 ll‘/IAO 7
“A=ZEJO£ 5 2 dz .
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Analogamente per la terza condizione di carico, cio® per la trave sem-
plice cimentata dal momento My (ﬁg 86 ¢), si ottlene

1 g MBO V)
“B=1EJ0[ 3 2 4.

Il cedimento relativo 7, da infine luogo al contributo (fiz. 85):

[

!

op=

Sostituendo ora le rotazioni parziali trovate nella (27%), questa diviene:

M,, o 1 lMBo p VJB)
%= EJ(EJOaS—i— / dz + l& #ds+ BJ, -

e successivamente, osservando che:

MAG=l‘fA Z’ ’ b) MBo=l‘l[Cz)
anche:

1 M, [t M, ez Ny
(277) a—E—JO[EJOaS—l— 12£ ezt 1] o+ BT,

Si costruisca ora il diagramma del peso elastico della trave, le cui
ordinate 1/&, portate a partire da una fonda-
mentale arbitraria A, B, sulle verticali delle
singole sezioni, misurano il reciproco della
flesso-rigidezza EJ (fig. 87).

Al peso elastico dell’elemento di trave
compreso fra le ascisse z e z4 dz e di momento
di inerzia J, che ha ['espressione:

Fig. 87 duo — Lf‘l}z ,

corrisponde l'area elementare di diagramma compresa fra le due verticali
definite dalle ascisse stesse. I prodotti:

potranno allora interpretarsi rispettivamente come il momento d’inerzia
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rispetto alla verticale di B ed il momento centrifugo rispetto alle verticali
di 4 e B del suddetto peso elastico elementare. Indicando con d,, 12 il primo

e con © 12 il secondo di questi momenti per I'intera campata AB, avremo:

(278) g _1 [, 0= L[ 4.
B—lzn ) 2 3 —?0_—_&— 25

ed & facile arguire come i metodi della geometria delle masse possano servire
a determinarli operando graficamente sul diagramma del peso elastico.

Con le notazioni ultime introdotte la (277) diviene:

. 1 UK
(279) a_as+_EI(MA§B+MB@)+ ;

1 (' ‘
Simmetricamente, posto o, = G f 5 dz e osservando che & Bo= - ag, Sl

ottiene per l'incastro B:

1
(279') B=6S+E—J(MBS7A+MA@)— 1o

Le (279) sono le equazioni di elasticitdh che permettono di determinare
le due incognite iperstatiche:

(M, —— 7%%( +2)d, (BS+B)@——%%’—(JA+@)f,
(279" 5
'MB——JJLJ_—;(B +8) Tum a+oc)@+i;—b‘—(JB+@)§,

una volta calcolate, mediante la (276) e la simmetrica per l’estremo B,
le sezioni degli appoggi «, e B, della trave semplice idealmente caricata
dalle curvature, reazioni dipendenti dal carico effettivo e che percid diconsi
termint di carico.

Se la trave & prismatica, & J=J,=cost, ¥ =1 ; ponendo allora:

I ol
(280) A*z%fMoz’dz , B*=_;-/Mzdz,
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ed osservando che &:

, ! !
S B = -'l-lmfz’gdz—— ; zgdzH—I—l
281
( ) ’ 1 1 ) 1 4
\ N Oz dzzl—z i (l—2)dz=—-1,
si ottiene:
[ _ 4 ! Nz
a_ﬁ“‘i— 6 E.J (2MA+MB)+ ?
(282)
BB o L on oy _ e
\ " EJ T 6EJ . 4 U’
donde :
— 2 * * B
gag_-712A —B._EJ@a—ﬁ—g—TJ ,
(282")
{ﬂ@=—~%¢2B*—A*-EJ@B ?)!:

A* e B*, che tengono il luogo dei termini di carico, sono evidentemente
le reazioni degli appoggi della trave semplice idealmente caricata dai mo-
menti dovuti al carico effettivo, ossia dalla superficie semplice dei momenti.

E ovvio che le formule precedenti scritte per z=f=1v,;=0 forniscono le
iperstatiche per la trave perfettamente incastrata, mentre per o,=3,=0
ovvero per A*=B*=( danno i momenti d’incastro dovuti alle sole imper-
fezioni dei vincoli.

E chiaro altresi come, noti M, e M, si possano, col solo ausilio delle
equazioni della statica, determinare le reazioni finite 4 e B degli appoggi.

In particolare per la trave semplicemente iperstatica incastrata in A
e poggiata in B, la prima delle (279") fornisce:

MAgH Ul
=ttt
da cui:
DA A
(R79") MA——-VJB—[O(S @ ———
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e per 1 vincoli perfetti:

(279""") My = — B
Iy
Analogamente per la trave prismatica dalla prima delle (282’) otterremo :
o we S (o)
¢ in assenza di cedimenti:
(282'"") M,—— 3;4* .

34 — Trave continua.

La trave continua, si & gid detto, presenta tante indeterminazioni quanti
sono 1 suoi appoggi intermedi; una o due altre indeterminazioni si aggiun-
gono se uno solo od entrambi
gli estremi della trave sono
incastrati. Supposti per ora
gli estremi appoggiati, se so-
no in numero di n gli appog-
gi intermedi, la trave & n vol- RS 47, "
te iperstatica. \/ﬁ\/—z "

Assumeremo, anche in o
questa trattazione, i momenti ¢) ’f’r?M” 1,
sugli appoggi come incognite "
iperstatiche, ossia un sistema

principale costituito da n+1 4
travi semplici tra loro indi- ‘ ZLgh

pendenti. Una. campata qua- /\
\”m—.

&[;”_ n QCM_ A[m 7

Ser
&
3

lunque della trave effettiva si

' . é‘) . « ”mor
comporta invece come una
trave imperfettamente inca- /# - -
. 7o Ve Yooy A
strata, per azione delle cam-
pate adiacenti che ne ostaco- Fig. 89

lano la libera deformazione.
Prendiamo in esame le campate m™* ed (m + 1)"* del sistema principale,

ciod le due travi semplici di luct 1,,, I.,, ed assoggettiamole ordinatamente
(fig. 88): ‘
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al carico effettivo;

al momenti iperstatici M,,_, ed M,, rispettivamente nelle sezioni C,,_, e C,,
della campata di luce I,

al momenti iperstatici M ed M, ., rispettivamente in quelle Cne Cuy,
della campata di luce -

agli spostamenti rigidi corrispondenti ai cedimenti relativi An™ =, +
~ Nm-1 © An(1'l+1) =Tmy1~ Mm (ﬁg 88 f)
Le due campate perverranno cosi alla configurazione deformata propria
del sistema effettivo. In particolare, secondo le (281), la sezione C,, estrema
di destra della campata, subira la rotazione :

1 ) (m)) Ay
(m)
(283) B, = B! + 7 ( i+ M,,_, @ .

essendo 3¢ la reazione di destra della campata m™e riguardata come tra-
ve semplice caricata dal diagramma avente le ordinate M s[¥EJ, (fig. 88b).
Similmente la stessa sezione C, , considerata come estremo dj sinistra della
campata di destra, subisce la rotazione: :

(283") Oy, = a0 Ef, (Mm A Mm+,@"’+’)) lA” -
0 m--1
essendo 2{"*" la reazione di sinistra della (m+ 1)™ riguardata come trave
semplice caricata dal diagramma avente le ordinate M9 /S EJ, .
Poiché in corrispondenza di C,, la linea elastica della trave continua
ammetie un’'unica tangente, anche la rotazione della
%”K corrispondente sezione deve essere unica (fig. 89);
deve in altri termini essere nulla la rotazione rela-
tiva tra la sezione C,, considerata appartenente alla
campata di sinistra e la stessa sezione considerata
~appartenente alla campata di destra, condizione
questa che & soddisfatta quando gli angoli 8, e %my 1 SONO uguali ed opposti.
L’equazione di elasticitd relativa all’appoggio m™ della trave ha per-
tanto la forma sintetica :

Pig. 89

(284) | CIE—

Avuto riguardo alle (283) e posto: _
1 [tm ppom

/
B, = EJ, ol =0 —5—zdz

(285) Z Mmtn
; 1 mt1 m--1
am+1 = EJO ﬁ§m+ V= [ T ’

m+1
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essa si traduce nell’ equazione dei tre momenti:

(286) " Myt (T + ") Myt €7 b, = —

(1) (1)
- (CcBm + @m-Jm) + EJ ( AZ) - AZI ) "
' m -1

Se il momento d’inerzia, pur variando da campata a campata, conserva

nella campata generica il valore costante J,=&J,, tenendo presenti le (2€1)
dovremo porre:

(m) — J;) lm : )‘m B . 0‘7(”’+’ _ Jo lm+1 _ )‘m+1 ,
k e J m 3 " ‘Tm—H 3 3
(287) !
( @(m) . Jo lm _ kfm @("’+’) o Jo lm+1 o k'm{—f
\ J., 6 6 ’ T, 66

mentre, in base alle (285), i termini di carico valgono :

A J, X
(288) 06/3 O B* = ‘m B?:z s am—l—t = 2 LH—I = & Am—H y
m lm Jm+1 l'm—}—z

L’equazione dei tre momenti diviene cosi:

(289) lm Mm—t + 2Mm ()‘m + )‘m+1) + )'m+1 Mm+1 = -
PN A A A
_ 6 (B::, m _+_ Am—H m-+1 ) + 6 cho ( nm . nerz ) .
]’m+1 lm lm+1

Se infine il momento d’inerzia & costante per tutta la trave ed ugusie
aJ,, dovremo porre: Jo+J. a=d=Je conseguentemente =l dnai=lny 1
La (289) si muta allora nell’equazione di Bertot-Clapeyron:

(290) | lm Mm—1 + 2Mm (lm + lm—i—l) + lm—H Mm+1 - (B;};z + Am—H) +

+6EJ( AVJm _ Anm—{q ) .

lm lm«H

Di equazioni come la (286), la (289) ovvero la (290), a seconda dei
casi cui si riferiscono, possiamo scriverne tante quanti sono gli appoggi
intermedi, ciascuna contenente in generale tre incognite, cio® i momenti
su tre appoggi consecutivi. La prima e D'ultima equazione contengono
perd due soli momenti incogniti, qualunque siano le condizioni di vincolo
di estremit.
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Infatti, per appoggio semplice in 4, dovremo porre M,=0, percid
I’equazione relativa al primo appoggio intermedio €, diviene (fig. 90¢):

() 2(L+L)M+1L M, _—6(B*+A*)+6EJ(A;“ "‘Azi);

analogamente, per 1’appoggio semplice in B, & Mz=0 e conseguentemente :

(201) LM+ 2(L+ by ) M, = — (B} + 47 +,)+6EJ(A1”"— zAn)
n n-41

Se I'appoggio 4 & preceduto da uno shalzo ed indichiamo con p, il

S

A Q (

+—/—f-1/7! ——w _\?*L[ —+—/m,_+
A

\
"'llﬂlllv"“
mmmy b
A( &(‘ ?/7.7"/0 %Cf;[;’ ~ % _+_ 7

l
fot T bt —
é)+ ‘MZ /WZ -7

/2 L/ / :
e Ay s

Fig. 90

momento d’incastro della mensola A4, ovviamente staticamente determi-
nato, porremo M ,=p,, donde (fig. 90b):

Ay, Am),
l l, /7

(292) l,pA+2(l,—|—lz)M,-|—ZEME=—6(B’,"+AZ‘)+6‘EJ(

in modo analogo, se 'appoggio B & seguito da uno sbalzo, avremo:

(292) LMy + 2 (b + ) My + Doy = — 6 (B + A%) +
' An,  Anp )
+6 BT ( e - ).

Se l'estremo A & incastrato, il sistema presenta in pit I'iperstatica
M,, ma pud ottenersi subito la relativa equazione ove si consideri sosti-
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tuito l'incastro con due appoggi 4,4’ comprendenti una campata infini-
tesima (fig. 91a). Per questa e per la successiva di luce [, sussiste allora
un’equazione analoga alla (291) e precisamente:

(293) 2l,MA+l,M,=—6AT+6EJ(a__ Al’”h).

Naturalmente l’equazione relativa all’appoggio C, assume la forma
ricorrente, contiene cioé le tre incognite M, M, , M, .
In modo analogo se & incastrato 1’estremo B, all’appoggio C, compete

la penultima equazione, contenente le incognite M,_,, M,, M, mentre
I'ultima, relativa all’incastro & (fig. 91 b):

A7y,

byts

(293") ln+,Mn+2l%,MH:—6B:+,+6EJ( +a).

E chiaro altresi che le ‘rotazioni anelastiche o e B debbono considerarsi
assegnate insieme con le altre imperfe-

zioni vincolari. A
. . . vz .
In ogni caso le equazioni sono nel R “
. . * i i z £
numero stesso dei momenti incogniti, 5) ’
siccheé questi sono univocamente deter- ~ =iy T

minati. ‘ G by

Noti i momenti iperstatici, si puo di-
segnare il diagramma dei momenti flet-
tenti tracciando dapprimale superfici semplici dei momenti per ogni cam-
pata, portando poi in corrispondenza degli appoggi i momenti determinati
e completando infine il diagramma con le rette di chiusa relative a ciascuna
campata (fig. 90).

Fig. 91

35 — Determinazione dei termini di carico in casi particolari.

L’applicazione spedita del metodo analitico grafico richiede la cono-
scenza delle quantith 4* e B*. Conviene

'_L{ = - pertanto darne le espressioni per le condi-
u . . - . Y -
A £ +5  zioni di carico che pit frequentemente ri-
e _,;_12 %5* COITONO,

Fig. 92 a) carico uniformemente ripartito totale.

Il carico ideale complessivo vale 'area del
segmento di parabola avente freccia pl’/8 e corda uguale alla luce ! della
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campata (fig. 92):

2 r 1 e

3 Pyt I P
le reazioni degli appoggi, uguali per simmetria alla metd del suddetto carico
ideale, sono:

1
A = B — 3 )
(294) Y pl
Se allora le campate m™ ed (m+ 1)* di una trave continua sono uni-
formemente caricate rispettivamente con carichi di intensitd p,, e pn,,, do-
vremo porre al 2° membro della relativa equazione dei tre momenti:

1 1 ;
Bj:; = g Pm lfn ’ A:;1+1 = g Pongs lfwi—{—x s

sicché raggruppando i termini di carico nella (209) si ottiene:
£ * 1 ‘ & 3
(295) — B (Bm + Am+1) = T (pm lm + Pt lm+z) .

b) carico concentrato. La superficie semplice dei momenti & ovviamente
un triangolo col vertice sulla verticale del carico ed il momento in corri-
spondenza di questo, ossia l’altezza del
triangolo superficie semplice dei momenti,
vale (fig. 93):

b A
1 Pab
e L Mco = ] -
}
/ A Il carico di cui si deve idealmente supporre
caricata la trave per determinare le reazio-
L F8-4) ni A* e B* & quindi:
A ! Pba |  Pha
Fig. 93 F=Mog=—7"5 "3

Se d ed s sono le distanze dalle verticali degli appoggi del baricentro del
triangolo, dove puo considerarsi applicata la risultante P del carico, avremo :

A*=F% o
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ma é:

d=b-T(b—5)=F040 . s—ar2(lod)-Liary;

dunque, sostituendo:

_Pba 1 (b+l) _ Ph(r—b)

* -
4 2 2 1 61 ’
(R96)
B — Pba 1 (a+1) Pa(l'—a’)
\ 23 1 61 ’

in particolare per il carico P in mezzeria :
(296") : A*=B*=Pl/16.

Nel caso di due campate consecutive di trave continua nelle condi-
zioni della fig. 94, applicando le formule precedenti, troviamo:

/ B* P’m d’m (lz 2 ) ‘f“d | /fg é //;34/
m T oy b — Q) d e ¥ /774-“7_*
297 s Ol = C zs
(“ ) ) l m-7 l 777 J Ter
’ * P, M--1 bm+r 2 2 ’ /m ‘ //77+ ’ 1
\ Am—}-z =y (lm—|—1 bm+1) . :
A 61y, Fig. 94

Se poi P, & 1'i™ di una serie di r carichi tutti applicati alla campata m™?,
Py, I'j™ d'un’altra serie di s carichi applicati alla campata (m+ 1), per
la sovrapposizione degli effetti avremo:

"
B;Fn =7 2 Pmi gy (lfn - a’fnt') 5

D
S
3
i

B 1 - s

¥ 2 2

mttr = 61 2 Pm-|—1,jbm+1,j (lm+1 - bert,j) .
mtt J=1

raggruppando i termini di carico al secondo membro della (290) si ottiene
dunque:

l

(298) —6(B, + 45,
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Naturalmente se le due campate contigue all’appoggio C,, sono gravate
ad un tempo da forze ripartite e concentrate, si possono dedurre i termini
come somma, di quelli corrispondenti separatamente alle due specie di carico.

¢) due carichi concentrati simmetrici (fig. 95 a):

Pab .
2

(299) A*= B =

d) azione di una coppia. Con le notazioni della figura 95 b si ottiene
facilmente :
p.0/2 -

F=—7ar » &=

e conseguentemente, in accordo con le (122'):

(300)

e) Due coppie simmetriche. Dalle (300) si deduce immediatamente
(fig. 95 ¢):

x_pgr— " (a_
(301) A*=B* =L (- b,

f) Carico uniforme parziale. La superficie semplice dei momenti coin-
cide con quella triangolare relativa al carico concentrato P=pi, a meno
dell’area (fig. 95d):

1., Px_ p¥

Fo=-—g4t-5 24

Poiché a questa competono i contributi:

F,b  p¥ 5
I 241 ’

Foa _ p»

* _ *‘= "
~ 4= Bi=——=—217 %
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indicando con 4,*, B,* i termini di carico corrispondenti al carico concentrato
P, tenendo presenti le (296) ed applican-

do la sovrapposizione degli effetti, otte- Y, A
. Y ] =
niamo : 4 Ve +
2) o —4 )
i * A% PAb 2 _ 7.2 2 4" /D
A= a5 =L 3 -1, T % /
(302) , o
% Ik E p a 2 2 w4
\B—B, Bl = oIl [£(F-a7)=27]. -»—a‘; y -
4
In particolare per un carico simme- é) 7 /3
trico adiacente alla mezzeria si trae Jr .
(fig. 9% e): | J77 . %4
4]
)
303 x__pe__ P Y £
(303) AB48(3Z 2 . /
o) =D
g) Due tratti di carico uniforme sim- ‘f"f t =
metrici. Dalle (302) si ottiene fauilmente ’ +—A —
(fig. 95): 4
~+—d — 6 1+
*_. % p)L 2 09 % !
(304) A*=B*"= o (12ab—A%.
In particolare per carichi adiacenti agli /%I'
appoggi (a=1/2, b=1-1/3, fig. 9 g): Wﬂﬁmﬂﬂmﬂ}g J
_/]
: J 1 _ 1 -
(308) A*—B'— 11’; (£1—23) . i %
IIIIIIIHHHHH/I HIHHhHHM[rt/7
. THA— A T
36 — Forze taglianti nelle travi con- 2l 7d
tinue. [TH i
, /4 TR

Il diagramma del taglio d'una trave " Fig. 95
continua potrebbe ottenersi derivando
quello dei momenti flettenti; & perd preferibile dedurlo per integrazione del
diagramma di carico, cid che richiede la conoscenza delle costanti di inte-
grazione, ossia delle forze taglianti nelle sezioni adiacenti agli appoggi.

Immaginiamo di isolare la campata (m+ 1) con due tagli: uno imme-
diatamente a destra dell’appoggio C, , l'altro immediatamente a sinistra
dell’appoggio Cn., (fig. 96). L'equilibrio della campata isolata pud ripri-

Donato — Scienza delle Costruzioni - Parte II 8
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stinarsi applicando alle faccie dei tagli le corrispondenti caratteristiche
della sollecitazione e cioe:

per la sezione a sinistra, una forza tagliante T°, ed un momento M,

uguale a quello che agiva sull’appoggio in-
finitamente vicino;

vﬂliﬂﬂ///_fh ™ per la sezione a destra, una forza taglian-
, ! | e te T, , ed un momento flettente M,,,, u-
/;Lw /mjf?m», _jf"’ guale a quello' della sezione Sull’appoggio
Chys-
Fig. 96

Detto in valore e segno @ﬁmﬂ il mo-
mento dei carichi insistenti nella campata
(m+ 1)y rispetto alla verticale dell’appoggio C,..,, l'equilibrio alla rota-
zione della porzione considerata porta all’equazione:

Mm + Tw;e l:n+z + @7Zm+z = Mm+1 ’
donde:

(306) 7 Mo =M My,

lm-i—t Z"m—l—z

Similmente, se R, , ¢ la risultante dei carichi insistenti nella campata
in esame, positiva se diretta verso il basso, 'equilibrio
alla traslazione verticale importa:

7l | 7

(307 ! 111:! - Rm+1 = );cl+1 . ‘
C/?Z

Per calcolare infine la reazione dell’appoggio C,, Fig. 97

basterd esprimere 1’equilibrio alla traslazione verticale
di un tronco infinitesimo di trave intorno dell’appoggio (fig. 97):

, T,=T,+C,,
da cui: )

(308) C.=T,-T,,

dove T,, e T, sidevono introdurre coi loro segni.

37 — Influenza del taglio sulla deformazione.

Nella teoria delle travi inflesse viene ordinariamente trascurata 1'in-
fluenza del taglio sulla deformazione, cid che in generale & lecito, data
la piccolezza delle deformazioni dovute a questa sollecitazione rispetto a
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quelle flessionali. Vediamo ora come si possa tener conto di questa in-
fluenza ricorrendo al consueto artificio di separare idealmente il taglio dalla
flessione da cui & invece necessariamente accompagnato; ricerchiamo ciod
la linea elastica dovuta unicamente al taglio; ottenuta questa potremo som-
marne le ordinate a quelle della flessione e dedurre cosi la deformata dovuta
alla presenza simultanea delle due sollecitazioni.

Nello studio approssimato della sollecitazione a flessione e taglio ab-
biamo ottenuta la freccia del cilindro di Saint-Venant come somma della
freccia f; corrispondente alla flessione e di quella:

T,
~“XT4G

(309) f :
che avevamo attribuito al taglio.
L'estensione alle travi dei risultati del problema allora studiato porta
ora a valutare mediante la:
T, dz
1G4,

(310) d,= ’
discendente in modo diretto dalla (219), il cedimento relativo fra due se-
zioni trasversali che limitano un tronco elementare di lunghezza dz, lun-
go il quale il taglio si possa ritenere costante ed uguale T, .

La (310), ovvero la:
dT]s _ Tx
dz ‘G4, ’

permette di calcolare le inclinazioni della linea elastica dovute al taglio;
integrandola, si deduce il contributo dovuto a questa sollecitazione:

(311) n,,:f x%dwcf

Studieremo qui appresso i casi particolari pill interessanti.

a) Trave appoggiata agli estremi ed uniformemente caricata (fig. 98 a).
Supposta la trave prismatica ed omogenea, la (311) diviene:

(311°)y . , n,:ﬁl T,dz+C,

e ricordando che &:
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Se gli appoggi sono rigidi, con (v,),_,=0 & C=0 e quindi:

X 2z’
(312) "Jn=m‘1’2—’
da cui, per z=2z'=0,51:
: _ X pF
(313) =i o
Ricordando la (135), avremo:
Lp —l2
o GA 384 E J E(_p_)s

(314) f, 3 5 plI* 40 X? Ar = 96X G \1

384 EJ

In particolare per m=4 (E/G=5/2) e per una trave a sezione rettan-
golare di altezza h (x=6/5, o*=h*/12) si

f// 7 ] ottiene :
4 /2 , V] C o ( h )2'
d} z .} Z z (314: ) f—l = 2,4 T s
’zl/_ \ infine per h=1/10:
- > y f./1=0,024,
2 - 2
\ K ossia un incremento di freccia del 29

circa.

— 6 f Per un profilato normale a doppio
2. T n®60 (E/G=5/2 , x=~2/4 , */h*=
¢ A / F =585/3600=~0,162), avremo invece :
- + 2
ANEEm D . PP
_ Ay fi !
_x
pie o e per h:l=1/10:
ig.
f?/f1=0’09 5

contributo piu che triplo di quello trovato per la sezione rettangolare.

b) Trave wncastrata agl estremi ed umiformemente caricata. Il dia-
gramma del taglio non differisce ora da quello relativo al caso preceden-
te: la freccia f,  percid espressa ancora dalla (313). Dalla (248) la f, risulta
invece cinque volte minore di quella che lo stesso carico produrrebbe
se la trave fosse appoggiata: avremo quindi:

f2 E

(313) fzﬁx?(Tp)z,

cioé un rapporto f,/f; quintuplo di quello espresso dalla (314).
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I contributi percentuali trovati nel caso precedente si elevano ora al
129 per la trave a sezione rettangolare ed al 489 per la trave a doppio
T del n° 60.

¢) Trave appoggiata agli estremi, soggetta ad un carico concentralo
(fig. 98 b). '

Se il carico agisce all’ascissa {=a, il taglio alla sinistra della sezione
caricata & costante ed uguale alla reazione dell’appoggio 4 :

T=A=Pb/l.

Per la (311) I'ordinata sotto il carico della deformata dovuta al taglio

vale :

_ X g % Pab
e=gx 1=G1 T

e, se il carico agisce in mezzeria (a=b=0,51):

X Pl

(316) =1 7

In quest’ultimo caso, ricordando la (128), si otfiene:

fo _ 0y B ( 0 )

(317) r = 12X a\T )

I'influenza del taglio & quindi pit accentuata per carichi concentrati.
Nei casi particolare gia considerati, avremo:

f:/{;=0,03 per la trave a sezione rettangolare,
fo/f;=0,12 per il profilato normale a doppio T n° 60.

d) Trave incastrata, soggetta ad un carico concenirato.

Per un carico agente in mezzeria il diagramma del taglio coincide con
quello corrispondente alla trave semplice cimentata allo stesso modo e
percio la freccia di taglio & ancora espressa dalla (316). La freccia dovuta
alla flessione, come risulta dalle (228), vale un quarto di quella corrispon-
dente alla trave appoggiata. Ne deriva un rapporto:

i _ P )
(318) 7 _48x(T
quadruplo di quello relativo al caso precedente. Nei soliti casi particolari
avremo :
f/f;=0,12 per la trave a sezione rettangolare,
f:/f:=0,48 per il profilato normale a doppio T n° 60.
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Dalle precedenti considerazioni emerge che Iinfluenza del taglio
dipende :

dal fattore di taglio: & pil marcata nelle travi profilate, per le quali il
fattore % & di solito superiore a 2 ;

dal rapporto tra il raggio d'inerzia disteso sull’asse di sollecitazione e la
luce della lrave : la risentono in maggior misura le travi tozze ;

dalle condizioni di vincolo: & pit accentuata nelle travi incastrate nonche
nelle travi continue, le cui campate si comportano come travi piti o0 meno
imperfettamente incastrate.

Dobbiamo infine osservare che, trascurando le deformazioni dovute al
taglio, si commette un errore pitt 0 meno sensibile anche nella valutazione
delle incognite iperstatiche delle travi indeterminate, il cui calcolo & noto-
riamente legato alle deformazioni elastiche. Vedremo a suo tempo come
questa valutazione possa essere fatta con metodi pit rigorosi.

I vincoli teorici delle travi si realizzano in pratica assai imperfettamente..

Sia ’appoggio mobile, sia quello fisso, vengono ottenuti per lo pin

posando senz’altro la trave sul sostegno, talvolta con

2 | U'interposizione di piastre metalliche o di conci di pietra
] dura. L’azione esercitata dalla trave, staticamente inde-
% ! terminata, non pud essere calcolata facilmente, data 1’in-
b7 certezza sulle proprietd elastiche dei materiali a contatto.

Nel caso d’un appoggio semplice per lo pil si am-
mette : »

nel calcolo dell’appoggio, che la pressione si distribui-
sca secondo un diagramma lineare (fig. 99). Detta 4 la
reazione d’appoggio, b e X le dimensioni della superficie
di contatto, la pressione massima al margine libero di
questa vale allora :

o 24
hﬂﬂﬂm: (319) Ga—b—l,

Fig. 99 nel calcolo della trave si suppone invece, prudenzial-
mente, che la reazione d’appoggio sia distribuita uni-

formemente, sicché agisca nel baricentro della superficie di contatto.
Se anziché d’un appoggio di estremitd si tratta d'un appoggio inter-
medio, si ammette una distribuzione lineare simmetrica (fig. 100); la rea-
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zione C passa allora per il centro dell’appoggio e la (319) conserva la sua
validitd (C=A4).
Se ’appoggio & fisso, si suppone ripartita secon-
do un diagramma triangolare anche la componente |
assiale della reazione (fig. 101). )
L’incastro si realizza immorsando la trave nel pie- P 7
dritto per un tratto di conveniente lunghezza (fig. 102). i —
Detto P, il peso soprastante, posto P,=P,+ 4 ed am- . B
messa una legge di distribuzione triangolare per en- | {
trambe queste forze sulle rispettive aree di ripartizio- [ S
ne, le pressioni massime valgono: I 4 T

. 2P, 2P,
(320) o, = e s G, = bl: 3 Fig. 100

ed il momento che l'incastro pud assorbire:

2 '
é% ' !
A _: (321) MAtPS 11——2_))*—(>\s+)\,‘) .
A
)WIH]]Mﬁﬂ Per x=3,=2,, avremo (fig. 102b):

Fig. 101 (922) cs=2b_€)s_ , o,.=if" , ILL;:I;S)' :
Se M, & il momento d’incastro della trave, la sta-
bilitd richiede anzitutto: : ¥
S
M, <M, : 3 Hlﬁmmml__
4 8 7= A
inoltre la maggiore delle pressioni s, e s, non deve ol- é) P o
trepassare il minore dei carichi di sicurezza alla com- i__ ._fy
pressione dei due materiali a contrasto (ordinariamen- ~-—-i—-7-—l-—-—~f_
te quello del materiale del piedritto). q? —————————— )
Per il calcolo della trave si considera la luce teo- g ]
rica, ammettendo che I'incastro si trovi a meta di- é) ¢ ?/?#’:4
stanza fra le azioni P, e P;. %
—
. Fig. 102

Nelle grandi strutture metalliche ’appoggio piu semplice & costituito
da una piastra a superfiicie convessa munita inferiormente di nervature
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‘che restano immorsate nella muratura del piedritto (fig. 103). Su questa
la trave poggia direttamente o, pili spesso, con I'interposizione di una
seconda piastra fissata alla faccia inferiore di essa, e le & impedito di

i
i

Fig. 103

spostarsi trasversalmente da apposite guide della
piastra sottostante. Nell’appoggio fisso quest ultima
presenta inoltre due sporgenze cui corrispondono
intagli della piastra superiore, sicch® restano im-
pediti anche gli spostamenti longitudinali. Gli ap-
poggi mobili di questo tipo si dicono a sfregamento.

Se la reazione supera le 1013 tonnellate, si
ricorre agli appoggi a cerniera, detti anche a bilan-
ctere, nei quali dalle piastre solidali alla trave ed
al piedritto (talvolta, come in figura 104 a, soltanto
dalla piastra inferiore) si staccano alcuni ritti rin-
forzati da nervature, le cui estremitd sono snodate

a cerniera. L’articolazione puo essere effettuata con un perno, oppure, come

in molti apparecchi moderni, mediante due
superfici cilindriche a contatto, 'una con-
cava, l'altra convessa, generalmente di rag-
gio diverso. Negli apparecchi mobili di que-
sto tipo il movimento si ottiene interpo-
-nendo uno o pit rulli cilindrici fra la pia-
stra inferiore ed una terza piastra sotto-
stante all’articolazione (fig. 104 5). Fincha
¢ possibile si adotta un rullo unico; cre-
scendo la reazione si passa agli apparecchi
a rulli multipli, generalmente in numero
pari, Il complesso dei rulli e del telaio, cui

i rulli stessi sono fissati coi loro perni, forma il carrello di dilatazione.

4) R
! ] >
RN Ao
NP
+ Vi T+
o S A A
Fig. 104




