CapriTorLo V

TRATTAZIONE ANALITICA DELLE TRAVI INFLESSE

27 — Generalita.

Quando la legge p (L) di carico e quella J(z) con cui varia il momento
d’inerzia della sezione siano facilmente esprimibili in forma analitica, le
travi inflesse si studiano nel miglior modo analiticamente. La trattazione
seguente, che limiteremo ai casi fondamentali, riguarda appunto questo
‘metodo.

Finché non avvertiremio nulla in contrario, riterremo la trave prisma-
tica, soddisfacente quindi alla condizione J(z)=costante, ed i suoi vincoli
perfetti. Indicheremo con [ la lunghezza della trave, con z=zx1 le ascis-
se delle sezioni, con £=E&! quelle dei carichi; # e £ saranno quindi le
ascisse ridotte, corrispondenti alle precedenti mella trave di lunghezza u-
nitaria. Con z’ e {’ ovvero z' e £’ indicheremo talvolta i complementi
delle ascisse suddette ad ! ed all’unitd rispettivamente.

Per la legge di carico assegnata potremmo scrivere la (32) nella forma:
(59) BI 40—,

e trovarne l'integrale gemerale. I quattro parametri arbitrari che questo
comporta resterebbero individuati dal sistema lineare cui conducono le con-
dizioni di vincolo spettanti al caso considerato. Per maggiore generalita
conviene perd studiare l'influenza di un sol carico flettente d’intensitd uni-
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taria, concentrato all’ascissa generica. Risolto tale caso fondamentale, il
principio di sovrapposizione degli stati d’equilibrio permetterd, come ve-

- dremo, di valutare
2=xl . )
d) y s y rapidamente gli ef-
-8l K zer fetti relativi ad una
’ distribuzione arbi-
é) fraria di carico.
A . . .
o f 4 Consideriamo
pertanto applicato
V7 : ~  alla trave 4B, di
5 s ('%_ cui .lasciam‘o per o-
® — R ra imprecisate le
7 v/,{'sﬁ Q . . . . .
0 condizioni di vin-
S @€ N . ]
gy . IS colo, il solo carico
- NS = w\z P =1 alla ascissa
a1m) é {=E1l contata dal-
4 ™ I'estremo 4 (figu-

X ] ra 66). La (39), in-
dicata ora con v la
inflessione, prende

i x . la forma omogenea:
lines elastico (&= cost

dv*
ig. 66 (60) BEJ—re=0
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e conduce a soluzioni distinte per i due intervalli (0,8) e (€, ) separati dal
carico, cui per una { assegnata, pud darsi la forma, nelle ascisse ridotte:

[ EJwv

—5 = Ao + 4,80 + A8« + 4,8,
(61) - »
B0 B4 Bewt  BEw+ BE.

In corrispondenza del carico sussiste la continuita della v (ordinata unica
della deformata), nonch® delle sue derivate prima (tangente unica alla de-
formata) e seconda (momento flettente unico), mentre & discontinua la deri-
vata terza (taglio alla destra T¢ uguale al taglio alla sinistra T¢ diminuito
del carico P=1), condizioni che si traducono nelle equazioni:

Wpag = Pt ’ (v") ot = (@I)ng

(1-7” ).l7=€ = (Ull)a;.—'_ﬁ y EJ(_UIH)JU=E = EJ(@’H)CU=E —1,
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ciod nel sistema:

(A,— B)+ (4,—B,)+(4,—B)+(4,—B)=10,

3(149 - B3)+ 2(A2_B2)+(A1—B1) =0 ?
6 (A, — B,) +2(4, — B,) =0,
6(A3—B8)+1

Da questo, in via del tutto generale, si trae:

1 B 1 B 1

B3:A3+% 3 B22A2_? s

e pertanto alle (61) pud darsi la forma:

. EJv 1\, 1\, . 1)\, 1) s
B ()t (0 L) e (0 F)ear (0 )¢

COR . 1 p 1 1
L A N R L
R (G" 12)‘+O’+4 o +\C— ) o+ {Ot 35) @

dove figurano lc sole quattro costanti dipendenti dalle condizioni di vincolo.

La funzione v(«x,E) espressa dalle (62) vien detta funzione d'influenza
dell’inflessione ; essa & definita in un quadrato avente i lati di lunghezza
unitari adagiati sugli assi « e E (fig. 66): per la regione I & valida la
prima, per la regione II la seconda delle (62)("). La sua rappresentazione
spaziale potrebbe ottenersi portando come ordinata nel punto generico del
campo di definizione, per esempio normalmente al piano x, &, il corri-
spondente valore della funzione in scala arbitraria.

Per E=E, costante la v (z, E,) fornisce la linea clastica per il carico
P=1 agente all’ascissa £, fissata (infersezione del diagramma rappresen-
tativo col piano ,=cost.); per x=ux, costante esprime invece la legge
con cui varia l'inflessione in corrispondenza della sezione S fissata al va-
riare della posizione del carico, ciod la linea d'influenza dell’inflessione in
S (intersezione del diagramma rappresentativo col piano x, =cost.). Po-
sto ancora «, =&,, per il primo principio di reciprocitd dev’essere:

’U(CB, &c) = /U(ms’ E) 9
quindi: la linea d’influenza dell’ inflessione in S coincide con la linea ela-

stica per il carico P=1 agente in S.

(1) Come vedremo in un caso particelare, con appropriali artifici & possibile dare alla fun-
zione d’influenza formata unica in tutto il campo di definizione. ‘
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Nota la funzione d’influenza, si deduce unmediatamente 1’equazione
in fermini finiti della deformata per un carico d’intensitd arbitraria P
agente all’ascissa {=El; & infatti:

(63) n= Pv(x,E) ;

se pol P & 't carico P, agente all’ascissa & =1L, di un complesso di n
carichi flettenti concentrati, avremo:

(64) ‘/]:épﬂi(m,&l)a

¢ chiaro che nei prodotti che figurano in queste espressioni deve introdursi
la v in luogo della v quando la sezione dove si cerca l'inflessione si trovi
alla destra del carico P, .

Se il carico & distribuito con continuithd secondo una data legge p (§),
riguarderemo il differenziale p (§)d{ = Ip(E)dE come un carico concentrato
elementare, per cui, supposto il carico esteso a tutta la trave, avremo :

(65) =1 p@Ev,g)a ;

O

integrazione va fatta lungo la parallela all’asse ¢ individuato dalla

fissata, introducendo la v nel tratto AS=z, la v in quello SB=1——z.
Sioottiene cosi:

(66) y=1 U"p(_a)ﬁ(w,aduf p(&)v(w,é)diJ.

Se in luogo del carico P=1 agisce all’ascissa generica £ una coppia
di momento p=1, sussistono ancora le (61). Per z= E sono continue la
¢ e la v/, discontinua la »/7 (tnomento flettente alla destra Mé uguale al
momento alla sinistra Mg diminuito del momento della coppia p=1), co-
stante la v/” . Posle quindi le condizioni :

(611)37:& = (’Up)x=§ ) (E}{l )oc=E = (’U;IL )ac:ﬁ s

(0 Yeg == (B0 )omg =1, (0o = (0 Ve

in luogo della (62), otteniamo :
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/ EJv . 3 1 1 1) 2
= 0+ (0 ) et (0 et (07

(627)

s S R T
e _O'Jm + Cz"‘? mz“f' Oz_? m§+ Oo+_4" E s
le quali definiscono la funzione d’influenza dell’inflessione per Uazione di
coppte: la v, esprime ciod l'inflessione in corrispondenza dell’ascissa =
dovuta ad una coppia di momento unitario applicata all’ascissa & .

Per il principio di reciprocitd, posto z,=E, ed indicato ora con vp
la funzione definita dalle (62), dev’essere:

/vp. (wy Ec) :Eﬁ’(msa E) s

quindi la linea d’influenza dell'inflessione in S per Uazione di coppie,
coincide con il diagramma delle inclinazioni per il carico P=1 agente in
S; e reciprocamente, la linea d’influenza della rotazione in S, per l'azio-
ne di carichi, coincide con la linea elastica per la coppia n=1 agenie in S.

Le derivate prime della (62') definiscono poi la funzione d’influenza
della rotazione per Uazione di coppie, per la quale sussiste la reciprocita:

U}J. (iU, Ec‘) :;;IL (s, ) y

ciot: la linea d’influenza in S per Uazione di coppie coincide col diagram-
ma delle inclinazioni per la coppia p=1 agente in S.

98 — Mensola.

Supponiamo la trave incastrata in 4 e del resto libera.

A) FUNZIONE D'INFLUENZA.

Le condizioni di vincolo impongono abbassamento e rotazione nulli
in 4, momento flettente e taglio nulli in B, ciod:

(V)z—o =0 , | (V)py =0,

(67)
(v)pey =0 — EJ(0")y_y =0 ;

H
cid importa per le (62), com’? facile verificare :

1 1
? 9 01"“02— ’

(68) C,=C,=— ;

sicch® le equazioni stesse divengono:

(69) 6 EJv=—1(a'—3xF) , 6EJv=—"(E—3Ex).
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Per 1’azione di coppie le (62°) associate alle (67) forniscono:

sicche le (62') stesse prendono la forma:
(69") 2BJv=—Ta* , 2EJv=-TE2x—F).
B) CARICHI CONCENTRATI.

Per un carico P avremo allora:

Pl BafE—x’) . EJy— Pl

EJy = (B8x—8);

derivando successivamente rispetto a z=x/l, otteniamo poi (fig. 67):
le inclinazioni:

a Abﬁ-
a) 47 1 , P - PE
/fi i PR - (70)  EJy=—p-(20i—a) , BEJo=—5-§,
é} A | 1 momenti flettenti:
ZE
N (1) M=—Pl—ax) , M=0;
S A o
+ 1 1 tagh':
7—-_. ! —4 J—
2 3 P %; (72) T-P , T=o.
ﬁ

La linea elastica & dunque una parabola cu-
bica nell'intervallo (0,£), un segmento di
retta nel rimanente intervallo (£, 1); I'ordinata sotto il carico vale:

Fig. 67

PS
(73) (e =50 -

¢ la freccia:

P

(74) f=

Il diagramma delle inclinazioni & parabolico nel primo, rettilineo e paralle-
lo alla fondamentale nel secondo, con inclinazione costante ed uguale alla
massima :

_
(78) P= 2R

La freccia pud anche esprimersi come somma dell’ordinata (v)y e del-
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I’abbassamento corrispondente alla rotazione rigida del segmento di trave
a destra del carico, cioé:

'Pa pee pPee
(76) = 3E§I + 21_«7%]‘ (1=8)= 6E§J

28437

Le caratteristiche della sollecitazione sono entrambe nulle tra il cari-
co e 'estremo libero: il momento flettente cresce in valore assoluto propor-
zionalmente alle distanze E—uax fino al massimo M, = — Pl che raggiun-
ge all’incastro ; il taglio & costante ed uguale al carico P.

Per una serie di carichi concentrat1 rotazione ed inflessione dell’estre-
mo libero valgono:

(77) b= = gr 2P,

(78) f=23 =457 2 PGEL+30).

C) CARICO DISTRIBUITO.

Per un carico della forma:
(79) pr = ;5 = '8,

dove sia k>—1, dato che per k=-—1 la funzione p non & integrabile
nell’intervallo (0, I), la (66), avuto riguardo alle (69), fornisce:

ak lk+4 [ 2 " o 3 2 ]
=g || e E—sEmaE+ [ @ 30t ak
ed integrando :
a; I ( ke a’ a ]
0 = — .
B0) = G A G SR Rt D) 6D | 2(E+D

In particolare dalla (80) e successive derivate avremo:

a) carico uniformemente riportato (k=0, a,=p), figura 68:

(81) N = pl (2" — 4" + 6°) vl ol

248EJ ? f= S E.J = SEJ 3

— pls 3 [ 2 . . pl.'ﬂ . Q12 .

(8)  ¢—gpr@—dw+dn) . P=gpr =GRy’
7 pl . - pl _ Q1

(83) M= 5 (@ —2w+1) , M=— F5-=——

(84) T=pl(1—x)=pz , A=pl=@.
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Il taglio varia dunque linearmente con le ascisse z' contate dall’estre-

mo libero: & nullo a tale estremo, uguale all’intero carico nella sezione di
incastro per z=x=0 (fig. 68b). Il momen-

to flettente, pure nullo all’estremo libero,

/%im ! uguale a 0,5 pl? all’incastro, varia come le
d//,gmﬁ*\i\\ ¢ 1, ordinate di un segmento di parabola a dia-
! /Zﬁ’ff Y ~metri verticali, la cui tangente, come atte-

4 sta la (83), per z=0 (lggp=A4 =pl) taglia

4 la fondamentale all’ascissa z*=0,5 pl?/p! =
nl r =0,51; per z=1 (lgp, =T, =0) coincide

con la fondamentale (fig. 68¢);

A b) carico wvariabile con legge propor-
C)ﬂf zonale all’ascissa z (k=1, a, =p/l), figu-
2 ",
RS ra 69b:
4, % N / plf
—_— _ 5 3 2
a5 ?}_—“120]1,17 (@ — 102" + 20 |
, 8
Y S — f_ 1 pl' 11 Q.
5 ! 120 EJ ~ 60 EJ’
y, L o pl3 ‘ 2
56) ? =i ET (' —6x"4+8x) ,
Fig. 68 8
B= pl.'} _ QlQ )
S8EJ 4EJ°
__pr o, __»pr_ 2
(87) M= — G (" — 3+ 2) , M,= 5 = ?Ql,
88 7= Pl a="2 _q,
( ) - 2 * - 2 - )

¢) carico vartabile con legge proporzionale all’ascissa z'=(l—z), figura
69 c: le formule relative a questo caso possono dedursi agevolmente dalle pre-
cedenti sovrapponendo al caso a) quello b) mutato di segno ; si ottiene cosi:

o p4 D RN 3 2 - o pl4 o ng .
(89) N=jpo Ry (TEHOX 1004102, [= = ST
PO pl3 e 3 2 . pl3 . ng .
(90) P—W( x +4x’—6x" 4 4x) , B = LT
(91) M= ——I?—g;(—as3+3w2—3w+1) , M, = — pl Z_ﬂ;
6 6 3
(92) T= —‘gl—(l—.?ermi’) , A:_l;l_:Q;
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d) carico crescente con legge parabolica nell’ascissa z (k=2, a,=p/l,
figura 69d):

/ pl* J &
— 6 _ < 3 2 4 ) ﬂ
s "= S0 T (' — 20" +45x°) , ¢
(93) — 11
? f = 13 pl* 13 QU P %
\ 1 T180 BT T 60 EJ° 4) <1
e b
/ ZS 5 2
o= (o~ 102+ 15w) \
(94) c [
g_pt__ 3 Q. 4 e—
\ 10EJ 10 EJ° 1
gk
S . pl2 vt Oy -+ i —l
sM_ - "9 (' —4x+3), 7 :
(95) ' " 3 —
— P __Z .
\MA_ 4 4 Ql’ ﬂLt
e & —
( p! s 2
(96) £
vl ’ -
\ A:TZQ’ } e :
/'/I;;r
- /
e) carico complementare del precedente ?/ _ //L(
* (sovrapposizione dei precedenti cast a) e —d), L ¢ .
figura 69e¢): Fig. 69
o 7 _ pl“ 8 ’l 3 2 _ 19 pl‘ — 19 le .
1) M =ggg gy (" T IT—HTHID) =555 R = 5a0 BT
_ P s 00— 2005 __pr o
__pr ‘ s _ 3
(99)  M=— -5 (—a'+6a"—8w+3) M= — = — o QL
ol . 2
(100) T=-o (&' —8w+2) , A =5 pl=0;

) carico crescente con legge parabolica nell’ascissa z' (sovrapposizione
dei precedenti casi a), —2b) e d), figura 69 f):



— 74 —

(101) = 3—6,%%(%"—6905+15m“— 20a°+ 155, = 72%} :24‘9; :
(102) o =60p%(m5—5w*+10w3—~10w2+5w) , B= 65913;‘]:2(?}57; :
(103) M=t g vty M- B O
(104) Tz%l(l——é’m—i-:?w?——wg) ,'A:%LZQ;

g) carico complemeniare del precedente (sovrapposizione dei prece-
denti casi a) e —f), figura 69 g):

(108) 4 Z%(—ws+6m5’—40m3+75m2}, f= 9%’; = 6%} ;
(106) o E%(—w5+-5m‘—20m2+25w) , [3-_:_2:?0_ gl; Zz%_gf; :
(107) M=—f—§(—w*+4w3—8w3+5) ‘ ,MA_Z“E%WZ_%Q;;
(108) T=—gl—(2—3m2+w3) , Az_i_ple_

E chiaro da quanto precede che la (80) permette di esprimere 1’effetto
di un carico polinominale qualunque pp = X a; 2*.
E

D) IMPERFEZIONI DELL’INCASTRO.

Poicheé si tratta di trave isostatica, le eventuali imperfezioni anelastiche
dei vincoli importano soltanto spostamenti rigidi, i quali ovviamente non
alterano 1'equilibrio del sistema (fig. 70).
Per una distribuzione qualunque di ca-

) )il
f | rico restano pertanto immutati i para-
j\l\ metrl della reazione e quelli della soile-

Z v citazione relativi ad una sezione qualsia-
si. 81 modilicano invece in gencrals le
Fig. 70 e

inclinazioni ¢ le inflessioni.

Indicando con v ed o il cedimento e la rvotazione subiti dall’inca-
stro, quantitd che si ritengono in ogni caso assegnate ed indipendenti dai
carichi, le prime restano ovunque maggiorate della rotazione «; alle in-
flessioni si sommano gli abbassamenti:

(109) o= Mg+ &2,
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In assenza dei carichi la trave resterebbe indeformata trasferendosi sol-
tanto dalla posizione AB a quella A'B’.

29 — Trave semplice.

La trave sia ora semplicemente appoggiata agli estremi 4 ¢ B.

A) REAZIONI E SOLLECITAZIONI PER UN CARICO QUALUNQUE.

Per un carico p () distribuito con continuitd ed n carichi P; con-
centrati alle ascisse a; le reazioni degli appoggi valgono (fig. 71):
1(f 1(/ n
(110) 4= ([prac+ R0, B:T(lpgz;dugaa,-).
Note queste, nella sezione S di ascissa z, alla cui sinistra si trovino i pri-
mi r carichi concentrati, avremo:

il taglio : a(f%;ET\I\\T\j
T I§I & ¢

(111) TO=A—(fpgdc+éPi) o
o i=1 o .r 4
ed il momento flettente:
s 4) 4 , 1 l -4
(112) szAz—u{/pg(z—C)dZ%- G —

+ 3P(-a)). ﬂd///lg '

o Ei K ,

Talvolta conviene esprimere le ca- ] z ¢ z

ratteristiche della sollecitazione come
somma di quelle corrispondenti alla
azionc scparata dei carichi alla sinistra e di quelli alla destra di S. Per
Veffetto separato di questi ultimi l'unica forza alla sinisira della sezione
& la reazione:

Fig. 71

1 ({7 . n,
(113) AdZT([Pg%'dC+§;Pibi) :
percid le corrispondenti quote di taglio e di momento flettente in S val-
gono rispettivamente :

Ty= 4, M,=4;z;

b

analogamente, poich® per efletto dei soli carichi alla destra l'unica forza
alla destra di S & la reazione: ' ‘

g I g
(144) B~ ([ petat+ TP,
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per le caratteristiche della sezione S avremo le quote complementari:
T, = — B, , M,= B,# .

Applicando la sovrapposizione degli effetti, si ottiene dunque:

i-1a

(118) Tx=Ts=Td=—%(/pgcdc—fng’dCJréP;a;— é P,-b;) )

r

1 : r [
(116) Mo=11+ M= [+ [ etz s £ P e [pevacs S )]

B) FUNZIONE D'INFLUENZA.

Le condizioni di vincolo importano spostamenti e momenti flettenti

nulli in corrispondenza degli appoggi, ciod:

(V)g—y =0 ! (V)er =0

( ,117) (v”)a‘=o =0 ’ (U”)Z‘=f =0.

Dalle (62) si trae pertanto:

I Y N Y S
(118) 00__? ’ CI_T 5 Gz_—Z N 03—77
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con che la funzione d’influenza assume la forma:

e 2t - 1),
(119) do
’ —65?)—=E(§2—2w+w2)(9@m1).

La figura 72 ne fornisce la rappresentazione grafica in proiezione assono-
metrica.

Per I'azione di coppie imponendo le (117) alla (62'), otteniamo:
1 1 1 1 1

e o= R :_.__W_c 2 2 Eial
(118 ) 0‘1 6l bl C..i 4 Ll OJ 2 6E (Jé-f_ ) ] Oo 4

’

e quindi la funzione d’influenza:

6I$J'v —(6E—8E—2)—a,

(1197) ; o
A g 7 Y ——— =383 +2)x+ 34—’
C) CARICHI GONCENTRATI.
Per un solo carico P applicando le (119) ¢ derivando successivamente
rapporto z=a/l, otteniamo (fig. 73 a):

la linea elastica;

(120)  EJn= PTﬁm(m"’—2E+£2)(5—1 EJ 7= —ITEE(E —2x+x)(x—1),

le inclinazioni:

4 2 - L4 l“ ] 2 §
(120)  Blg =30 281 8)E~1) , B 5 — (B 6t 20+ 2)8

¢ quindi le tangenti sugli appoggi:

(122) . EJa= Pb,k E—3)E—-DE , EJB= I;ld (8 1)k,

1 momenti flettenti:
(123) M=Plx(l-—E) , M=PIE(1—uw),
i tagli:

(124) T=A4=P(1-§ , T—=—B=—PE,
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Come risulta dalle (421) I’inflessione & massima (inclinazione nulla) per

/
Ly =

m-1-25 @s=y;

una delle ascisse:
: ,
=25 (=D,

(125)

& facile provare che per &> 1/2 si tratta della z, (punto di ordinata mas-

d} P
4 4 4 AT 8
N P (' N ; lf7§
¢ — £ _5 H’)—
IR / | /7
j /7 I—L 7
A4t /1/
= — \
T AN\ r
| _
ﬁ =~
N
Vi 4
4 NV ‘ T 7
§ 4 p
|
124 =~
| i | .
/- 7-d i
} ; |
Fig. 73

sima alla sinistra del carico); per £ < 1/2 si tratta invece della z, (punto

di massima inflessione alla destra del carico).
Per il carico agente in mezzeria (§ =1/2) otteniamo:

Pr

(126-127)

EJvn=

rr
48

(3 —4x°)w

b

EJ =

16

I —4x,
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in particolare rispettivamente la freccia e le tangenti sugli appoggi:

Pr Pr
—~ . Bla——EJp——.

(128-129) EJf= -

Il momento flettente, sempre positivo, varia secondo le ordinate di una
bilatera col vertice sulla retta d’azione del carico ed in corrispondenza di
questa assume il valore massimo:

max M = PIE(1—%)= PIEE .

Al variare di £ tale massimo varia come le ordinate di un segmento di
parabola a diametri verticali col vertice sulla verticale della mezzeria e
freccia:

(130) max M, = Pl/4 .

Il taglio, positivo a sinistra e negativo a destra del carico, varia linear-
mente con & : il primo tra il valore P (carico immediatamente a destra del-
I'appoggio A) e zero, il secondo tra zero e — P (carico immediatamente a si-
nistra dell’appoggio B). Per il carico in mezzeria otteniamo:

(131) T— - T=A=B=P2,

E ovvia l'estensione della precedente trattazione al caso di una serie di
carichi concentrati.

D) AzIONE DI COPPIE.

5

Per una coppia di momento pu agente all’ascissa % applicando invece
le (119'), si ottengono (fig. 74 0):

la linea elastica:

5

" EJn:pr(65~352—2-—m2),
(120") | ' )
E EJ 7 — '*Gl (88 (1—a) — w (&' — 32 + 2)] ,

le inclinazioni :

(121) ?
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e quindi le tangenti sugli appoggi (1):

(122') EJa=-%,i(65_3§2—2) , EJB=“TZ(—352+1)7

i momenti flettenti:

(1=37) M=pa ; M=—p(l-a),
i tagli:
(124") TzA:% , T=_B=%.

In particolare per la coppia agente in mezzeria (£—=1 /2):

(1267 -127") EJn="2l4” (1—4a) | EJ¢=—”4_’(1—12902),
(128" -129") ETf=0 . EJa— ;4’ :

per la coppia agente all’estremo B (E=1):

(132) EJn=“l6<w(1—w2) , EJ@sz,Z(l—é’mE),
(133) EJa:”Tl , EJ5=%£.

E) Carico pisTrIBUITO.

Per un carico espresso ancora dalla (79) introducendo la (119) nella (66)
ed integrando, otteniamo :

(134) 1

B 1+ a* i e N (1 B 1 ]
C BJ(k+D)(k+2) L(k+3)(k+4) 6 " \6 (k+3)(k+4))“’ '

Da questa e dalle successive derivate si trae in particolare :

a) carico uniformemente ripartito (k=0, a, =p), figura 74:

__ Pl _ 5 o 5 Qr
(135) K=y At AR A 78 i v ok

S PP — =P
(136) vy 60D, e=—f= o=

(1) B facile constatare che:

oc;OperE§1__i. e B%O'perﬁéy—é_—.

V3
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(137) M=p2l e(l—x) M(,_—_p; =—g-l--
| =2l (120, |
(138) ; : ALs 248
Ad_p—_P _ 9
\ 2 B
AN

¢ nullo nella mezzeria (fig. 74a); il
momento {flettente & massimo al cen-
tro e decresce parabolicamente fino ad 5/‘
annullarsi in corrispondenza degli ap-
poggi (fig. 74b); 'inclinazione, nulla
in mezzeria, cresce con legge espres- —
sa da una parabola cubica procedendo @
dal centro verso gli appoggi (fig. 74 ¢); f)

la linea elastica ¢ un segmento di pa-
rabola del quarto ordine con ordinata

massima in mezzeria e nulla agli ap- &

i
poggi (fig. 74d). V\_t//
b) carico proporzionale all’ascissa

z (k=1, a,=p/l), figura 75 : Fig. 74

Il taglio varia dunque linearmente ed 2) | l

R LA S
= e T (Ba® — 10x" + 7x) ,

(139) = o 5l
9 3 V
| F=smr l/l5+12]15 s ar V0112 55
L, __pl _
S Q= 360 (152 — 302" + 7),
7 pl 7 QU
(1407 / T 360 EJ 180 EJ
Lo 9 pP _ 9@Qr
T 360 EJ 180 EJ
pl’ 5 pl 2 Qr
141) M=2*t xl—x ; Mo =—2— =
pl _pl 0 . _pl_ 2
(142) T= 6(1 3x°) A="p=g  B=—Thy=F=51¢

L’espressione della freccia si ottiene introducendo nella prima delle

DonNato — Scienza delle Costruzioni - Parte 1 6
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(139) il valore di z per cui & nulla I'inclinazione, cio&, con riguardo alla
prima delle (140) e scartando le radici che non interessano:

= ]/1—2[/% — ~ 0,520 .

Si constata poi che l'ordinata in mezzeria (x=2x,=1/2) ha lo stesso
valore fornito dall’ultima delle (133), cioe
J) [ 1/25 | ¢ uguale alla freccia corrispondente allo

+ stesso carico Q=pl/2 supposto uniforme-
2y mente ripartito, ¢io che era da attendersi,
data la simmetria dell” influenza v (x,, &)
rispetto alla verticale media.

%

Cj : Analogamente il momento flettente mas-
& + simo si ottiene introducendo nella relativa

espressione l'ascissa per cui & nullo il ta-
ay 7 glio, cioe:
o Py
Z/\

2 =1:1/8=c00577.

Le reazioni A e B valgono rispettiva-

— & mente 1/3 e 2/3 del carico totale Q, cid
%// che poteva dedursi immediatamente consi-
/) [ derando che la risultante di detto carico a-

i S — gisce all’ascissa §=2/3.
g/ P ¢) carico variabile con legge proporzio-
N nale all’ascissa z'=1—z. Le formule re-

lative a questo caso possono dedursi per
simmetria dal caso precedente ovvero per
sovrapposizione dei precedenti casi a) e — b) fig. 75 ¢):

Fig. 75

/ l4 5 4 <
(143 -144) 3
o pl _ 4 * B RO
Y= 360 BT (— 152" + 602" — 60x" + 8)

(148-146) M= pg ' — 3" + 2x) , T=pTl(3w2—6m+2).

E chiaro che le tangenti sugli appoggi e le reazioni hanno i valori che si
ottengono scambiando tra loro quelli relativi al caso precedente; i mas-
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simi d’inflessione e di momento flettente si producono nelle sezioni simme-
triche di quelle ivi determinate, restandone inalterati i valori.

d) carico simmetrico deerescente linearmente verso la mezzeria (fig. 73 d).

L’equazione della linea elastica pud dedursi sommando, per la men-
sola di lunghezza 1=1/2, le ordinate d’inflessione 7, per il carico cre-
scente linearmente da zero al valore p (n® 28 C, b) a quelle v, della stessa
mensola per il carico P= —pl/2 agente all’estremo libero (E=1) (n°28 B),
detraendo tale somma dalla freccia [ corrispondente all’azione simulta-
nea dei carichi suddetti e cambiando di segno. Essendo:

EJ v, = ]ZZO (az —10% %2030) , BJy=— pl (3513 —ac)
EJ v = EJ (q, + y~f@1mﬁ—40$ EBlf=— 9 o
A A D A T/
avremo .
i ro—
EJn—— EJT(F - vJvugO(m—ﬂwm'+%

Sostituendo poi [=1/2 ed x=2 (x—1/2) si ottiene:
EJn==?%5—1mﬁ40mﬂ+40wﬁ+40x%+25mmwn,

equazione valevole mnel tratto 1/2=<a =<1, mentre quella per il tratto

0=w=1/2,si ottiene ponendo in luogo di « il complemento 1—z in

quella ultima scritta. Elfettuata tale sostituzione e derivando successiva-

mente, otteniamo infine:

_pt (— 16" + 402" — 402" 4 15x) ,

/
~ 960 EJ
(147)
pld B 3 Ql.?

! 640 EJ ~ 320 EHJ

ll

/ _ 1 pl3 2 4 ¢ 3 2
\ $=—95 BT (— 16"+ 320" — 240”4 2) ,
(148) ¢ ,
’aw—ﬁﬁ 1 pr 1 Qr
VT ~ 64 EJ 32 EJ
. | 1 ., . pl’ Ql
149 M=—"_plda’—6a = ,
( ) 15 pl (4’ — 6" 4 32) , M, 57 13

L., z
(150) T =L (4w — 4w+ 1) , A——p-2 _ 9,
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e) carico simmelrico crescente linearmente verso la mezzeria (fig. 75 e).
Per sovrapposizione dei precedenti casi @) e — d) otteniamo:

_pt 5 g o oplt o Qr
(151) 1= g 160 — 400"+ 25), [=—bo =,
0 — pr . e 5 __g__® Plg‘_i_Qf
82)  ¥=—ggogy 62 = 240" +5) |, a=—B=gm o =gr 75"
- pF 5 _oplQl
(153)  M="L" (30— 4w) T
(154)  T=-PL (1 - 4 A—_p_DP _ 9.
4 ? 4 2 s

f) carico crescente parabolicamente nell’ascissa z (k=2, a, =p/l*, figu-
ra 75 f):

BR AR - pl4 6 ___ 3 —_ pIS 5 2
(155-156) "= 30 T (" —bx"+4x) , ¢ 360 BT 6’ — 152"+ 4) ,
, . pl* s _ pl a8
(187-158) M= 15 x (1 —a) , T——12 (1 —4x’),
/ _pl 1 o pl 3
(1589-160) A= 15 =7 Q , — B = 7 =7 Q.

g) carico complementare del precedente (sovrapposizione dei precedenti
casi a) e —f), figura 75 g):

(161) nm%%%f(—ws+15w“—25m‘g+11m),
(162) @z%(—Gﬁ—i—(iOw‘?—%mﬁ—ll),
(163-164) M= g (@' — 62 +5x) T=%(4m8—12m+5),
(165-166) A:%pl:%@ . —B= ——i%—plr——ng.

h) carico parabolico simmetrico. La soluzione per un carico parabolico
qualsiasi pud ottenersi sommando le soluzioni che si traggono dalla (134)
ponendovi successivamente (fig. 76a):

k, =0 , k=1 , k=2,

A, =P, , a,=p :1 |, a,=p’ .
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In particolare per carico simmetrico i coefficienti valgono (fig. 76 b):

@G=Ps , @=4p,;:l , a,=—4p,:1; .
<
sostituendo nella (134) le singole coppie k, —l:
a; , sommando e semplificando, avremo: _i
2
4 j — s
— ‘_ 3 — + Z=x
(167) EJy 360 [215ps (' — 22 +-) —
—4p, (@ + 32" + 52" — 3)] ;N
. . 9 $
e derivando due volte quest’ultima, dopo = N
facili riduzioni: > —l
| 2 P
(168) BTNy Vs o = — =y —
. Y adE —-g“[ Pa (0" —x)— c) —T
—2}_?0({6‘—2933—}-3’5)]. K/ <
| =)
Per £=1/2 le due ultime forniscono ri- Pay —
spettivamente la freccia ed il momento flet- } 4 t
tente massimo: Fig. 76
(169 -170) f—l—4 75p, + 61p, M——lg—(6 + 56y
- - 5760 EJ ( Pa po) s ¢ — 48 Pa Po) .

E ovvio come mutando il segno di p, si ottengono le espressioni valevoli
per il caso del carico decrescente verso la mezzeria (fig. 76 ¢).

30 — Rappresentazione delle linee elastiche con serie di funzioni.

Lo studio di molti problemi resta facilitato quando 'ordinata della lineca
elastica sia esprimibile in serie di funzioni:

N=0Q; ¢, + Ay P+ ........ ;

cid & possibile quando le funzioni ¢ soddisfino alle condizoni di vincolo
della trave e la loro serie sia convergente. I coeflicienti a; si determina-
no in base a considerazioni di elasticita.

Per la trave semplice si presta bene allo scopo la serie di seni; posto
infatti:

mmnz

!

EJ = ¢, sen

b
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con m intero positivo, & facile vedere che sono soddisfatte le condizioni (117)
mentre, per la (59), dev’essere:

m' ' M2
= Cp senT .

Pertanto se il carico pud porsi sotto la forma:

(171) prZaksenk—?z,
k=1

il cui coefliciente generico vale, com’s noto:

2 (! k
(172) akz—f/‘p%sen#dz,

il momento flettente & rappresentato dalla serie di seni:

. o= a, knz
(173) M, =— = hé; P Sen —
e la linea elastica dall’altra:
I = q krz
174 - )
(174) EJ - ,é; e sen ]

Queste serie convergono in ogni caso molto rapidamente e percid si
prestano otlimamente al calcolo numerico. Geometricamente esse signifi-
cano che le intensita di carico, i momenti flettenti e le inflessioni posso-
no riguardarsi come somma algebrica delle ordinate di infiniti diagram-
mi sinoidali.

Se il carico p ¢ esteso a tutta la trave ed uniformemente ripartito,
dalla (99) risultano tutti nulli i coefficienti a; per k dispari mentre per

I pari & ap=4p :kn; sicché la (171) diviene:

41) o 1 Ernz
~p2 — S T
(178) p T h:% kT

¢ conseguentemente la (173) e la (174) rispettivamente :

1™ o 4p P 1 krz
(176) M, = — l k:,z,;,_.,Fsm —
o 1
(177) BEJ = 4250 [ Fsen—kﬂ—z
T F=18,... [}

Se 1l carico pr non & distribuito con continuitd, si ricorre alla teoria
generale delle serie di Fourier.
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Detta p; () la funzione che rappersenta il carico tra le ascisse §;, e
¢ che limitano 1'i™ degli n intervalli nei quali il carico varia con con-
tinuita, il coefliciente a; dello sviluppo (98) ¢ espresso dalla somma:

(178) a =

n [ Ci
%2 / zPi(C) sen kv;:z dz .
§[.1

i=1
.

Nel caso particolare di un carico uniforme compreso tra le ascisse
C, e L,, essendo:
p(O=0  (0=L<8),
P (C) =P (C1§ g = Ce) )

sarebbe :

l !

P "Ca o k
(179) = f p/ sen l”lm dz=2—p(cos krt, cos Ttcz)-

<&

Il caso di un carico concentrato all’ascissa {, pud dedursi dal prece-

dente passando al limite per ¢, tendente a g,, rimanendo perd invariabile
P=p (§,—C,). Si oftiene cosi:

2 Enl

7 Psen 7 ®

(180) a, =

¥*
* ¥*

In base alle (171) e (180) la funzione d’influenza d’inflessione di una
trave semplice, gid espressa dalle (119), prende la nuova forma:

2P =1
(181) v(m,E)zmgﬁ;senknmsenknE,

valevole in tutto il campo di definizione. Da questa discende immediata-
mente lo sviluppo in serie relativo ad una distribuzione di carico tutto
generale.

Ammesso che tale distribuzione consista in un carico ripartito p (€)
esprimibile mediante la (171) ed in n carichi concentrati P, avremo
infatti:

n(m)=l[ 0@, 8 pEdE+ 3 Pio@, &),
donde: o

_2r =1 { : i . J
n(m)—EJﬂ4 kéi? ! A (Sen knék%‘ ap Sen hTCE) d&“i— iéJxPi sen kTUE,- sen kTC{B,
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e finalmente, eseguendo l'integrazione (1):

oo 1 " 2P
(182) 7 (ﬂ?) zmkEF (a/k+ é: I sen kTGE,) senkrnx .

Per il momento flettente otterremo :

I o 1
ol k=1 k

2 P;
l

(183) M (2) =

(oc;c-l-zM senkn&)sen kna

e per 1l corrispondente lavoro di deformazione :

(184)

i 2 4 . n )
<1>,=[ M*dz l 1 2P _—

2B SEin AT %t 22—

31 — Trave incastrata ad un estremo e poggiata all’ altro,

Lo stato d’equilibrio elastico pud in ogni caso ottemersi sovrapponen-

do nella trave liberata dall’appoggio, ridotta ciod ad una mensola, gl

effetti del carico vero e pro-

Jfé/ prio e della reazione X del
ér_ﬁ vincolo soppresso.

49
!
45—

A) FuNzIiONE D’INFLUENZA.

Tenute presenti le (69) ed
indicando coi numeri 1 e 2 le
inflessioni corrispondenti or-
dinatamente negli effetti sud-
detti, avremo (fig. 77):

6 BJ v, =— "2’ (x—3E),
6 BEJv,=—VE E—3ux),
6 EJv,=Xl'a (-3 ),
6 BJv,= X' (x—3 )

’

—4 NN

e pertanto:
4 6 EJv=-1"[(xc-3E) —
(185) —X(x-3)],
. 6 BJv=-T[E(§-3x)—
Fig- 77 — X' (x-3)] .

(1) 8i ricordi che per h e k interi positivi, si ha:

0 per h+£k,

1
ﬁsenhn&senkn&d&: 1 » hek=0.



__ 89

Supposto intanto rigido ’appoggio, dev’essere (v),_, =0, donde:
Eg
(186) X=——5(E-3).

Le (188) pertanto divengono:

12EJv=T&[2@B8E-—a)—F 3—E)3—um)],

(187) 12EJo="F2@8x—§—a'B—x)(3—E)].

Analogamente per 'azione di coppie, partendo dalle (69°). otteniamo:

6EJv,=—3F , 6 EJv,=—3IE@2x—E),
6EJv=Xla(x—3) , 6EJvo,=XUd'@—38);
quindi :
6EJv=—Ta[3—Xl(x—3)],
(185")

6 BEJv=—T[3E(2x —E) — Xla' (x — 3)] .
La condizione (v),_,=0 importa ora:

, 3
(186") X=—at2-0),

sicchd le (185) divengono:

12EJv=—Ta’[6 — 3E(2—E)(3 — )]

(487°) 12EJv=—3UE[2@Qx—E) — ' (2—85) (3—w)].

B) CARICHI CONCENTRATI.
Per un sol carico P avremo:

le inflessioni:

| 27— 2t —n —F @@ ),
(188) g
| - 28w -8 - (3 —2) (-5

le inclinazioni:

CErg= Ll et m—rE-pE o),
(189) -
| Br=Ele pwe—me-g);
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i momenti flettenti:

(190)  M=-— —o) , M=EE gy,
i tagli:

P - P .
(191) T=4l6-9F-2 , T--L@-ye,

E facile verificare che l'ascisa di massima inflessione (inclinazione
nulla) vale:

5(3 =
EB—5—2

secondocheé §=0,585.
II momento {lettente assume all’incastro il valore minimo:

(192-193) @, =2E OVVero : @:1—[/;—:2—’

(194) M_.l=—PT”‘:[2—E(3—E)],

sotto il carico il valore massimo :

(195) Mm=Lles—gu-9.

C) AZIONE DI COPPIE,

Per la coppia di momento p le (187’) forniscono successivamente :

!/ 22
5EJ7;= “' [6 —8E(2—E) (3 —a),
(196)
[ e ' ey g a—a),
BJ o =— 4 Y l4—3E@—¥)@ 2— o),
(197)
Erg=—t i sa@-a)e-g),
(198)  M=L[2-3E@-Hu-w)] , M-—Suie-pa-a),

_ 3 _
(199-200) T=T= _uE@2—7) , X=B=_T=—2ilp§(2—§).
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D) CARICO DISTRIBUITO.

Per la solita legge di carico p (§) = a; I*& e per la funzione d'influenza
espressa dalle (187) la (66) fornisce:

4w — (B 2) (k+5) & + (k+ 1) (k+6)a o4
(201) = 4 EJ (k+1)(k+2)(E+3)(k+4) wh
e derivando successivamente :
s o \ N\ a2 5 )
202 o 4(k+4x o’(k+2)(k—|‘—o)a; Jrz(k+1)(k+6,a: 1, I
4EJ (k+ 1)(k+ 2)(k+3)(k+4)
,,k-i—B_ " ) s | 5 ]
203)  —aro 2EEDES DT3B ot kD) s

2(k+ 1)(E+2)(k+3)(k+4)

ony g 2D (e B2 (D) e

2+ 1) (k+2) (k+3) (k+4)

In particolare per un carico uniformemente ripartito (k=0, a, =p),
otteniamo :

(205 -206) 7]=—L(290‘—5903—|— 3x°) ,

(207-208) M= — pSZ (4af — 5 + 1)

L’'inflessione al centro vale:

| _opr @
(209) (eop = J92 7T = 19257

mentre quella massima, relativa all’ascis
sa x, =~0,579 che si ottiene dalle (206)

N

ponendovi ¢ =0, &:

25 QU

(210) I="%1 19257

Il momento fletiente all’incastro (x=0) ed all’ascissa x=5/8 (T=0)
assume rispettivamente i valori minimo e massimo (fig. 78):

(211-212) M, —— P M, =

705 PV
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¢ nullo per:

(213) w=%(1:1_—0,6),

sicché 1 flessi della linea elastica hanno le ascisse Tp=1/4 edx,=1.
Le reazioni degli appoggi valgono:

(24)  A=(De,=gpl=50 , B=—(Dh,—2p-Sg

E) IMPERFEZIONI DEI VINCOLL.

Una rotazione amnelastica « dell’incastro 4 nella trave liberata dal-
l'appoggio B da luogo agli spostamenti rigidi v, —a iz forniti dalla (109)
per n, =0. Poicheé, d’altra parte, gli spostamenti elastici della stessa men-
sola caricata in B dalla forza X sono espressi dalla v, =X 1* ax’(x—3)/6EJ,
per sovrapposizione degli efletti si ot-

tiene : 4 G— %5
XU 7 '
== = _—_— —_ 4 +
Te =0+ U =awl 4 (@ —3). B%\,%‘\ 2 17
lﬁ
Ma nel sistema eflettivo lo spo- Fig. 79

stamento dell’estremo B (x=1) ha il
valore 7, mnell’eventuale cedimento anelastico relativo tra I’appoggio stes-
so e l'incastro; dev’essere dunque (fig. 79):

xr
ip=elt g
donde:
BEJ
(215) X=——(n—al).

L’equazione della linea elastica per le imperfezioni vincolari caratieriz-
zate dai cedimenti « ed 7, & pertanto:

(216) ne=owlt W g )

Derivando successivamente otteniamo :

le inclinazioni:
3x
(217) p=at g —al)(@—2),

1 momenti flettenti:

(218) M= —ap@—1),
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il momento d’incastro (x=0):

3E

(219) M,;=— B (mp —al),
il taglio:
(220) T:A:_.X:_O’lﬂ(m_”)_

32 — Trave incastrata agli estremi.

A) FunzioNE D'INFLUENZA.

Le condizioni di vincolo, in essenza di imperfezioni, importano:

(v )owy = 0 , (V) =10,

221 _
( ) (vl)w:o =0 3 (@])z-'fl — VU,

e conseguentemente, per le (62), le costanti:

1 1 R 1 E(3-20)-1
Cotig=0 , C—p=0, Gt p=—y » C—g="%
11 11 1 EE-§) 1 B(E3-29

Co 12 6 Ctg=5  C-g=——"7 Gt~y



