CaprToLo IV

TRATTAZIONE GRAFICA DELLE TRAVI INFLESSE

15 — Diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione.

a) Taglio.

!

Se la trave & soggetta esclusivamente a carichi concentrati, il taglio
rimane costante lungo ciascun tronco di trave compreso tra due cari-
chi consecutivi; il diagramma relativo assume la forma di una gradi-

nata composta di tratti paralleli alla fonda-
mentale di riferimento e di segmenti delle
rette d’azione dei carichi (fig. 41).

Supposte note tutte le forze — carichi e
reazioni-— in equilibrio sulla trave, si costrui-
sca la punteggiata delle forze 0,1,2,...,n,
considerando queste nell’ordine in cui s’incon-
trano percorrendo la trave da un estremo al-
I’altro, a partire dall’estremo A’ d’una fon-
damentale arbitraria A’ B’. Tracciando paral-
lelamente a questa, per 'estremo ¢ del vet-
tore che rappresenta la forza i™* generica sul-
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Fig. 4

la punteggiata, il segmento compreso tra la retta d’azione di questa forza
e quella della forza successiva (i4 1), si ottiene il diagramma cercato.
L’ordinata di questo, letta sulla verticale della sezione generica, a partire
dalla 4'B’, misura infatti, nella scala scelta a rappresentare le forze, la
somma algebrica delle forze alla sinistra della sezione, ossia il taglio nella

sezione stessa.
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Se invece il carico ¢ distribuito, la (32), che, avuto riguardo alla se-

conda delle (8), pud seriversi:
ar

(38) P

avverte che il diagramma del taglio si pud ottenere semplicemente inte-

grando il diagramma di carico (fig. 42). Noto il taglio T, nella sezione di
ascissa zero, ossia la costante d’integrazione,
avremo :

il (36) T— To——l pde .

Se il carico & misto, tracceremo dappri-

L /:‘\ ma l'integrale A’ B” del diagramma di cari-
' co (fig. 43 a).

Partendo ad esempio dall’estremo sini-

stro della trave, ed assumendo uguale a zero

Fig. 42 la costante d’integrazione, 'ordinata T’ del

diagramma integrale sara il contributo dato

al taglio dal solo carico ripartito, misurerd cio® la parte di questo carico

che precede la verticale della sezione S considerata.

Occorre poi completare il diagramma introducendovi le discontinuitd

dovute alle singole forze concentrate, ivi

J Y

comprese naturalmente le reazioni dei vin- ’
coli, che qui supponiamo gid determinate. [ﬂﬂm I
All’uwopo, in virtu della sovrapposizio- Ty S| 5T

ne degli elletti, bastera sommare algebrica-
mente alle ordinate T’ del diagramma in-
tegrale, quelle T” del taglio dovuto alle
sole forze concentrate. 4 ~ Z

Occorre appena avvertire che la base L5
d’integrazione per la costruzione del primo 7
diagramma deve essere scelta in modo che
le ordinate si leggano nella stessa scala con S
cui vengono riportate le forze per la co- 4 -
struzione dell’altro.

Fig. 43 ™\

b) Flessione.

I diagramma del momento flettente pud ottenersi come funicolare di
tutte le forze in equilibrio agenti sul sistema.

Costruita la retta delle forze, ancora disposte nell’ ordine in cui si
incontrano percorrendo la trave (fig. 44) e scelto un polo P alla distanza
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polare H, si connettono tutte le forze con un poligono funicolare p, il

3\

quale, dato che la trave & in equilibrio, risulterd chiuso. L’ ordinata y

che esso intercetta sulla verticale della sezione gencrica S, moltiplicata

per la distanza polare H, fornisce i! momento cercato.

-

La dimostrazione ¢ immediata ove si

rifletta che i lati del poligono che delimi- , ?j y

tano l'ordinata ,, — rispettivamente pa- { l i l

ralleli ai raggi proiettanti PO e P3 nel | F o JT
caso della figura— sono estremi rispetto J '

alle forze situate alla sinistra della sezio-
ne considerata —le forze 1,2, 38— e che,
per una nota proprietd del poligono funi-

colare, I'ordinata suddetta:

-
v

T3

ym_ H

misura, in base II , il momento statico rispetto alla verticale di S della risul-
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Fig. 45

tante T delle forze alla sinistra, che & co-
me dire il momento flettente nella sezione.

Se sulla trave insiste anche un cari-
co distribuito, conviene costruire separaia-
mente, ma con la stessa distanza polare
H, il diagramma del momento flettente
corrispondente a tale carico (fig. 45a) ed
il diagramma relativo ai soli carichi con-
centrati (fig. 48 D), indi sommarne algebri-
camente le ordinate ,,, cd ..

Pit raramente si sostituiscono ai ca-
richi ripartiti le loro risultanti per seg-
menti di carico abbastanza piccoli, colle-
gando poi queste ¢ le forze concentrate con
un solo poligono funicolare.

* La distanza polare H si legge ordina-
riamente nella scala delle forze, le ordi-
nate ¥y, in quella delle lunghezze ; nulla
perd vieterebbe di fare il contrario.

L’ultima delle (8), che ora scriveremo :

am
3 —_—_—
(37) =T,

avverte che il diagramma del momento flettente pud ancora ottenersi in-
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tegrando quello del taglio. Indicando con M, il momento flettente nella
sezione di ascissa z=0, ossia la costante d’integrazione, avremo infatti:

(38) M:Mo—i-szdz;

anche qui 1’ integrazione pud eseguirsi graficamente.

Nel caso di un carico distribuito si pud dunque costruire il diagram-
ma del momento flettente come funicolare del carico oppure mediante
doppia integrazione del diagram-
ma di carico, il primo integrale
essendo il diagramma della for-
za tagliante.

16 — Il metodo di Saviotti
per la costruzione della
linea elastica.

Supposte note tutte le for-
ze esternc agenti sulla trave, im-
maginiamo tracciato, con distan-
za polare H, il diagramma dei
z momenti flettenti e ne sia y,,
I'ordinata generica (fig. 46 a).
Potremo porre:

M:Hym

7
=

g;\—‘/‘ RS
11
:

e QUindi scrivere la (30):

v Hy,
d#  EJ

Poiché H:E ¢ una costante,
potremo dire che i rapporti y,, :J/
nel caso di J variabile, le sem-
plici y,, nel caso di una trave

_ prismatica, sono proporzionali

alle curvature —Z?n della linea e-

Fig. 46 lastica.

Per maggiore generalitda c1
riferiremo al caso di J variabile e, detto J, il momento d’inerzia di una
sezione determinata, spesso la mezzeria della trave, porremo per la sezione
corrente (fig. 46 b):

(39) J=97,
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con che 1’ equazione dilferenziale della linea elastica pud ancora scriversi:

dgn _ H ym
dZ ~—  EJ, ¥

(40)

Diremo diagramma delle curvature quello di ordinate y,=1y,,: ¥, che si de-
duce cio¢ dal diagramma dei momenti flettenti dividendone ciascuna or-
dinata y, per il rapporto &= :J, tra il momento d’ inerzia della se-
zione corrispondente all’ ordinata ed il momento d’inerzia J, di riferi-
mento (fig. 46¢). Le y, misurano le curvature nella scala EJ :H. Se la
trave fosse prismatica (J=d,), sarebbero uguali all’ unita tutti i &, e le Y.
misurerebbero non soltanto i momenti flettenti, ma anche le curvature:
i primi nella scala 1:H, le seconde nella scala EJ,:H .
Scritta la (40) nella forma:

v d’v H
(40") WZ_F:%

ed integrando una prima volta, otteniamo le tangenti alla linea eclastica:

(41) dn _ H

g = BT ), Yedt O

Detto ¢ 1’angolo formato con I'asse z dall’ elemento di linea elastica si-
tuato all’ascissa z e tenuto conto della pic-
g

colezza di esso, & evidente (fig. 47): pa z
\JZ
dav \
~ % 7

b —BP=>¢.

Per z=0 ia (41) fornisce la costante

d’integrazione : 72
: 71 ¢
( dy \G, NG

dz )z=o= ¥o = Ct ? Fig. 47

che & dunque uguale all’inclinazione p, della linea elastica nell’ origine
degli assi; la (41) allora diviene:

dn H [©

(41’) dz —_‘_EJ ycdz+CPo-

Supposta eseguita graficamente 1'integrazione del diagramma delle cur-
vature con base )\,, avremo:
d H2,

(41”) e :ME—JO%_’_%Z—EZ—

HJ, (EJO 2,)
Hl, P — Y:



e posto y, = EJy9,: HA,:

d H) H

49 T T g ey = Ty,

(42) dz =~ i, (#i0— ¥3) g7, Vi

Il diagramma della y; =4, — y;, le cui ordinate misurano nella scala
d
dz
me di diagramma delle inclinaziont (fig. 46 d).

Integrando ora la (42) otteniamo:

EJ,: ), le inclinazioni ¢= della linea eclastica, prende appunto il no-

H, [
EJovo yidz""()z

ed essendo 7, = 0, per z=0, anche:

Hy, [©
7)=710+FJ—f yide .
Se D'integrazione & ancora eseguita graficamente, con polo P, e base 1,
avremo (fig. 46¢):

e H Bl )
Nt gy, YT TR, Vmga, T

e, introdotte le ordinate:

EdJ, o
yeo=—mm , Yo+ Yo =Y

anche:

HAi, A, o
(43) "="gJ Ye = y? ;
avendo posto:

EJ,

(44) S~y

Il diagramma delle y,, che abbiamo ottenuto dal diagramma delle
curvature mediante doppia integrazione, & dunque affine alla linea elastica
con rapporto di affinitd uguale a &. Le inflessioni della trave si ottengo-
no cio¢ dividendo per il rapporto £ le ordinate di detto diagramma.

Se fosse E=1, la linea elastica risulterebbe nella scala del disegno,
ma data la piccolezza delle deformarioni, ciod delle ordinate rispetto alle
ascisse, praticamente essa si confondercbbe con la fondamentale. Di qui
la necessitd di rappresentare le ordinate in scala maggiore di quella delle
ascisse, ¢id che richiede un rapporto £>1. Se indichiamo con Y Ior-
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dinata gencrica del diagramma letta in vera grandezza sul disegno, con
1:n la scala di questo, potremo scrivere la (43):

(43") 7=, nfk.

Se allora vogliamo le ordinate della linea clastica rappresentate in scala
¢t volte il vero, che sia cioé 17n=y,, basterd sceglicre le basi di riduzione
che compaiono nella (44) in modo che risulti §=1n.

Il procedimento ora spiegato richiede la conoscenza della rotazione g,
per poterne dedurre la misura y; che permetta di tracciare la fondamen-
tale A4; B; del diagramma delle inclinazioni. Basterebbe anche allo scopo
conoscere l'inclinazione ¢, in altro punto qualunque della linea clastica ;
si avrebbe infatti dalla (42):

. H),
CPI-—ETjo‘%u

da cui 1’ ordinata:

_ EJ,
Yi, = H)\x ¢

determinatrice della fondamentale.

In molti casi perd non si conosce a priori 1’inclinazione in alcun
punto della linea elastica. Daremo allora provvisoriamente un valore nullo
alla costante di integrazione ¢,, cid che permettera di porre la (417) nel-
la forma:
dvy  H),

(45} dz - Eo Yy,

essendo le ’d'r]'/dz:cp' le inclinazioni non piu sull’asse z, ma sulla tan-
gente ¢, alla linea elastica all’ascissa z=0, e le 7’ le inflessioni non pia
contate dall’asse¢ z, ma da una retta ¢% per l'origine, parallela alla tan-
gente suddetta.

Integrando la (45) e osservando che per z=0 ¢ ancora % =7v,, avre-
mo poi:

’ H;\l : ’

Se neppure 7, & noto a priori, facendo provvisoriamente anche 7,=0 ed
eseguendo graficamente l'integrazione con base A, e polo arbitrario P,
avremo (fig. 46¢"):

- H)\ —

"= T TERJ, Ye »
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dove le 7, ordinate della linea elastica contate a partire dalla tangente
t,, sono misurate dalle 7, in scala .
Le ordinate y, differiscono dalle misure y, delle effettive inflessioni per

le ordinate di un diagramma di forma trapezia che pud immaginarsi com-
posto (fig. 46e"):

a) di un diagramma triangolare EFG proveniente dall’integrazione di
quello che ha l'ordinata costante y,,, proporzionale all’incognita Po;

b) di un diagramma CDEF che ha ’ordinata costante Y e Proporzionale
all’incognita =,.
Con le notazioni della figura 48, ove & supposto che tutte le ordinate siano
positive, avremo:

Yo=0" + Yoo + Y. .

Se non & noto alcun valore di ¢, la determinazione delle y, richiede
la conoscenza delle inflessioni in almeno due punti dell’asse della trave.
Dette #., e y., le misure di esse, i punti
V, e V,, di ordinate:

" ﬁ _ N
16 V= Yer — Ye, ’ Uy = Yes — Yes
bald individuano la retta CD che limita ’an-
zidetto diagramma di forma trapezia.
Fig. 48 La parallela alla CD guidata dal po-

lo P; ela P;A’ parallela alla EG (figu-
ra 46 ¢') delimitano sulla punteggiata delle y; il segmento y,,, misura della
rotazione nell’origine di cui per completare il diagramma delle inclinazioni
si deve spostare in A; B, parallelamente a se stessa la fondamentale 4'B’.
Con I'operazione indicata avremo infatti eséguita la derivazione grafica del
diagramma lineare CDEG.
Infine trasferendo il polo P; in P, sulla nuova fondamentale sempre
alla distanza polare 2, ¢ ripetendo l'integrazione, si otterra il diagramma
delle y, con le ordinate riferite ad una fondamentale orizzontale (fig. 46¢).

Dato il earico agente sulla trave, sappiamo che il diagramma del ta-
glio pud ottenersi integrando quello di carico e determinando le costanti
d’integrazione. Se il carico & tutto distribuito con continuith, avremo una
costante unica, subito determinabile quando sia noto il taglio in una se-
zione qualunque ; se vi sono anche carichi concentrati, avremo costanti di-
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verse per ciascun tronco di trave compreso tra due carichi consccutivi.

Integrando poi il diagramma del taglio, ossia facendo 1'integrale se-
condo del carico, si ottiene il diagramma del momente flettente. Se & noto
il momento in due sezioni distinte della trave, le due costanti d’integra-
zione si possono determinare entrambe dopo la seconda integrazione.

Supposta la trave prismatica, l'integrazione del diagramma del mo-
mento flettente fornird il diagramma delle inclinazioni, terzo integrale del
carico. Se invece la trave & a sezione variabile, occorrera dedurre preven-
tivamente il diagramma delle curvature.

Infine integrando il diagramma delle inclinazioni, si ottiene la linea
elastica, che sarebbe dunque il quarto integrale del carico.

Questo metodo di costruzione della linea elastica per integrazioni suc-
cessive & dovuto a C. Saviotti.

L’ equazione differenziale della curva funicolare f(x,z)=0 di un ca-
rico ripartito p(z), costruita con dis-
tanza polare A,, ¢ nota dalla statica
nella forma (fig. 49 a):

a7 P o

46 =— . )

(46) dz X 7

Se interpretiamo come intensita di un IE2S

carico ideale le quantith M:EJ, e rite- y

niamo la distanza polare unitaria, la T °

(46) si trasforma nella: g ) -,

1
@y M ) !
_ — . _4,
a7 i T j
che ¢ la nota equazione dillerenziale F?Lgfp
della linea elastica (fig. 490).

Si constata cosi che la deformata L_‘ ;
d’una trave inflessa pud anche ottener-
si come curva funicolare di distanza
polare unitaria, di un carico ripartito ideale la cui ordinata corrente valga
il rapporto M:EJ.

Poiché vogliamo operare graficamente, cominceremo a costruire il dia-
gramma dei momenti flettenti con distanza polare arbitraria H (fig. 50 a);
passcremo quindi a quello delle curvatore (fig. 50b), con che all’equazio-
ne della funicolare potrd darsi la forma gid nota:

a’y

H
(47> dza = = EJO Ye -

Fig. 49




— 42

Poiché H:E.J, & una costante, conviene tenerne conto alterando la di-
stanza polare ed assumere come ordinate del carico ideale semplicemente
le y., ossia identificare il diagramma di tale carico con quello delle cur-
vature. Un elemento di carico ideale sard allora y,dz, mentre la distan-
za polare, anzich® unitaria, dovrd assumersi uguale a EJ :H.

Dividiamo allora in strisce verticali il diagramma delle curvature,
valutiamo le forze ideali y,Az rappresentate dalle aree delle strisce di

ordinate medie y,, e riduciamo-

le ad una medesima base X, per

: averne le misure y,Az:),.
4 4 ‘I T ] ] ] T y Applichiamo pot le forze co-
l‘ﬁ I 51 | ] si ridotte ai baricentri delle sin-
) = 4 gole strisce, costruiamo la retta

delle forze e procediamo al trac-
:lamento della funicolare.

Se per non alterare il secon-
do membro della (46) si adope-
rasse nel tracciamento suddetto
la distanza polare:

Ed,

(48) Aezﬁ)‘\‘l“,

che misura 1’area EJ, :H nella
stessa base A, usata per le aree
delle curvature, si otterrebbe la
Fig. 50 linea elastica nella scala del dise-
gno; ma, data la piccolezza delle
ordinate rispetto alle ascisse, come si osservo gid a proposito del metodo di
Saviotti, essa si confonderebbe con la fondamentale. Occorre dunque adot-
tare per le ordinate una scala maggiore di quella del disegno, cid che pud
ottenersi scegliendo in luogo della distanza polare A} una distanza A, mi-
nore ; otterremo allora non piu la linea elastica, ma una linea affine ad
essa, essendo il rapporto di affinitd ancora:

¥ RJ,
N HX,

(49) £=

Anche qui, dette g, le ordinate lette sul disegno senza riguardo alla
scala, quelle al vero sono espresse dalla (43").

Per stabilire la fondamentale del diagramma delle y, occorre cono-
scerne le ordinate relative a due punti arbitrari dell’asse. Ad esempio,
nel caso di una trave sorretta da appoggi rigidi alle estremitd, la fonda-
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mentale & definita dalle condizioni v, =7 = 0, le quali impongono anche
I’annullarsi delle corrispondenti y; (fig. 80). Tracciata quindi la funico-
lare con un polo P; ¢ determinatene le intersezioni A’ e B” colle verticali
degli appoggi, la congiungente questi punti ¢ la fondamentale di riferi-
mento per la lettura delle ordinate y,. Volendo poi riferire il diagramma
ad una fondamentale orizzontale A'B’, basterd, com’® noto, spostare op-
portunamente il polo P, in P, ferma reslando la distanza polare ..

E ovvio che la determinazione della fondamentale ¢ ugualmente pos-
sibile se in luogo degli abbassamenti di due punti dell’asse della trave si

conosce l'ineclinazione della linea elastica in un punto qualunque.

Per poter leggere comodamente le inflessioni, occorre scegliere in mo-
do opportuno il rapporto d’affinita.

In generale, volendo le ordinate multiple dei reali abbassamenti se-
condo un intero i, calcolato § = im, sceglieremo per la costruzione della
funicolare la distanza polare:

(50) = BT, HAE .

18 — 11 corollario di Mohr.

Col metodo di Saviotti si perveniva alla linea elastica attraverso due
intégrazioni successive del didgramma delle curvature, determinando il dia-
gramma delle inclinazioni con la prima, la linea clastica con la seconda
integrazione. Col metodo ultimo esposto, sempre partendo dalle curvatu-
re, lo scopo viene raggiunto con una sola operazione grafica: il traccia-
mento della funicolare di questo diagramma come diagramma di carico;
la costruzione della funicolare equivale dunque alla duplice integrazione.

Peraltro, dato che le operazioni grafiche richiedono la suddivisione
dei diagrammi in striscie di larghezza finita, il risultato dei due procedi-
menti non & assolutamente identico. Le ordinate esatte della poligonale
che rappresenta la deformata sono infatti quelle corrispondenti ai vertici
nel primo metodo, quelle intercette sulle dividenti in striscie il diagramma
delle curvature nel secondo. '

Ne consegue che a detta poligonale la linea elastica & circoscritta o

iscritta, secondo che sia stato seguito il metodo di Saviotti oppure quello
di Mohr. a S
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Supponiamo ora la funicolare deformata, costruita con distanza po-
lare 1, uguale al segmento che rappresenta 1’ unitd della scala presa a
rappresentare le forze-curvature (§=1), ossia la linea clastica rappresen-
tata nella scala stessa del disegno, sia
per le ascisse che per le ordinate (fi-
gura 51).

Sc gli abbassamenti degli estremi
A e B sono nulli, la fondamentale
dalla quale vanno contate le ordinate
7 & la congiungente i punti 4, B’ in
cui la funicolare incontra le verticali
degli estremi. Guidando dal polo P,
il raggio proiettante P,0 parallelo a
detta congiungente, gli angoli da esso
formati coi raggi prolettanti estremi
P,C,P,D risultano eguali alle rota-
zioni che gli elementi estremi dell’as-
se della trave compiono nella defor-
mazione.

R

~ 4

~

Q!

[
Vel
14
Fig. 51 Questi angoli, che per la loro pic-

colezza possono confondersi con le cor-

rispondenti inclinazioni — tangenti sugli appoggi— essendo A, —1, valgono:
(51) OC=tga=c~a , DO=tgB=coB.

D altra parte, se la trave si suppone semplicemente appoggiata agli estre-
mi, i segmenti OC e DO sono pure le reazioni degli appoggi della trave
caricata dal diagramma delle curvature, donde il corollario: le tangentt
sugli appoggi sono uguali alle reazioni della trave supposta semplicemente
appoggiata agli estremi e caricata dal diagramma delle curvature. Con le -
notazioni della figura si ottiene:

1 [ My 1" Mz

(2 S A 7 A A T

dz

Pit generalmente, poiché la linea elastica & I’ integrale delle inclina-
zioni, nota detta linea, si pud ottenere 1’ inclinazione in corrispondenza di
una certa sezione S determinando il valore della derivata della funzione
7n(z) in corrispondenza di essa. Ricordando le prime nozioni del calcolo
grafico, troveremo l’inclinazione cercata misurando, nella scala scelta a
rappresentare le forze-curvature M Az:EJ, il segmento OT staccato sulla
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sulla. retta delle forze dai raggi proiettanti P,0 e P,T, rispeltivamente
paralleli alla fondamentale A'B’ ed alla tangente in S’ alla curva (fig. 51).
Osservando ora che &:

¢=0T=0C—CT=uo—CT,

dove, per il corollario enunciato, « & la reazione sinistra della trave sem-
plice AB caricata dalle curvature, e che inoltre il segmento:

O_Tzf (M:EJ)ydz

misura il carico delle curvature alla sinistra della sezione S, si conclude
che OT misura la somma algebrica delle forze-curvature — reazione e quota
di carico fino all’ascissa z — alla sinistra della sezione considerata.

Possiamo dunque generalizzare il corollario di Mohr nel modo seguente:
U inclinazione della linea elastica in corrispondenza di una sezione qua-
lunque d’una trave comunque vincola-
ta agli estremi, purché @ vincoli non
siano cedevolt, ¢ uguale al taglio in

quella sezone perla trave supposta sem-

plicemente appoggiata agli estremi e ca-
ricata dal diagramma delle curvature.

Infine, sempre nell ipotesi che le
sezioni estreme della trave non si ab-
bassino, lo stesso metodo di Mohr av-
verte che la ordinata v tn corrispon- . 1
denza di una sezione qualunque S pud 7] %

4

valularsi come momento flettente in
quella sezione, supposta ancora la trave ¢/
appoggiata agli estremi e soggetia al
carico tdeale delle curvature.

&'
19 — Trattazione grafica delle travi 7 ¥4
J A
isostatiche. ‘ 2 .
4m=87
Riportiamo alcune applicazioni dei Fig. 52

metodi precedentemente esposti:

a) La trave AB sia incastrata all’ estremo A e soggetta ad un carico di-
stribuito con continuita I(ﬂg. 52). La linea elastica potrebbe ottenersi con
quattro successive integrazioni del diagramma di carico (metodo Saviotti):
le prime due darebbero ordinatamente il diagramma del taglio e quello



