Carrroro VII

SISTEMI ELASTICI A DUE DIMENSIONI

43 — Stati piani di deformazione.

Il solido elastico sia un cilindro di lunghezza indefinita, cimentato da
forze, sia di massa che superficiali, uniformemente distribuite nel senso
delle generatrici, e spiranti normalmente alla direzione di queste. In tali
condizioni il piano di una sua sezione retta qualunque sarid necessaria-
mente piano di simmetria tanto per il solido elastico e per le forze ester-
ne, come per le deformazioni. Un punto qualunque si sposterd nel piano
normale alla generatrice passante per esso, talcheé, se indichiamo ora con
x, 4y, 2, gli assi di riferimento, con u, v, w, le corrispondenti compo-
nenti di spostamento, e supponiamo 1’ asse z abbia la direzione stessa
delle generatrici, sard w =0 per tutti i punti del solido.

In conseguenza risulta dalle (4) e (9):
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e quindi dalle (91):
Tox = 0 s Ty =10

Dalle stesse (91) si ha inoltre:
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e sostituendo questa nelle espressioni delle prime due dilatazioni :
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Le equazioni indefinite di equilibrio, dette X e Y le componenti non
nulle delle forze di massa, saranno poi:
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wentre la terza equazione sard identicamente soddisfatta in quanto le
forze esterne hanno componente nulla secondo I'asse z, ed & quindi
00y

— =0, ossia o, = costante.
0%

Le equazioni ai limiti, chiamando F, ed F, le componenti diverse da
da zero della forza applicata all’ elemento superficiale generico, m* ed n*
i coseni di direzione non nulli della normale esterna a tale elemento, di-
vengono infine:

of, of.
o/, of,
\ A &]; + 2 a; + F, = n*o, + m*1,, .

44 — Stati piani di tensione.

Il solido elastico sia ora una lastra piana di spessore costante e pic-
colissimo rispetto alle altre dimensioni, limitata da una superficie cilin-
drica a generatrici normali alle faccie (fig. 19). Le forze esterne siano
tutte parallele al piano medio @y, quelle superficiali agiscano esclusi-
vamente sul bordo della lastra, e tutte le forze siano inoltre ripartite uni-
formemente nel senso dello spessore z.

Per I'ipotesi fatta sulle modalitd di carico, le condizioni:

0x=1:xm:txy=0

valgono non soltanto per gli elementi delle faccie, ma per tutti gli ele-



— 93 —

menti piani normali all’ asse #, i quali, per I’ipotesi fatta circa lo spes-
sore, sono tutti vicinissimi alle faccie.
In dipendenza della con-

dizione o,=0, dalle (91) si mu
trae: T~
! _i _ Gy)
Ey = I (Ow W ’ o s N
(116) i x Z
_ 1 ( %).
VT E N\ T
Le equazioni indefinite ”m
ed ai limiti sono sempre le v 1y

(114) e (115). Dato che per la Fig. 19
determinazione delle tensioni

incognite o,, o5, T, nel punto generico del sistema sono disponibili due
sole equazioni di equilibrio, gli stati piani di deformazione e di tensione

si presentano semplicemente iperstatici.

45 — Equazioni dell’equilibrio elastico dei sistemi piani.

Oltre alle equazioni indefinite (114) ed ai limiti (115), le quali sono
dunque le medesime tanto per gli stati piani di deformazione come per
gli stati piani di tensione, devono essere soddisfatte quelle di congruenza.

Per uno stato piano di tensione, essendo:

Gx=0 s th=0 » Tg/xzov
. 87 &s m — 1 .
Bigg=1 ’ 0z —"(') ? 0z __m(fm——l) divy,

scrivendo le (109) e sommandole membro a membro, si ottiene:

Ats 4 m

o8 )__ 2m + 1
m -+ 1

5 s\ X
(AS+ 07 m— 1 dv ¥,

da cui, con ovvie riduzioni:

(117) A (0p+5y) = — — (""X 5Y).

m—1 X + oy
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Per uno stato piano di deformazione, posto:

m'E 1 1
(118) B, = m’ — 1 m, m—1

le (113) divengono:
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espressioni delle dilatazioni formalmente identiche alle (116), salvo la di-
versitd dei valori di K e di m.

Le condizioni di congruenza per questo caso si traducono allora nel-
I' equazione :

(119)

(120) A* (054 o)) = —

Mm, X dY
m,— 1 (690 + 6y) ’

1dentica alla (117), salvo il diverso valore del coefficiente di contrazione
trasversale.

Si possono dunque trattare gli stati piani di deformazione come gli
stati piani di tensione, modificando le costanti d’ elasticita E ed m se-
condo le (118).

Se sono nulle o costanti le forza di massa, sia la (117) che la (120)
si riducono alla forma:

(121) | A (ap+0y) =0

la distribuzione degli sforzi & cioé identica per entrambi i tipi di sistemi
piani. In tal caso le equazioni dell’ equilibrio elastico mon contengono le
costantt d’ elasticita ; ci0 significa che in assenza di vincoli che limitino
la deformabilitd del sistema, la distribuzione degli sforzi ¢ indipendente
dalle proprieta elastiche del corpo; per un dato sistema elastico essa pud
essere pertanto studiata sperimentalmente su di un modello eseguito con
materiale qualunque purché omogeneo ed isotropo. Tale possibilita viene
invece meno quando le condizioni di vincolo siano in numero superiore
a quello strettamente necessario ad assicurare I’immobilitd del sistema,
perche, risultandone condizionata la deformabilitd, le costanti d’elasticita
compaiono in generale nelle equazioni di vincolo.
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46 — La funzione di Airy.

Se le forze di massa si riducono al solo peso proprio e questo agi-
sce nella direzione y, indicando con p la massa dell’ unitd di volume, con
g ' accelerazione di gravita, le (114) divengono:

00, 0Ty
(122) g 0y
0 Gy

+ar‘”+ 0g=0.

oy
Se F' ¢ una funzione continua delle coordinate «, y, e poniamo:

. o F &' F &' F
(123) Om:a—!jg . Oyz 6w2 ’ Tmy:—szgm,

e facile verificare che effettuando le derivate dei parametri della tensione
e sostituendole nelle (122), queste risultano identicamente soddisfatte.
Sostituendo poi nell’equazione di congruenza (121), si ottiene:

‘ 8219’ &K ot F *F o F

A ( ¢ )— -
(124) FP R o ey +26w26‘y2 + 5y 0,
ossia ;

AANF=0:

la funzione F deve pertanto soddisfare alla condizione di biarmonicita,
Gon I’ ausilio di essa lo studio dei sistemi piani viene ridotto a ricercare
una soluzione della equazione differenziale del quarto ordine (124), la quale
soddisfi alle equazioni ai limiti.

La funzione cosi definita viene chiamata funzione degli sforzi o fun-
zione di Airy. -

47 — I sistemi piani in coordinate polari.

Lo studio di taluni sistemi piani viene facilitato dall’ impiego di coor-
dinate polari. Ci limitiamo qui a trattare il caso particolarmente semphce
in cui il sistema presenti un centro di simmetria.

Scelto tale centro come polo del riferimento (fig. 20), prendiamo in
esame un elemento del sistema compreso tra le superfici cilindriche di
raggi r, r+dr, e i piani di anomalie ¢, ¢+d¢; sia unitario lo spessore
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del sistema. Indichiamo con o, e o, le tensioni normali rispettivamente se-
condo il raggio e secondo la tangente; entrambe sono indipendenti da ¢,
e la tensione tangenziale t,=71, & ovviamente nulla perché, per simme-
tria, 1 piani normali ai raggi sono principali.

L’ equilibrio alla traslazione nelle direzione del raggio, con le nota-
zioni della figura e per il caso di forze di massa nulle, fornisce : '

Z@ olp:2 [Gﬂ‘ +%dr do —o,rdyp —
0/ .,
g —20ar ¥ —o,
2
&
da cui semplificando:
d (c,r
§ \ /a,f',g‘/’_ﬂo’rj}ﬂ@ o anche:
—p (1‘025) dc'r‘z 0;— Oy

Fig. 20 dr r

Per la determinazione delle incognite o, e o, I’ equilibrio dello stato di
tensione piano fornisce dunque una sola equazione, confermandosi cosi
tale stato semplicemente iperstatico.

La condizione di biarmonicitd per la funzione di Airy, espressa in
coordinate cartesiane dalla (124), si trasforma nell’altra:

0 1 9 1 ¢ o’ F 1 oF 1 oF°
(126) (e L2 L (L L L )00,
or r or oy ar r or oy
() - Notando infatti che é:
¥E =t 4y , ¢ = arctg y_,
e percid anche:
or —i—CUS or —-ﬂ——S(‘}n’
ax - r - P ’ ay - r - ¢,
de y _  seny 09 _ x _ €089
o r ’ oy . r
avremo: _
dF O F OF d¢ OF 1 F .
Sw - or + Yo ow = cos ¢y r ow seng ;

OgF—( 2 cos _ 2 gen _()_)(DF cos _ 1 OF sen )=
D at or T ’ DY or A 0% CP)-F
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che, in virth della simmetria, pud scriversi :

a 1 d ar 1 dF)
(427 (d’rz r dr )(dr” r odr /T
d'F 2 d&'F 1 d'F 1 dF
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Com’é facile verificare, la (125) & soddisfatta dalle componenti di
tensione :

ar aFr

Op= ——5— -

dr ’ dr®

(128) 072%

Affinché la distribuzione di tensioni sia possibile, la F deve inoltre verifi-
care la (127). Questa, con la sostituzione r=¢, si traduce in una equazione
differenziale a coefficienti costanti, la eui soluzione generale & della forma:

(129) F=Alnr+ Br'lnr 4+ Cr*+ D,

come si prova facilmente sostituendone le derivate nella condizione di
biarmonicitd. Le quattro costanti d’integrazione che vi figurano restano
determinate dalle condizioni ai limiti.

Sostituendo le derivate prima e seconda della F nelle (128), si otten-
gono infine le espressioni dei parametri della tensione :

;% +B(1+2Inr)+2C

Q
<
I

(130)

T

Oy = — ﬁ +B@+2Inr)+20C.

Le costanti 4 e B possono avere valori diversi da zero soltanto quan-

EF ; 12 ° 9 cos 2 en2
_0 o —p 0*F seng cose 0F sen’e 42 oF sencp2 P b I;’ S 1 ¢ .
or? dyor r or * 0P r 0¥ 7

Analogamente troviamo :

O'F  'F 5 VPR sen¢ cose DF cos?o dF senypcosy  P*F cosio
—— = sen 2 -2 .
dy? or? ¥+ dedr r or r i re D¢t

Sommando le due derivate seconde della F':

F P 02F+i 0F 1 ¥F
().T2 ()yZ (),'.2 r ()1. ,r2 ()CPE

e tenendo presente la (124), si ottiene la (126).
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do il sistema presenti una cavitd centrale, come nel caso di un anello
o di un tubo; se il sistema & pieno, devono necessariamente essere nulle
le tensioni al centro, perché altrimenti, per r =0, entrambe vi prendereb-
bero valori infiniti. In questo secondo caso I'unica soluzione simmetrica
possibile ¢ semplicemente :

o,=0,=20":

il sistema sopporta una trazione o una compressione uniforme in tutte
le direzioni del suo piano.




