Carrtoro VI

SOLIDI ISOTROPI

38 — Costanti di elasticita.

Abbiamo finora ammesso che le proprietd elastiche del solido siano
diverse da punto a punto e, nello stesso punto, diverse anche nelle varie
direzioni. Esse dipendono allora, come si & visto al numero 24, da ven-
tuno costanti di elasticitd in ciascun punto del solido.

‘ Dovremo ora abbandonare tale generalita di ipotesi, per precisare
definitivamente le proprietd elastiche dei solidi intorno ai quali verte il
nostro studio.

Faremo I’ ipotesi che il solido elastico sia omogeneo ed isotropo, ossic
ch’esso sia ugualmenle costituito in tutli i suoi punti e secondo tutle le di-
reziont uscenti da ogni suo punto.

L’ ipotesi dell’ omogeneitd equivale alla condizione che le ventuno co-
stanti d’ elasticitd siano indipendenti dalle coordinate del punto, che si
mantengano cioé costanti in tutto il solido; quella dell’ isotropia rende
invece quelle stesse costanti indipendenti dall’ orientamento degli assi
coordinati.

I corpi naturali soddisfano spesso assai imperfettamente a tali ipote-
si; tuttavia omogeneitd ed isotropia vengono regolarmente ammesse nelle
applicazioni della teoria dell’ elasticitd in vista di notevolissime semplifi-
cazioni che ne vengono ai calcoli. D’altra parte 1’esperienza dimostra che
I’approssimazione che ne risulta & in generale sufficiente agli scopi cul i
calcoli mirano. '

Supponiamo per esempio di mutare solamente il verso dell’ asse y;:
le componenti di deformazione relative alla nuova terna di riferimento si
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otterranno dalle (4) cambiando y, in —y; e v; in —wv;, ¢id che fa sempli-
cemente mutare di segno i parametri e; ove & k=i, mentre rimangono
immutati gli altri.

Al mutare del verso dell’ asse y,, le e; con indici distinti possono
pertanto comparire nell’ espressione (63) della densitd d’ energia col segno
positivo o con quello negativo; immutati restando tutti gli altri termini,
possono cioe figurare positivi o negativi e con lo stesso valore assoluto
quel termini della ¢ che contengono i detti parametri alla prima potenza,
ossia 1 termini nelle costanti @i, jn 1 cul indiei soddisfano simultaneamen-
te alle condizioni:

ik , ik == jh .

Siccome ¢ e indipendente dal sistema di riferimento e non potrebbe con-
servare lo stesso valore al mutare di segno di quei termini ove essi fos-
sero diversi da zero, se ne deduce che, per valori arbitrari delle compo-
nenti della deformazione, debbono annullarsi le costanti di elasticitd che
vi figurano come coefficienti, i cui indici soddisfano alle due condizioni
sopra dichiarate. ,

Rimangono allora diverse da zero le costanti che non soddisfano :

ad alcuna delle due condizioni, cioé quelle del tipo g 4 °
all,li y a22’22 o a.’m,fj.? ;

alla prima condizione, cioé le costanti del tipo @y -
Wy,20 ’ a’u,m; ’ a22,33 ;

alla seconda condizione, cioé le costanti del tipo Qi it -
i, ie , Oy s , Bigs g «

Le costanti vengono ridotte cosi da ventuno a nove; le rimanenti dodiei,
che abbiamo dimostrato essere nulle per un corpo elastico isotropo, pren-
dono il nome di costanti delle elasticitcc dissimmetriche.

Dopo ¢id la (55), scritta per le tensioni del tipo o; = o;, ossia per le
tensioni normali, prende la forma:

(84) 0; = %‘ Wi h €h = Qg 11 &)+ Qi 0o € + Wjg 55y
L

perche gli indici della seconda coppia apposti alle @ sono uguali, se tali
sono anche quelli della prima, essendo nulle tutte le costanti per cui tale
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condizione non ¢& verificata ; scritta invece per i parametri della tensione
del tipo o, = t;, ossia per le tensioni tangenziali, diviene:

Tip = 2’; Wik ik €ik = Qin ik, Cif 1 Qg i, Eik
<
o anche:
(85) T = Qi ik Yit: »

Scriviamo ora per disteso le espressioni dei parametri della tensione,
traendole dalle (84) e (85). Nel riferimento y,, ¥,, ¥,, saranno:

Op == Q11 & = Py 20 €y + Uyy53 €z

2 = gy 41 & + Qgp 0 €5 T @285 €5 5
(86)

, Oy = Wy 41 €, 3 i aaa,ze & + W33,3 €5

\ T = a:z,zz Yiz ’ T = a::r,fa T1s ) Tog = a@s,zn Yas »

Se invece li riferiamo alla nuova terna:

4
Yi=¥Yiy,,

1 parametri della tensione potranno ovviamente dedursi dalle (86) me-
diante permutazione ciclica degli indici nelle componenti della deforma-
zione. Poiché i coefficienti debbono rimanere invariati in virtd della sup-
posta isotropia, avremo : ‘

4
G, =0,= Q111 Es + Q20 & + Q11,33 €1 »

’
Op == Op == (byy 4y €5+ Wy 55 %5 + gy 45 &,
(87)

4
Os =0, = Qy3,1, & + Wss,00 €5 + Q33,55 €1 »

\ ’ s /o .
Tipg = Tgy = a’w,:z Y23 3 Ty = Ty = am,za Yat ) Toy = Ty = a’sx,az Yw .

Dal confronto con le precedenti espressioni si deduce dunque che, per
valori arbitrari delle componenti della deformazione, debbono essere ve-
rificate le uguaglianze :

[ Qpyy1 = gy 30 = Qs 35 o
(88) Wyp00 = Qgp pg = Was.00 o
Qs 12 = W 05 = Mgy 5 »

DONATO — Scienza delle Costruzioni — Parte I 6
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Le costanti di elasticiti si riducono cosi a tre sole tra loro distinte.

Identiche riduzioni si verificano naturalmente nei coefficienti c.
Annullandosi dapprima tutti i coefficienti dei termini contenenti le <
alla prima potenza nella (64), le (56) possono scriversi:

&= %‘ Cii it Ok »

Yio = 2&ir = 2 (Cirik Oir + Cit it Ons) = £ Can ik Vi

e per disteso:

€ = Cy1,11 94 + Cyir,00 9 1+ Cir,83 93 9

—

€y = Cas,41 9y + Cso,02 Oz + Cas,33 75
(89)

&5 = Cy3,1, 9, + Ca3,28 O + C33,23 03 »

Yz = 4 012,12 Te 9 Yes= 4 623,23 Tos 5 Yau= 4 631,31 Ty

Osservando poi che i rimanenti coefficienti sono legati da relazioni ana-
loghe alle (88), e ponendo:

/ C =0 = = —‘z—
/ 11,00 — Vze,22 — Y333 E ’
\ 1
(90) ’ Crryoe = Cazypz = Cs3,0 = — ‘mE ’
C Crage = Caggs = Cyy o = 1
12,12 — “23,23 T Y8131 T 4G ’
le (89) divengono:
e o L ( _ fﬁ‘_"s) ,
/ B\ m
Ak
T F\% m ’
91
(1) 1 (0 o, + 0o, )
g, = —E— 3 m ’
\ Tis Em 31
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Chiameremo :

E modulo d’elasticita normale o modulo di Young,

G modulo d’elasticita tangenziale,

1 . . . . .

o coefficiente di contrazione laterale o coefficiente di Poisson.

E facile constatare che le prime due delle tre costanti di elasticita

alle quali in definitiva c¢i siamo ridotti nel caso di corpi elastici isotropi,
cioé i moduli d’elasticitd, hanno le dimensioni di una tensione; essl si

esprimono di regola in t/ew®, talvolta anche in kg/ew® o in kg/mm’; la
terza & invece una costante adimensionale.

Indicata con s la somma delle tre tensioni normali, la generica delle
prime tre delle (91) si pud anche scrivere:

1 g; :
(92) ci= (ot LT o) = f(m+ 1) o, — 5] .

Sommando rispetto all’indice ¢ e ricordando I’espressione di ©, si ottiene:

1 m —2
;2 ~ mE [(m +1)o;—s]= “mE

(93)

Possiamo dunque affermare che in un solido omogeneo ed isotropo la
somma delle tre componenti normali di tensione é proporzionale al coeffi-
ctente di dilatazione cubica.

Posto ora:

0£=Si,

supposto cioé che gli assi di riferimento abbiano le direzioni principali
degli sforzi, sara:
e, in virtu delle ultime tre delle (91), anche:
Yir=0.
Ma queste ultime condizioni non possono verificarsi se non quando risulti:

g =2¢;,
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cioé quando gli assi di riferimento abbiano le direzioni principali della
deformazione ; concludiamo quindi che in ciascun punto d’ un solido iso-
tropo le direzioni principali delle deformazioni coincidono con le direzioni
principali delle tensioni.

La densita d’energia in funzione dei parametri della tensione, espres-
sa in generale dalla (64), prende ora la forma:

1
=5 [(C“ 1107+ Ca9 9505 + Cy4 a3 Oi) +2 (011,22 9,05 + Cay 5595 G5 + €33 1, G 01) +
2 H ’ ’ ’ i

+ 4 (012,12 tf? + 023,23 123 + C.’}i,"]l tg!)] ’
e avuto riguardo alle (90):

. PR
(94‘) ¢ =‘ﬁ(c1 'i" Cs + 03) W(Gon + 0,0, + Oy cz) + 26 (112+123+ T;n) .

39 — Relazione tra le costanti di elasticita.

Sottraendo la seconda delle (91) dalla prima, si ottiene :
mb (e, —e)=(m+1)(s,—o0,).

Poiché la scelta degli assi di riferimento non & legata ad alcuna con-
dizione, fra i coefficienti di dilatazione e,, ¢ relativi a due direzioni or-
togonali arbitrarie e le tensioni normali o,
o, agenti sugli elementi superficiali perpen-
dicolari a tali direzioni, sussistera una rela-
zione analoga alla precedente; si avra cioé:

R

(95) mkb (e, —e) = (m+1) (o, —0,) .

Assumiamo dette direzioni parallele al pia-
Fig. 18 no coordinato y,¥., e precisamente (fig. 18):

I’ elemento lineare a formante angoli di 45° con le direzioni y,, y,, de-
finito cioé in direzione dalla terna di coseni:

1 1

N, = —— , Uy = ——n- .
V2 V2

I’ elemento lineare b situato nel quadrante —y,, y,, e normale al prece-
dente, ossia avente i coseni direttori:

1 1
ve ] ’

Vy=10 .

v, = —
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Applicando la (6), avremo allora:

1 1 1 1 1 1
Eaz?ﬁr+2—52+_2—.{12 ) Eb=?51+?82_?'¥12;

dalle quali, sottraendo membro a membro, si deduce:
(96) € — &y =Yus
Dalla (34) si ha poi:

1 1 1

201—1_201_}_112 ’ 0b=201+2°‘2—‘5127

G, =

da cui, sottraendo ancora membro a membro:

(97) Gy — 0y = 27T, .

Introducendo le (96) e (97) nella (95), questa diviene:
mEy,=2(m+1)7,;

ma, per la quarta delle (91), & pure:

GY:z =T ;
sussiste dunque la relazione:
1 m
(98) G=7—_m—g—1 E,

il modulo d’elasticitd tangenziale dipende cioé dal modulo d’elasticita
normale e dal coefficiente di contrazione laterale. Le costanti E ed m ba-
stano dunque da sole a definire completamente le proprietd elastiche d’ un
corpo omogeneo ed isolropo.

40 — Componenti speciali di tensione.

Risolviamo la (92) rispetto a o, e sostituiamo in essa I’espressione di
s che si trae dalla (93); avremo:

0

m—2

_mE(@

T +1 \m—2 + e,-) |

-
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Introducendo la costante di Lamé :

2G mil
(99) = m—2 (m + 1) (i — 2)

e osservando che le componenti tangenziali risultano ovviamente dalle
ultime tre delle (91), le (54), nel caso particolare d’un solido isotropo, si
serivono :

o, =204 2G¢;,

(100) = Gy =2Gey |

41 — Limiti teorici del coefficiente di Poisson.

Poiché la densitd d’energia v, espressa dalla (94), deve essere sem-
pre positiva per valorl arbitrari delle componenti speciali di tensione, do-
vra anzitutto essere:

>0 )

z
E
avuto riguardo alla (98), cid importa pure:

m+ 1
m

>0,

OVVvero:
1

et L
m

Ponendo poi nella (94) o,=0,=0,=0, 1,=1,=1,=0, si ottiene:

da cui segue:

Teoricamente dunque il coefficiente di contrazione trasversale ¢ com-
preso tra —1 e 1/2.
42 — Equazioni dell’ equilibrio elastico.

Si ¢ gia delto che il problema dell’ equilibrio elastico puo essere ri-
solto assumendo come incognite le componenti di spostamento v;. Vedia-
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mo intanto come si esprimono per un solido omogeneo ed isotropo le
equazioni indefinite di equilibrio, appunto in termini di spostamenti.

Passando anzitutto dalle tensioni alle deformazioni per mezzo delle
(100), le (28) divengono:

00 6'81'1.:
2
0Yx + G%‘ oY

. +Y,=0,

e in funzione degli spostamenti, successivamente :

9@ o ( 81)1: 80'4: .
R T ayi)*‘l =0,
¢0 —i—G 0 Zavi +G2 82’015_’_}7_0.
82/7”' a?/f.; i 5% F; Oyf k==Y
introducendovi poi I’ operatore di Laplace A*v,— X Ohv;” e notando che
N 6V ) ) < iy
& 3" =0, s ottiene:
i Y
. e,
GNy+(A+G)———+ Y;=0.
oYk

Esprimendo ancora la costante di Lamé in funzione del modulo di elasti-
citd tangenziale a norma della (99), si perviene in definitiva alle equazioni:

m 60
m—2 dYy

(101) G(Nm+— )+11=0,
che equivalgono alla espressione vettoriale:

(102) G(Nv+—agi?gmdde)+Y=0.

Per un sistema elastico in moto le (101) e (102) si scrivono ovviamente:

. m 00 v,
(103) 6 (8% 0, + _m 8m)+&@—p7ﬁf_o,

. m . v,
(104) | G(Av—i—mgraddlvv)—kY—pW—O.

Derivando ora la (101) rispetto a y, e sommando rispetto all’indice k&,
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avremo successivamente :

. oV, m &2(9) oY,
G(A % Y m—2 %: 0 Yi +k2- oY =90,
(105) 262" L xgrdivy—o.
m— 2

Se sono nulle o costanti in tutto il corpo le forze di massa, si ottiene:

ggm—_l,y@=0,
m—2

da cui, per la dilatazione cubica ©, la condizione di armonicita :
(106) A0 =0.

Quanto alle condizioni ai limiti (32), sostituendovi le (100) e passando
agli spostamenti, si trasformano successivamente :

28w+ 2G Zeym, = F,+ Ry,

2 o, d v }_
G[T_é—@’”k-l-%'(a% + ayi)ni =FI.+ R,

per tradursi in ultimo nelle equazioni:

2 0 0 (A ) .
(107) G(_——11?,—2 ®nk+—_8yk [Z’U,n,-l-lzl_—ayi n; —‘Fk_“Rlc-
Le (101) e le (107), associate alle equazioni di compatibilitd, defini-
scono in modo completo le funzioni v,. Note queste, si deducono in modo
ovvio 1 parametri della deformazione e della tensione.

*
* %

Se si assumono come incognite le componenti di tensione, la gene-
rica delle equazioni (11) del primo gruppo:

2
¢ €

I I A
oy; oY Y oY

tenute presenti le (92), diviene :

82 fn . 82 ; _ ’WLE 821:,:‘}'
[(m+ 1) o, — 8]+ [(m+ T)g; — 8] = G Tyioy;

oY; oY;
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e successivamente avuto riguardo alla (98):

e ) e
dY; dY; m+1 \ dy; Y; 0Y; 0Y;

Similmente dalla generica delle equazioni (11) del secondo gruppo:

528,- _ 0 (_ 8ij aYM 8Y£‘j ) ,
0Yj oY  OYi Y 0 Yj o Yy
avremo :
82 oF; . 1 828 _ 0 (_ (9'5_7'/5 4 81:,“- + 8'1:‘-} )
8y 0y,  m+1 Sy oYy 0y 0¥ 0 Y; oY

Utilizzando le equazioni di Cauchy, le precedenti assumono forma
particolarmente semplice, cui piu facilmente si perviene col seguente pro-
cedimento diretto.

Avuto riguardo alla (98), scriviamo la generica delle (92) nella forma:

e, — o _ 1 (G . 8§ ) .
T 0y, 26\ m+1/°
derivando due volte rapporto a y; e sommando rispetto all'indice ¢, avremo:

0 N (2 A*s )
c')y,cA@k_ 2G Ao — m+1/"

d’ alira parte si ha dalla (101):

0 - m "0 1 3Y, |

oY Aoy == m—2 oy G oy’
sicche, uguagliando :
2Gm 'O . 8Y A*s
AE - —_ — b
L oY & 6 Y m + 1

ovvero, tenendo presenti le (93) e (98), anche:

m d's oY, A*s
A? =— 2
%+ m—+1 0y = oYr = m + 1

e osservando che la (105) equivale alla:

(108) m— 1
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finalmente :

) . m o’ _ L,y 1 aY;
(10')) A0k+ m+1 Jy 4 Y m —1 %‘ Y,

Con analogo procedimento si ricavano le altre equazioni :

(110) Aty +

" o's __(E)Y,— é)Yk)
m+1 oy, o0y, Y oY

Se poi sono nulle o costanti in tutto il corpo le forze di massa, le
(109) e (110) prendono la forma unica delle equazioni di Beltrami :

m o°s
= ==
m+1 oy oy

(111) Aoy +

Derivando infine la (111) due volte rapporto a ¥;, sommando rispetto
all'indice di questa coordinata, e tenendo presenti le (93) e (106), avremo,
per le componenti della tensione, la condizione di biarmonicita :

(11Q) AgAzoik:O.

Le (109) e (110), le (111) oppure le (112) nel caso di forze di massa
nulle o costanti, tengono luogo delle equazioni di congruenza per un cor-
po isotropo. Esse si prestano bene alla risoluzione del problema dell’ equi-
librio elastico quando siano esplicitamente date tutte le forze superficiali
agenti sul corpo; questo deve in tal caso riguardarsi come libero da vin-
coli, e le equazioni ai limiti prendono la forma semplificata :

2 OGNy = F/c .
i

Poiché le condizioni di congruenza in termini di tensioni sono equa-
zioni alle derivate parziali seconde. si pud affermare che se il sistema di
forze esterne & tale che le equazioni indefinite ed ai limiti siano soddi-
sfatte da componenti del tensore degli sforzi costanti oppure lineari nelle
coordinate, queste medesime componenti risolvono il problema dell’ equi-
librio elastico, in quanto esse certamente soddisfano anche alle equazioni
di congruenza.




