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TEOREMI SULL’ EQUILIBRIO ELASTICO

30 — II principio dei lavori virtuali.

Consideriamo il corpo elastico nello stato d’equilibrio corrispondente
alle forze esplicite:

Ys‘- ) Fi

e siano R; le reazioni dei vincoli, v; gli spostamenti corrispondenti.

Poiché I'equilibrio sussiste sotto 1’azione delle forze esplicite e delle
reazioni, potremo ritenere queste ultime sostituite ai vincoli e quindi il
corpo libero nello spazio.

Volendo in tali condizioni imprimere al sistema una deformazione
ulteriore, &€ noto che affinché questa sia possibile, occorre e basta che 1
suoi parametri soddisfino alle condizioni di congruenza; non & necessa-
rio siano soddisfatte condizioni di vincolo da parte dei corrispondenti
spostamenti.

Diremo deformazioni virtuali del sistema dato tutte quelle, dello stes-
so ordine di quella gia da esso subita per azione delle forze, soddisfacenti
alle condizioni di congruenza.

Cid premesso, il principio dei lavori virtuali applicato ai sistemi ela-
stici puo essere cosi enunciato: ’

se un corpo elastico st trova nella configurazione di equilibrio corrispon-
dente all’ azione di date forze esterne, la somma det lavori da queste ese-

guiti per una qualunque deformazione virtuale ¢ uguale alla variazione
prima dell’ energia potenziale elastica.
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Detti o7 gli spostamenti, ¢}, le componenti della deformazione corri-
spondenti alla deformazione virtuale considerata, il lavoro eseguito dalle
forze di massa per unitd di volume vale:

*
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quelli eseguiti dalle forze superficiali rispettivamente per le forze esplicite
e per le reazioni dei vincoli:

ZFi03: ) 2 B,
t

i

La variazione prima dell’ energia potenziale unitaria ¢ (s,;), somma dei ter-
minl linearl dello sviluppo in serie di Taylor:

(7%) r(g_l..e*)_gp(e)—:z‘ 0% gf —F—J——Z—ach—E*E*-i—
P A& T i ik e, T H = e 0 A AR
ricordando le (6b), pud scriversi:
Ap =X A € =2 0y ey .
ik OE ik

I’ equazione dei lavori virtuali potremo ottenerla uguagliando gl’inte-
grali per tutto il corpo elastico del lavoro esterno e della suddetta varia-
zlone prima:

-
(73) /V(,Z Yivf)dvqtl[%“ (F, + Ry vt] dSsz(izk‘c,-ke?k)dV.
In essa, tanto il volume, come la superficie del corpo, dovrebbero a ri-
gore essere considerati come variabili al variare dello stato di deforma-
zione; tuttavia, per la supposta piccolezza della deformazione e confor-
memente a quanto si pratica normalmente in questa teoria, li riguarde-
remo entrambi come costanti ed uguali a quelli che il corpo possedeva
allo stato naturale.

Si noti altresi che I’equazione si trova talvolta scritta priva del lavoro
corrispondente alle reazioni; cid & legittimo quando ci si limiti alla con-
siderazione di deformazioni virtuali compatibili coi vincoli, e si riguardino
1 vincoli stessi come perfetti, ossia privi di attrito e rigidi, come noi li
abblamo finora supposti. In tal caso Je reazioni non lavorano, perché nella
deformazione virtuale il loro punto di applicazione non si sposta o si spo-
sta normalmente alla loro retta d’azione.
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La (73) equivale alle condizioni di equilibrio indefinite ed ai limiti da
noi ottenute per altra via; essa permette cioé d’individuare tra tutte le
deformazioni virtuali quella effettiva, in quanto corrisponde alla reale di-
stribuzione di tensioni in equilibrio con le forze esterne. L’uguaglianza
sta per qualsiast sistema di forze e tensioni, purché equilibrato, ossia sod-
disfacente alle equazioni di Cauchy ed alle equazioni ai limiti, e per qual-
siast sistema di spostamenti o deforinazione, purche possibile, cioé congruen-
te. Quest’ultimo potrebbe per esempio corrispondere ad una variazione
di temperatura o all’azione di una distribuzione di forze esterne diverse
dalle Y; ed F; che figurano al primo membro dell’ equazione.

La variazione seconda della densitd d’energia:
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che pud trarsi dalla (72), si riconosce uguale alla stessa funzione ¢ cal-
colata per le componenti ¢, della deformazione virtuale. Per le (65) e (59)
€ infatti:

&’ 0 &9 oy
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sicche alla (74) puo darsi forma analoga alla (63):
Agcp =@ (E:l') =I.2ﬂ aik,jh E’?ck ejkll .

La variazione seconda dell’energia potenziale di tutto il sistema :

ATD — [cp (&) dV
o ¥

essendo certamente positiva, avverte che, per forze esplicite costanti, la
configurazione d’equilibrio definita dalla (73) ¢ sicuramente stabile.

31 — Teorema di Clapeyron.
Per un dato corpo elastico soggetto a date forze esplicite Y;, F;, siano:

Sk , Eik s Yy,

le tensioni, le deformazioni e gli spostamenti corrispondenti alla soluzio-
ne dell’ equilibrio elastico. Scriviamo per esso 1’ equazione dei lavori vir-
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tuali facendovi figurare — una volta tanto — con le tensioni g4 che fanno
equilibrio alle forze date, gli spostamenti v, e le deformazioni corrispon-
denti. Cid & perfettamente lecito in quanto gli spostamenti e le deforma-
zioni reali soddisfano sicuramente alla premessa fatta di sopra.

Tenuto presente che, per le ipotesi fatte sui vincoli, le reazioni non
generano lavoro, avremo :

/(2 Yz"Uz‘)dV'i- [(2 Fz”Uz') dS:f(Z O Eu) AV .
JYV 3 Js o E vk

Se non vi sono sforzi iniziali, come qui vogliamo supporre, il secon-
do membro di questa equazione, secondo quanto risulta dalla (62), espri-

me il doppio del lavoro di deformazione ®,. Possiamo quindi scrivere la
equazione stessa nella forma :

(75) (D,:é[ﬁ(%‘th,-)dV—kl(izFiv,-)dSJ,

la quale esprime il teorema di Paolo Emilio Clapeyron: il lavoro di de-
formazione compiuto mentre le forze esterne crescono gradatamente dal va~
lore zero al valore finale, & uguale alla meta del lavoro che le forze stesse
produrrebbero se, mentre si compie la deformazione, esse agissero con tutla
la loro intensita finale.

32 — Teorema di Betti.

Consideriamo gli stati d’equilibrio 4’ un dato corpo elastico corrispon-
denti a due generici sistemi di forze esplicite :

’ ra 7, z
Y, , F, ; Y, , F/”;
e siano ordinatamente :
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le componenti di tensione, quelle di deformazione e le componenti di spo-
stamento relative rispettivamente al primo e al secondo stato.
I equazione dei lavori virtuali pud essere scritta :

per il sistema di forze e tensioni relativo al primo stato e per il siste-
ma di spostamenti e deformazioni corrispoundenti al secondo :

f(},‘ Yi’vg')dV—F/ (X I vy) dS=f(2 o) AV ;
Vvoi 8 i v ik
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per il sistema di forze e tensioni relativo al secondo stato e per il si-
stema di spostamenti e deformazioni corrispondenti al primo :

j (X Y/ v)av +f(2 Fv))dS = | (X ofey) AV .
v s i Jv ik
Ora, per le (54), le somme sotto i segni d’integrazione al secondo
membro della prima e della seconda equazione si possono scrivere rispet-
tivamente:
4 77 rr

= Qi ji Ejn Eig , X Qi jn €t €, -

ik, jh ik, it
Ne deriva che sono uguali i secondi membri delle due equazioni e che
per conseguenza, dovranno esserlo anche i primi; dovra essere cioé:

(76) j (X Y/ o/)dV + / (3 F! o) dS=j (> Y @;)dv+f(2: Fl vy ds.
Vo J8 i vod N i

Questo risultato esprime il teorema di Betti, noto anche sotto il no-
me di primo principio di reciprocita, il quale pud essere cosi enunciato :

dato un solido elastico soggetto a dati vincoli, ed assegnati due sistemi di
forze, il lavoro che le forze del primo sistema esequirebbero quando si attri-
buissero al solido gli spostamenti dovuli al secondo sistema di forze, é ugua-
le al lavoro che le forze del secondo sistema esequirebbero quando si attri-
buissero al solido gli spostamenti dovuti alle forze del primo sistema.

Supposto di applicare il secondo sistema di forze quando il solido si
trovi gid nel primo dei due stati d’equilibrio considerati, le forze relative
a questo stato, gia applicate con tutta la loro intensitd, mentre si produ-
ce la deformazione corrispondente al secondo stato compiranno un lavo-
ro espresso dal primo membro della (76). Si pud quindi enunciare il teo-
rema di Betti anche nel modo seguente :

il lavoro esequito dalle forze del primo sistema durante I applicazione
delle forze del secondo sistema, & uguale al lavoro che le forze del secondo
sistema compiono durante I’ applicazione di quelle del primo.

33 — Teorema dirMa.xwell.

Le forze superficiali agenti sui sistemi materiali sono sempre ripartite
su porzioni pilt o meno estese della superficie S del loro contorno, come

DONATO — Scienza delle Costruzioni — Parte I 5
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quelle finora considerate che, insieme con le forze di massa, sollecitano
i corpi elastici. Nelle applicazioni & invece frequente la considerazione di
forze concentrate. 7
A rigore non potrebbero ammettersi concentrazioni di forze finite in
un punto della superficie d’un corpo, perché ne deriverebbero tensioni
infinitamente grandi che nessun materiale potrebbe sopportare; spesso
perd agendo le forze su aree limitate, ad una certa distanza dalle aree di
ripartizione, & priva d’influenza la legge, per lo pil incognita, con cui le
forze sono distribuite. In applicazione ad un postulato di Saint-Venant
che enuncieremo in seguito, & allora possibile sostituire alle forze effetti-
ve la loro risultante; attribuiremo poi al
punto di applicazione di questa risultante
uno spostamento uguale alla media degli
spostamenti che subiscono 1 punti dell’ area
di ripartizione.
Con queste avvertenze circa il signifi-
cato che intendiamo attribuire alle forze
Fi‘g. 16 concentrate agenti sui corpi elastici -ed agl
spostamenti dei loro punti d’applicazione
causati dalla deformazione, supponiamo che il primo sistema di forze con-
siderato nel teorema precedente si riduca ad un’unica forza concentrata
P,, applicata al punto M (fig. 16), e che parimenti ad un’unica forza con-
centrata P,, applicata al punto N, si riduca il secondo sistema di forze.
Se 3,,, ¢ la proiezione dello spostamento del punto M sulla direzione
di P,,, o come suol dirsi, lo spostamento di M valutato nella direzione di
P, , dovuto alla forza P,, e 3,, & lo spostamento del punto N valutato
nella direzione di P,, dovuto alla forza P, , per il primo prihcipio di re-
ciprocita possiamo scrivere:

Pmémnﬁ-Panm 5
ese P,=P,:
(77) 5'nm = amu .

Come caso particolare del teorema di Betti risulta cosl il teorema di
Maxwell, da questi precedentemente dimostrato:

scelti in un solido elastico due punti M ed N e per essi le direziont m
ed n arbitrarie, lo spostamento che M subisce secondo la direzione m per
effetto di una forza P agente in N nella direzione n, é uguale allo sposta~
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mento che N subisce nella direzione n per effetio della medesima forza P
agente in M nella direzione m.

Poiché le deformazioni prodotte da forze esterne si sovrappongono
a quelle proprie dello stato naturale senza esserne influenzate, 1l princi-
pio di reciprocitd é anche valido quando all’applicazione delle forze pre-
esista uno stato di coazione elastica.

34 — Teorema di Menabrea.

Dati un solido elastico ed un sistema di forze ad esso applicate si
possono trovare infiniti sistemi di tensioni interne soddisfacenti alle equa-
zioni indefinite di equilibrio ed ai limiti; ed a tali sistemi, che diremo
equilibrati corrispondono, per le (56), infiniti sistemi di componenti di de-
formazione. D1 questi ultimi perd soltanto uno & possibile, soddisfa cioe
alle equazioni di congruenza e di compatibilita : quello che effettivamen-
te si verifica. ‘

(1 proponiamo ora di risolvere il problema dell’ equilibrio elastico ri-
cercando quest'unico stato di deformazione possibile tra gli infiniti equilibrati.

Consideriamo all’uopo il solido nello stato d’equilibrio elastico corri-
spondente ad un dato sistema di forze esplicite, e attribuiamo alle rea-
zioni del vincoli ed ai parametri della tensione tali variazioni, che il so-
lido, dallo stato attuale, per ipotesi possibile ed equilibrato, passi ad un
nuovo stato ideale ancora equilibrato, ma non piu possibile.

Le componenti delle reazioni di vincolo, che nello stato attuale sono
espresse dalle (52), divengono:

o,
Ri+oR=3 O+ 01) 2L,

cid che richiede siano soddisfatte le equazioni:

af.
= X 3
bR = X8t

Le componenti speciali di tensione:
Ou + 8o

corrispondenti al nuovo stato devono a loro volta soddisfare le equazioni
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indefinite ed al limiti; oltre alle (28) e (32) valgono quindi pure le:

0(o4 + Boy)

; (9@/1 _I“ YE:O')

2o+ 8oy)n,=F,+ B, +3E, .

Ne derivano le altre condizioni:

080w _
b 6’!5 ’
%‘ Boikni=5Rk=‘§5ls g;; )

le quali avvertono che le variazioni che devono attribuirsi alle reazioni
del vincoli ed alle componenti speciali di tensione per passare dallo stato
equilibrato e possibile ad uno stato ancora equilibrato, sebbene non pil
possibile, verificano le equazioni indefinite ed ai limiti per forze esplicite
nulle, e costituiscono pertanto da sole un sistema equilibrato.

Detti ora e, 4 3¢, i parametri della deformazione relativi a questo
stato ideale del solido, serivendo la corrispondente densitd di energia avre-
o successivamente :

1
2

¢ (04 +80,) = 2/: (G + B041) (e + Bey) =

1 1 1 1
m?%' Ok S + B %‘ 800 + 5 Zk'okaEik + 5B %‘ S0 &
e osservando che per le (54) é:

o008y =23 Qi ji € Ok = 3 (s jn €4 0% = X B0, €41,
ik ik, Th ik, gl ik

anche :
1 1 .
? (0w + Bou) = 5 %‘ O Eir + 5~ %‘ 6oy Deg + Zkf Do &
sicché I’energia potenziale elastica di tutto il solido vale :

1 1
@ (o4 + aoik):“‘?_/v(% o €) AV + 9 117(%‘501'1;-55%)(117%— V(% 8oy eq) AV .

Il primo termine di questa espressione rappresenta 1 energia poten-
zlale elastica relativa allo stato attuale, energia uguale al lavoro di defor-
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mazione O, se, come supponiamo, é nulla 1’energia vincolata. 11 terzo ter-
mine & nullo, come prova I’equazione dei lavori virtuali seritta per il si-
stema di forze-tensioni che determina il passaggio dallo stato attuale allo
stato ideale (forze esplicite nulle, tensioni 2o;;) e per il sistema di spo-
stamenti-deformazioni congruente e compatibile coi vincoli corrispondente
al passaggio dallo stato non deformato allo stato attuale: essendo nulle
le forze esplicite, la (73) fornisce infatti:

0= / (2 5Giks,;k)dv.
JV

Ponendo uguale a §® il secondo termine, potremo allora scrivere:
D (0 +80,)=D,+ 230 ;

talche 8@ sta a rappresentare la variazione che 1’energia potenziale ela-
stica subisce per effetto della supposta variazione dello stato di tensione.
Ma tale variazione & infinitesima di second’ordine quando si suppongano
infinitesime del primo ordine le variazioni 8o, attribuite al parametri oy;
la condizione che caratterizza I’ equilibrio elastico, pertanto esprimibile
nella forma:

(78) D=0,

dichiara che I’energia potenziale elastica é stazionaria per una variazione
equilibrata del tensore degli sforzi. Siccome poi I’ energia:

1

5®=2V

(2 50176 BEZ‘;‘;) dV,
ik

corrispondente alle variazioni 8o, ed alle relative deformazioni & una
quantitd sempre positiva che non puo annullarsi se non si annullano in
tutti i punti le variazioni suddette, sard sempre:

>0, ,

da cui segue:
(79) (Dmin = q)1 .

Resta cosi dimostrato il teorema di Menabrea: tra tutte le distribu-
zioni equilibrate di tensioni e reazioni di wvincolo, quella che corrisponde
all’ effettivo stato di equilibrio rende minima la funzione ®: il valore wi-
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nimo di questa funzione é allora precisamente uguale al lavoro di defor-
mazione del solido.

11 nome di principio det minimo lavoro sotto cui venne enunciato ori-
ginariamente, ed € ancor oggl comunemente noto, 1l teorema ora dimo-
strato ha dato luogo a molte discussioni.

Si osserva da alcuni che in un sistema elastico soggetto a date forze
esterne il lavoro di deformazione e unico, e pertanto non pud essere ne
massimo neé minimo.

In realtd i lavori che la funzione ®, fra i quali va ricercato il mi-
nimo ®,, non possono riguardarsi come lavori di deformazione del siste-
ma dato; essi sono semplicemente i valori forniti dalla espressione del
lavoro di deformazione:

ik, jh

1
?, = —2—f(2 Cit,jn Ok On) AV

quando in luogo delle tensioni corrispondenti alla effettiva configurazione
di equilibrio del corpo — unica, come & noto, e al tempo stesso possibile
ed equilibrata — si sostituiscano distribuzioni di tensioni soddisfacenti
esclusivamente alle condizioni di equilibrio, relative pertanto a configura-
zioni del corpo sempre equilibrate, ma impossibili perché non soddisfa-
centi alla congruenza delle deformazioni ed alle condizioni di compatibilita.

La ® dovrebbe essere dunque riguardata come una funzione analitica
i cui valori, eccettuato quello minimo, coincidente col tavoro di deforma-
zione, non hanno significato fisico, in quanto corrispondenti a configura-
zioni puramente ideali del corpo, che questo non pud raggiungere, dato
‘che vi si oppongono la sua continuitd ed i vincoli che gli sono imposti.

Oppure si puo pensare il corpo liberato dalla sua connessione e
sciolto dai suoi vineoli, talché sia possibile imporre ai suoi elementi de-
formazioni e spostamenti arbitrari; e riguardare allora 1 valori generici
della ® come somma delle energie elastiche dei singoli elementi di volu-
me presi isolatamente.

La questione esaminata sotto 1’aspetto che metteremo in evidenza
dando del teorema una dimostrazione sintetica, pud essere decisa in de-
finitiva riguardando i valori della funzione ® come energie potenziali ela-
stiche corrispondenti alle forze esterne date ed a slati ben delerminati di
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coazione elastica: I’ energia minima corrispondente all’ assenza di coazioni,
coincide col lavoro di deformazione.

Supponiamo infatti di poter imprimere al corpo, pervenuto dallo sta-
to non deformato allo stato di equilibrio corrispondente all’azione di date
forze esplicite, degli stati di costrizione ulteriore, attribuendogli delle coa-
zioni elastiche ; cid potrebbe per esempio essere ottenuto facendogli subi-
re delle distorsioni o modificando di pochissimo la posizione di suoi
eventuali vincoli sovrabbondanti. In tali condizioni il corpo possiede una
energia potenziale elastica, espressa dalla (67), somma del lavoro di de-
formazione @, e dell’ energia @, corrispondente alle coazioni: termini no-
torlamente entrambi positivi, ciascuno dei quali non pud annullarsi se
non sono nulli in ogni punto tutti i parametri della deformazione conte-
nuti in esso. In particolare non pud annullarsi I’ energia vincolata @, se
non sono mulle ovunque le componenti di deformazione (sy), relative allo
stato di coazione.

Soddisfatta tale condizione, & ®=@,; in ogni altro stato del solido
¢ sempre rispettata la ® > P,.

Possiamo dunque affermare che tra tutti ¢ valori che Uenergia poten-
ziale elastica d’un corpo soggetto a date forze esterne puod assuimere in cor-
rispondenza di tuitti ¢ possibili stati di coazione, quello ®, corrispondente
allo stato non deformato & il minimo. D’altra parte, se supponiamo infi-
nitesimi del primo ordine i parametri (s;), della coazione, sard infinitesi-
ma del secondo ordine la corrispondente energia vincolata 3@ ; sicche sta
ancora la (78) e resta provato che il minimo @, dell’ energia ® ha com-
portamento stazionario nel suo intorno.

35 — Teorema di Castigliano.

Sia assegnato un solido elastico soggetto a date condizioni di vincolo
e cimentato da un generico sistema di forze. Appartenga a questo la for-
za concentrata P, applicata al punto M del solido, e si attribuisca alla
Intensitd di essa un incremento piccolissimo 3P,.

Il lavoro di deformazione subiri corrispondentemente un certo 1n-
cremento, il quale pud essere riguardato come costituito dalle seguenti
due parti:

lavoro eseguito dalle forze gia applicate ;
lavoro eseguito dalla forza SP,.



Il secondo lavoro, dell’ordine di grandezza del quadrato di &P, , &
trascurabile rispetto al primo; questo, d’altra parte, per il teorema di
Betti, ¢ uguale al lavoro eseguito dalla forza 3P, durante I’ applicazione
delle rimanenti forze. »

Se dunque indichiamo con 7, lo spostamento che il punto M subi-
sce nella direzione di P, quando il solido passa allo stato attuale di de-
formazione, il primo lavoro, ossia I'incremento del lavoro di deformazio-
ne corrispondente all’ incremento 8P, , sara:

N 6 P,y .

D’ altra parte lo stesso incremento pud seriversi:

o®,
ﬁ; 8 Pm ’
uguagliando, si ottiene percio:
oD,
(80) Nim = opP,

Questa relazione esprime 1l lteorema di Alberto Castigliano : nella de~-
formazione d’ un solido elastico dovuta all’ azione d’ un dato sistema di
forze, lo sposiamenio del punto d’ applicazione d’ una forza P, nella dire-
zione di essa e uguale alla derivata parziale del lavoro di deformazione
rispetio alla forza medesima,

Questo teorema permette di determinare lo spostamento che nella
deformazione subisce un punto qualunque del solido, anche quando al
punto non sia applicata alcuna forza. Basterd in tal caso applicare al
punto, nella direzione secondo la quale si vuol valutare lo spostamento,
una forza indeterminata P,,, esprimere il lavoro di deformazione in fun-
zione delle forze effettivamente applicate e della P, , ed eseguire quindi
la derivata; 1’ espressione di v, che si ottiene, valida per qualunque va-
lore di P, , fornird, per P, =0, lo spostamento cercato.

36 — Secondo principio di reciprocita.
Sia un solido elastico in equilibrio sotto 'azione delle forze esterne:
Yi ] F‘i

e supponiamo praticato in esso un taglio secondo una qualsiasi superfi-
cle H che lo separi in due parti indipendenti.
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Lo stato d’ equilibrio elastico non sara per nulla alterato se immagi-
niamo applicate come forze esterne alle due faccie H, e H, del taglio le
azioni esterne :

ti ’ —t,-,

uguali ed opposte, che si esercitavano su di esse nell’ intero solido.
Dette v; le componenti di spostamento corrispondenti allo stato di
equilibrio in esame, ed in particolare :

Vig N Uip

quelle relative al punto generico M, della superficie H, e al suo omolo-
go M, della superficie H,, poiché il taglio non ha alterata la configura-
zione di equilibrio elastico, sard :

(81) Vig = Uy .

Supponiamo ora di liberare il sistema da tutte le forze esterne, com-
prese le ultime applicate alle faccie del taglio, e di fare agire su queste
medesime faccie H, e H, due altri sistemi di forze esterne

i 8
tz' . ’ _tz ’

distribuite con intensitd uguali ed opposte nei punti omologhi delle due
superfici. A queste forze, necessariamente in equilibrio nel loro comples-
s0, corrisponde una configurazione del solido modificato dal taglio carat-
terizzata da un certo sistema di componenti di spostamento ¢;: siano in
particolare :

’Uz‘a ’ /UH) b)

quelle relative al punto M, di H, ed al punto M, di H,.

Sard in generale :
/U:'Ra e v?b ’

in altri termini, le faccie del taglio subiranno un certo spostamento re-
lativo. Immaginiamo di saldarle nella loro nuova posizione relativa, previa
asportazione di materia laddove lo spostamento tende a produrre una
compenetrazione della superficie H, ed interposizione di materia laddove
lo spostamento determina un distacco. Una tale variazione di configura-
zione produce in generale una vera e propria deformazione elastica, alla
quale abbiamo gid dato il nome di distorsione.
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Se ora applichiamo il teorema di Betti considerando i lavori compiuti:

dalle forze esterne:

Yi ) FL ’ ti b) - ti ’

per gli spostamenti:

UH , Vi » Vip
dovuti alla distorsione;

dalle forze distorcenti:
£ ; — i,

per gli spostamenti:

(] ’ Via , Vip »

relativi allo stato di equilibrio preesistente al taglio, avremo :

f(zYivﬁ)dV+[(2F;v’§‘)d8+f(2t,m3;)dﬂ—
v ¢ JY 2

e ¢

- /(2 t; V) dH = [(2 tfvm)dH—f(Z tivy) dH .
JHD i JHa i My @
Tenendo presente le (81) ed osservando che H, — H,= H, si ricono-
sce nullo il secondo membro dell’ equazione ora scritta, la quale pertanto
diviene :

) [(xVahav+ f (3 o) ds — f [ 4 (o}, — o5 dH
v i s i

%

Ma le:

/v?b - ,U:'Fa
non sono altro che le componenti dello spostamento relativo che il pun-
to M, della faceia I, subisce nella distorsione rispetto all’omologo punto
M, della faccia H,; vale dunque il teorema:

il lavoro che le forze esterne applicate ad wun solido elastico compiono
per effetlo d’ una distorsione ottenuta con un taglio H e con un gemerico
sistema di forze distorcenti applicate alle faccie del taglio, ¢ uguale al la-
voro che le forze interne, trasmettentisi attraverso la superficie H, compio-
no per effetto degli spostamenti relativi delle faccie del taglio dovuti alla
distorsione.



— 75 —

Di questo teorema, gid enunciato per il caso delle travi dal Land e
dimostrato da Giuseppe Albenga, si deve la dimostrazione generale al Co-
lonnetti. Esso & noto sotto il nome di secondo principio di reciprocita.

Se lo spostamento delle faccie del taglio degenera in un semplice
moto rigido, la conseguente deformazione elastica prende il nome di di-
storsione di Volterra.

In tal caso pud porsi:

* * e % * .
Uy — Vi =a@; — b7, Yiyr + bH-t Yit s

le quantita af, b}, costanti su tutta la superficie H, si dicono caratteri-
stiche della distorsione.

L’equazione che esprime il secondo principio di reciprocita diviene ora:
(83) f(z Vo) dV+ [(2wa)d8=zaﬁ by dH +
Vo J8 é i i

+ ‘12 b? 1{“;‘—}-2 yi-H - ti»{—I yi—{-z) aH .

Poiché gl’integrali che vi flgurano al secondo membro sono le com-
ponenti finite ed i momenti rispetto agli assi delle tensioni agenti su H,
ossia le caratteristiche di questo sistema di tensioni rispetto alla terna di

riferimento, possiamo enunciare il secondo principio di reciprociti nella
forma :

la somma dei prodotti delle sei caratteristiche delle lensioni interne che si
trasmettono attraverso una superficie H interna al solido, per le corrispon-
denti caratteristiche d’una distorsione di Volterra operata mediante un taglio
secondo H , é uguale al lavoro che le forze esterne esequirebbero nel cambia-
mento di configurazione a cui quella distorsione darebbe luogo.

37 — Postulato di Saint-Venant.

Come abbiamo gia avvertito, nello studio dei sistemi elastici si ricor-
re spesso all’uso di un importante principio d’ elasticitd, grazie al quale,
sotto certe restrizioni, ¢ consentito di prescindere dalla legge di riparti-
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zione, per lo piu incognita, di forze esterne che agiscano su porzioni li-

mitate del corpo, e di sostituire a tale ripartizione la sua risultante.
Questo principio, introdotto dal Saint-Venant sotto forma di postulato

ed ampiamente convalidato dall’ esperienza, pud essere cosi enunciato:

la sostituzione d’ un dato sistema di forze applicate ad una certa regione
Q d’ un corpo elastico, con un altro sistema qualunque, purche staticamente
equivalente al primo, & priva di influenza sui punti del corpo situati a suf-
ficiente distanza dalla regione Q.

In altri termini, se ad una .certa porzione & del corpo, per esempio
ad una zona della sua superficie limite, si applica una prima volta il si-
stema di forze S,, una seconda volta il sistema di forze S,, S, ed S, es-
sendo staticamente equivalenti — ammettano cioé la stessa risultante e
la stessa coppia risultante — le tensioni o, e le deformazioni e, dovute al
sistema S, (ed alle rimanenti forze S, evenlualmente applicate al corpo
fuori di Q), sono tanto piit prossime alle tensioni o, ed alle deformazioni
e, dovute al sistema S, (ed alle altre eventuali forze S,), quanto piu lon-
tani da Q sono i punti ove esse vengono valutate.

S1 pud anche enunciare il principio nel seguente altro modo: se ad
una porzione & d’un corpo elastico si applica un sistema di forze § in
equilibrio, le tensioni e le deformazioni da esso generate vanno attenuan-
dosi al crescere della distanza dalla porzione suddetta, tanto che in punti
sufficientemente lontani sono praticamente nulle. O ancora: a distanza
sufficientemente grande dalla regione Q ove agiscono le forze, I’azione di
queste dipende esclusivamente dalla loro risultante : & inapprezzabile I’ in-
fluenza della loro distribuzione.

Del principio enunciato si pud dare ora la seguente dimostrazione
generale, dovuta a Osvaldo Zanaboni.

Applichiamo in corrispondenza della porzione Q della superficie li-
mite d’un corpo elastico, che diremo A4, (fig. 17 @), simultaneamente i due
sistemi di forze S, e —S,, il cui complesso S= S, —S;, poiché per ipo-
tesl sono staticamente equivalenti i sistemi S, ed §,, costituisce un siste-
ma nullo. Precisamente all’azione di questo sistema si debbono attribuire
le differenze fra gli stati di tensione e di deformazione dovuti separata-
mente al sistema S, ed al sistema S;.

Consideriamo ora una seconda porzione di superficie T di 4,, priva
di forze, e sia I" la sua deformata (fig. 178). Supponiamo che un secon-
do corpo elastico A, abbia nel suo stato indeformato un tratto di superfi-
cie congruente a I"; accostiamolo al corpo 4, in modo da giustapporre
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le superfici congruenti e, in corrispondenza di queste, immaginiamolo sal-
dato ad esso. Ne risulterd un corpo elastico 4,4, (fig. 17 ¢) tuttora sog-
getto al sistema di forze S, la cui energia potenziale elastica & ancora
quella ®,, che possedeva il solo corpo 4,.

Se sul corpo cosi aceresciuto facciamo agire in corrispondenza di cia-
scuna forza P del sistema S una forza —P, c¢i ridurremo al corpo elastico
A,4, privo di forze, ma non privo di energia; i legami creati con 1"ag-
giunta di materia elastica in corrispondenza della superficie I' vietano
infatti alla porzione 4, di riacquistare la sua
forma primitiva, mentre impongono una defor-
mazione elastica alla porzione 4,. I energia @, 4 r4 "
non viene percio restituita tutta sotto forma di |
lavoro, ma rimane, per una certa quota @, ,
certamente positiva, racchiusa nel corpo 4, 4,
allo stato di energia vincolata.

E facile calcolare questa quota di energia
residua per mezzo del teorema di Clapeyron ap-
plicando la sovrapposizione degli effetti alle for-
ze P e —P e considerando che le prime forze
hanno raggiunto il loro valore finale quando co-
minciano ad agire le seconde.

Detti 7, gli spostamenti dei punti di appli-
cazione delle forze valutati nelle direzioni delle
forze stesse e dovuti all’azione delle P sul corpo 4,,7,. gli analoghi spo-
stamenti dovuti all’azione delle —P sul corpo 4,4,, avremo:

Fig. 17

1 1
@,,2=—2—2P7h+~2—2PVJ1,9—2PT),,2 s
da cui:

@,2=—21—2P71,~——21—2PT“’2>0;

notando poi che é (I>P’1=—21’—2Pv), e detto ®@,,, il lavoro di deformazione
del corpo 4,4, dovuto alle sole forze P del sistema S, avremo ancora :
q):,z = (DP,z - (Di',r,2 >0.

Questa energia vincolata consta di due quote entrambe positive :
quella @, contenuta in 4, e quella ®,, dovuta esclusivamente alle forze
—P sul corpo 4,4,, contenuta in 4,; si pud pertanto affermare che il
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lavoro di deformazione ®,, generato nella porzione 4, del corpo elastico
A, A4, dall’ azione delle forze P, soddisfa alla condizione:

D, < (1)1,2 = q)P,: — (I)P,x,z .

Se consideriamo ora una successione di corpi elastici: 4,, 4,4,,
A A, 4,,..... , i corrispondenti lavori ®,,, ®,,,, ®p,,,... costituiscono
una successione di valori decrescenti; e poiché si tratta di valori certa-
mente positivi, dato un numero positivo e arbitrariamente piccolo, dovrd
potersi trovare un » tale che risulti:

—CDPtz'} .,n+1<e7

1,808y oy MHL T N M,2,8, .00, 0 13243y . -

e siccome € pure:

(I)n—H < (D1,2,3, B AR

resta dimostrato che I’energia racchiusa nella porzione 4,., di un corpo
A4, ... 4, , dovuta all’ applicazione delle forze P, svanisce al crescere
di n, ossia al crescere della distanza dalla regione ove agiscono le forze.
“on essa svaniscono pure le tensioni e le deformazioni, appunto come
dichiara il postulato.




