Carprroro Il

ANALISI DELLA DEFORMAZIONE

1 — Deformazione dell’intorno inflnitesimo d’un punto.

La configurazione C dei punti M d’un solido elastico, riferito alla
terna trirettangola O(y,) (i=1,2,3) (*), passi, quando si attribuisca ad ogni
punto uno spostamento v, alla configurazione C+ dC dei punti M+ v,
infinitamente prossima a quella iniziale. Le componenti v»; del vettore v
siano percid quantitd infinitesime: le supporremo funzioni del punto M
continue, monodrome e derivabili quanto occorre, in particolare dotate di
derivate prime a loro volta continue e infinitesime tutte dello stesso ordine,

Le componenti dello spostamento d’un punto M+ 3M= M (y, + 3y,)
appartenente alla configurazione C dell’intorno del punto M (y;), a meno
d’infinitesimi di ordine superiore rispetto a quello tra i 3y; che sia even-
tualmente di ordine minore, potranno allora scriversi:

a oY
(M4 3M)=v, (M ( ‘)5 ;-
v (M ) =il )+% oYy Myk

Da queste, dette n; le coordinate dei punti nella configurazione C+dC,
e osservando che é:

Vi (M +8M) — vy (M) = (n; + 87) — (i + 8y:) — (i — ¥) ,
sl trae:

R
1 8.£=5 i ( ‘)6 .
(1) b/ y+%' I L

(1) - Indicheremo di regola le coordinate con y,, ¥., ws;, anziché, come d’ uso cor-
rente, con x, y, 2; parimenti gli indici 1, 2, 3, serviranno a designare le componenti
d’un vettore secondo i tre assi; gli indici ¢, %, j, h, ecc, si intende assumano sempre
i valori 1, 2, 3. '
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- La dipendenza lineare delle &+, dalle 3y, espressa da queste relazioni
mostra che la deformazione dell’intorno infinitesimo del generico punto
M & un’omografia affine, cioé un’operazione che trasforma una figura
qualsiasi in una figura affine. In quell’intorno un elemento rettilineo si
conserverd tale nella deformazione, un elemento piano rimarrd piano, una
sfera infinitesima si muterd in un ellissoide, elementi rettilinei e piani
inizialmente paralleli si trasformeranno in elementi rettilinei e piani pure
paralleli.

Cid posto, per formarci un’idea chiara della deformazione, & sufficien-
te studiare come si deforma un parallelepipedo elementare i cui spigoli
siano orientati parallelamente agli assi coordinati; anzi, poiché gli spigoli
del parallelepipedo dovranno rimanere rettilinei e le faccie piane e paral-
lele, basterd determinare le alterazioni di lunghezza degli spigoli e degli
angoli formati dagli spigoli stessi.

2 — Tensore di deformazione.

Consideriamo spiccati da M due elementi lineari 8s, As, definiti in
direzione, rispettivamente, dalle terne dei coseni:

By, v Ay,

m=%s 0 T Ths

e comprendenti I’angolo & notoriamente legato ai coseni precedenti dalla

relazione:

By Ay,
cosd = 3 n "¢=Z—5J; _A-Z’ :

Scriviamo quest’ultima nella forma:
gsAscost =X 8y, Ay;

ed esprimiamo, differenziando, la variazione che i due membri subiscono
quando si passa dalla configurazione C a quella O+ dC caratterizzata da-
gli spostamenti v; avremo:

[Bsd(ds)+ Asd(3s)] cos¥ — BsAssend dd = %‘ [By;d(Ay) + Ay d(By.)] .

Tenuto presente che, in virtu della (1), &:

> (M) S

d(By,) = B(d;h) = 5'0; < ayk



e analogamente:

(9’0.,;
d(Ay,) = A(dyi)-: A’U"Z %‘ (6yk) Ayk N

la variazione del secondo membro pud scriversi successivamente:

ov; oV ov; 0v;
S, o ) 7 —_ Y ) ? ot
zil 11‘]? ay],; Ayk_{—%‘Ayz% Gykayk %EylAykayk_l—%Aiéayk (r“)y,zL

e ancora, scambiando gl’indici nell’ultima sommatoria:

ov; R
By, A ( ‘ ’)
% Ys 24 3%-'_ 0Y;

Dividendo ambo i membri per il prodotto 3s As, avremo:

d(AS) d(aS) ] _ ((91), 8’0&/)
As + 5s cos%—sen%d%-—%‘ Gyk+3’l¢ 7RI
e infine colle posizioni:
d(As) a@®s)
(Q) As =&, [ 5s — ©ns
(3) —d{}'ZY%v ’
1 (8/05 8’0];)_
(4) 2 ay/{,—'— 8?/; =& ,
anche:
(H) (e, +e)cosd+ vy, send =2 Jezn v, .
ik

Daremo ad e, il nome di coefficiente di dilatazione lineare dell’ elemen-
to 8s; ¢, sard allora lo stesso coefficiente per I’ elemento As; la variazione
— d¥ =y, subita dall’angolo ¥ formato dai due elementi la diremo scor-
rimento mutuo secondo le direzioni n, v.

Le quantita e; sono le nove componenti cartesiane — di cui perd sol-
tanto sei distinte, perché come si rileva dalla (4), & ey =-¢,; — di un fen-



14 —

sore doppio simmetrico (*): un ente il quale, come ora vedremo, caratterizza
completamente la deformazione del solido nel passaggio dalla configura-
zione € a quella O+ dC, e che percid dicesi tensore di deformazione.

Poniamo & =0, facciamo in altri terminl coincidere i due elementi;
dalla (5) si trae allora:

(6) 5n=%5ik"t"kl
=

si prova cosi che il coefficiente di dilatazione lineare d’un elemento uscente
dal punto generico M ¢ funzione lineare ed omogenea delle componenti del
tensore di deformazione in quel punlo e funzione quadratica ed omogenea
dei coseni direttori dell’elemento.

Posto invece & ==n/2, scelti cioé due elementi fra loro ortogonali, la
(5) prende la forma:

(7) _dﬁ':Ynu:2ZEilcnivk’

la quale dichiara che lo scorrimento mutuo di due elementi fra loro orto-
gonali uscenti dal punto generico M & funzione lineare delle componenti del
tensore di deformazione in quel punto e funzione bilineare dei coseni diref-
tori degli elementi.

Dalla (6), scritta per I’elemento parallelo all’asse y;, cloé per »;=1
e gli altri coseni nulli, si ottiene poi:

(8) €, = & = &4 ;

ciod: le componenti del tensore di deformazione carallerizzate da indici

(1) - Un tensore nvie dipende da 3" parametri che possiamo pensare ciascuno carat-
terizzato da un gruppo di » indici, tanti quante sono le disposizioni con ripetizione de-
gli indici 7, 2, 3, ad » ad n.

Si pud riguardare una grandezza scalare come un tensore di ordine zero (n=0), un
vettore come un tensore semplice (n=171). Il tensore di deformazione, che dipende da
nove parametri, & un tensore doppio (n=2).

Se dei 37 parametri d’ un tensore n#® risultano identici quelli che differiscono soltanto
per I’ordine degli indici, il tensore dicesi simmetrico; in tal caso i suoi parametri distin-
ti sono nel numero delle combinazioni con ripetizione ad » ad n degli indici 7, 2, 3:

(n:2)= (n+1)2(n+2) )

Il tensore di deformazione & appunto un tensore doppio simmefrico; le sue compo-
nenti distinte si riducono percio a sei.
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uguali sono i coefficienti di dilatazione lineare degli elementi orientati pa-
rallelamente agli assi coordinati. ‘

Infine scrivendo la (7) per I'elemento 3s parallelo all’asse y; e per
quello As parallelo all’asse ¥, ponendovi cio® w,=1, v,=1 e annullan-
dovi gli altri coseni, si ottiene:

(8) anzYilc:25ila7

la quale mostra che le componenti del tensore di deformazione caratterizzate
da indici distinti valgono la metd degli scorrimenti mutui dei tre elementi
paralleli agli assi coordinati, presi due a due.

3 — Condizioni per il moto rigido.

Se il corpo elastico si muove rigidamente, il coefficiente di dilatazio-
ne lineare ¢, deve essere nullo in ogni suo punto, per qualunque dire-
zione wn; in virtt della (6) dovranno allora annullarsi tutte le componenti
del tensore di deformazione. Dalle (4) si traggono dunque le:

(91),' 3’1)[;
(19) Yy  0Yi

come condizioni necessarie per la rigidila del moto.

Inversamente, se le (10) sono ovunque soddisfatte, per le (6) e le (7)
devono essere nulle le dilatazioni ¢, in tutte le direzioni, e gli scorrimen-
t1 v,, per qualsiasi coppia di direzioni; restano cioé invariate tutte le di-
stanze e tutti gli angoli. Cido significa che il corpo non si deforma, e per-
cio il suo movimento non puo essere che rigido.

Possiamo ora dimostrare che due deformazioni caratterizzate dagli’
stessi valori delle componenti di deformazione in tutli i punti del sistema
now differiscono che per un moto rigido del corpo.

Siano infatti v; e v; le componenti di spostamento corrispondenti ri-
spettivamente alla prima e alla seconda deformazione. Per ipotesi le g
in ciascun punto abbiano valori uguali per entrambe le deformazioni; sia
In altrl termini:
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8% | 8v, _ 8 | dvy
oYy  O0Yi OYr ' OYi

Se consideriamo gli spostamenti v; = ¥} — v/, risulta evidentemente:

B’U.' 3’Uk

oYr  0Y;

ma queste sono le condizioni necessarie e sufficienti perché gli sposta-
menti v, caratterizzino un movimento rigido; si deve dunque poter pas-
sare dalla configurazione deformata corrispondente al primo sistema di
spostamenti a quella relativa al secondo mediante un semplice moto ri-
gido del solido.

Una deformazione é percio pienamente delerminata quando si conosca-
no le componenti del tensore di deformazione in ogni punto del corpo.

4 — FEquazioni di congruenza.

Ci domandiamo ora se, inversamente, a sei funzioni ¢; dalle coordi-
nate assegnate ad arbitrio corrisponda una deformazione possibile del so-
lido; se, in altri termini, esistano tre funzioni v, dalle quali le ¢; asse-
gnate scendano secondo le (4).

E facile dimostrare che I’arbitrarieta di scelta delle funzioni & limitata
da certe relazioni tra le componenti di deformazione, relazioni che sono
implicite nelle (4) e che possono rendersi esplicite eliminandovi le v; per
derivazione.

Consideriamo infatti due delle tre componenti che si ottengono dalle
(4) ponendovi ¢ =1Fk, per esempio ¢, =¢, ed ¢, ==,, e deriviamo ciascuna
di esse due volte rispetto alla variabile che compare nell’altra come in-
dice; sommando e tenendo presente I’espressione di y,, si avra:

AT

(11) A + 8y! 8y, 0y,

2

due altre analoghe relazioni si ottengono mediante permutazioni circola-
ri degli indicl.

Deriviamo ora le tre delle (4) che si ottengono per ik, dapprima
ciascuna rispetto alla variabile che non compare nella sua espressione,
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quindi tutte rispetto ad una delle variabili scelta ad arbitrio, per esempio
la v,:
82Y12 _ 83/01 83/02

2

oY, 0y, ayfayzaya'F OYi 0Ys

o _ &, i
oY, 0Y,  0Y, 0Y. 6Y, oY 0y,

Y, v, ’v,

oy: Oy oY, oYi oy,

sottraendo la terza dalla somma delle prime due e tenendo presente la
derivata di ¢, rispetto ad y, e y., si ottiene:

82Y12 82\{13 o 62Y23 . 83@1 o azsz .
Y, Y, oY, Y. oY N Y, Y. OY, N Y. 0Y;

(11)

Anche qui permutando circolarmente gli indici possono dedursi altre
due relazioni analoghe a questa.

Per I’esistenza delle v; le funzioni ¢; prescelte devono dunque soddi-
sfare alle sei equazioni differenziali (11) ora ricavate; esse sono mnecessarie
affinché le deformazioni dei singoli elementi siano coneciliabili tra loro,
cioe individuino nel loro complesso una deformazione continua dell’intero
sistema, intendendo come tale una deformazione realizzabile senza rotture
né compenetrazioni di materia.

Si potrebbe anche dimostrare che se il corpo € del tutto libero nello
spazio, cioé¢ non soggetto a vincoli, le (11) sono anche sufficienti per 1’ e-
sistenza delle v,.

Le (11) vengono dette equazioni di congruenza o di De Saint-Venant,
e vien detto congruenfe ogni sistema di componenti di deformazione che
le soddisfi.

Naturalmente nell’intorno d’un punto generico M del corpo, suppo-
sto isslalo ed indipendente dalla rimanente porzione di solido, nulla vieta
di assumere una sestupla comunque arbitraria di valori e; come com-
ponenti d’una deformazione effettivamente realizzabile dell’intorno nie-
- desimo; le (11) esprimono semplicemente la condizione di vincolo interno
costituito dalla supposta continuitd del solido: esse debbono essere veri-
ficate affinche la deformazione possa realizzarsi senza distruggere la com-
pagine del solido, ossia senza soluzioni di continuitd o sovrapposizione
di materia.

DONATOQ — Scienza delle Costruzioni — Parte I 2
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5 — Equazioni di vincolo.

Nella generalitd dei casi i solidi elastici dei quali c¢i occuperemo non
sono liberi nello spazio, ma soggetti a vincoli che ne limitano non solo
la mobilitd, ma anche la deformabilita. Causa questi legami, puo darsi
che gli spostamenti o; corrispondenti ad un dato sistema congruente di
componenti di deformazione conduca ad wuna configurazione del solido
non compatibile coi vincoli ad esso imposti.

Perché la deformazione possa dirsi effettivamente realizzabile non ba-
sta pertanto che le componenti di deformazione soddisfino alle condizioni
di congruenza, ma occorre altresi che il corrispondente sistema delle v;
soddisfi a certe altre condizioni dipendenti dalla natura dei vincoli, cui
daremo il nome di equazioni di compatibilita o di vincolo.

Per precisare la forma di queste equazioni, osserviamo che i vineoli
possono ridursi al seguenti tipi. caratteristiei:

punlo fisso,
punto obbligato a muoversi lungo una linea fissa,
punto obbligato a muoversi sopra una superficie fissa.

Se f,(y;) =0 ¢ I'equazione d’una superficie sulla quale sia obbligato
a muoversl un dato punto del solido, essa dovra essere verificata non
solo dalle coordinate g, del punto nella sua posizione iniziale, ma anche
da quelle y; + v; del punto stesso a deformazione avvenuta; dovrd quindi
essere f,(y; +v;)=0.

Se si esclude che la superficie data presenti punti singolari nell’in-
torno del punto considerato, sviluppando in serie di Taylor ed arrestan-
do lo sviluppo ai termini del primo grado, la seconda di dette condizio-
ni diviene:

_ oy —
(12) ﬂ(yi+vi)_ﬂ(yi)+hzmvla—0,
da cui, per la prima:
(13) s o,

K OY

che ¢ I’ equazioﬁe cui devono soddisfare le componenti di spostamento
del punto vincolato alla superficie assegnata.

Se 1l vincolo & costituito da una linea, questa potrd riguardarsi come
intersezione di due superficie:

fr(yt)=0 b fz(@h)=0
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Il punto, vincolato a mantenersi contemporaneamente sulle due superfi-
ci, dovra avere componenti di spostamento soddisfacenti ad entrambe le
equazioni:

of; ofs

(14) < Ty, =0 ’ <

Uk=0,

Se infine il punto & fisso, potrd riguardarsi come vineolato a tre su-
perfici distinte:
ﬂ(yz) =0 ’
passanti per esso; le componenti di spostamento del punto dovranno sod-
disfare contemporaneamente alle equazioni:

afs
(15) = oy v=0.

In generale, supposte definite per ogni punto del corpo tre funzioni

regolari:
fs (2/:) =0 ’

tutte le condizioni di vincolo ed anche 1’ assenza di vincolo si possono
esprimere mediante il sistema (15), cui pud darsi la forma vettoriale:

vgrad f,=0.
Considerando infatti il determinante:

o
Y

]

possono presentarsi i casi seguenti:

il determinante ¢ diverso da zero: le tre equazioni non ammettono che
la soluzione v, =0; 1 piani tangenti alle tre superfici nel punto assegnato
sono distinti e non appartengono ad un fascio: il punto dovra cioé consi-
derarsi come fisso, ossia con grado di liberia uguale a zéro;

il determinante ha caratteristica 2: il sistema si riduce a due sole e-
quazioni indipendenti; i tre piani tangenti appartengono ad un fascio, os-
sia hanno una retta comune: il punto é obbligato a muoversi lungo una
linea fissa;

il determinante ha caratleristica 1: il sistema si riduce ad un’unica e-
quazione come la (13), in altri termini, nel punto considerato le tre super-
fici ammettono un unico piano tangente: il punio é obbligato a muoversi
sopra una superficie fissa;
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il determinante ha caratteristica zero: tutti i suoi termini sono nulli e
le (15) sono soddisfatte da qualsiasi sistema di valori v,;: il punto ¢ libero,
cioé non soggetto ad alcuna specie di vincolo.

6 — Quadriche delle dilatazioni. Cono di scorrimento.

Sopra ogni direzione n uscente dal punto generico M del corpo ela-
stico si fissi un punto N tale che:

_ o 1
(17) N | = e

b

scegliendo sotto il radicale il segno positivo o quello negativo secondo-
cheé ¢, sia rispettivamente positivo o negativo.

Per trovare il luogo dei punti IV, diciamo «; gli assi paralleli a quelli
di riferimento y; passanti per M; le coordinate di M rispetto a questo
nuovo riferimento essendo: |

@, =|N—M i

n; =

+ €,

sl ricava:

%z‘=9cﬂ/i€n-

Sostituendo queste espressioni dei coseni direttori nella (6), questa
diviene:

(18) e X ==+1;
i

il luogo cercato & dunque la coppia di quadriche rappresentata dalla (18),
che diconsi quadriche della dilatazione.

Se le dilatazioni sono tutte del medesimo segno, a secondo membro
della (18) dovremo scegliere lo stesso segno, e la corrispondente quadrica
¢ un ellissoide reale; la quadrica corrispondente al segno opposto & un
ellissoide immaginario, per noi privo d’interesse.

Se le &, sono in parte positive, in parte negative, per ragioni di con-
tinuitd, esse saranno nulle per certe direzioni il cui luogo ¢ il cono qua-
drico:

(19) e, =0,
ik

il quale separa gli elementi uscenti da M in due classi: quelli di una
classe si allungano tutti, gli altri si aeccorciano tutti. Esso chiamasi cono
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di scorrimento, perché gli elementi adagiati sulle sue generatrici non su-
biscono dilatazioni, ma soltanto scorrimenti; ed e cono asintotico comune
alle due quadriche definite dalla (18), ’una corrispondente al segno posi-
tivo, I’altra al segno negativo del secondo membro, che si riconoscono
per due iperboloidi, 'uno ad una falda, I’altro a due falde..

La (17) risolta rispetto ad e, fornisce:

1

(QO) ‘ Enzim;

note le quadriche della dilatazioue, il coefficiente di dilatazione relativo ad
una direzione assegnata & dunque misurato dall’inverso del quadrato del
corrispondente raggio della quadrica; il segno € sempre positivo o sem-
pre negativo se la quadrica ¢ un ellissoide; se si hanno due quadriche
distinte, il segno e definito dalla quadrica che il raggio attraversa.

7 — Direzioni e dilatazioni principali.

Abbiamo detto che la deformazione dell’intorno piecolissimo d’un-
punto M generico del solido elastico & un’omografia affine. In conseguen-
za una sfera elementare con centro in M sard trasformata in un ellissoide
con centro in M’, che diremo ellissoide della deformazione nel punto M.
Un raggio qualsiasi M4 della sfera subird una certa dilatazione lineare ¢,
e si porterd sul corrispondente semidiametro dell’ellissoide. Ogni terna di
elementi lineari coniugati, e quindi ortogonali, della sfera si trasformera
in una terna di semidiametri coniugati dell’ellissoide; in particolare gli
elementi mutuamente ortogonali d’una certa terna della sfera si trasfor-
meranno nei tre semiassi dell’ ellissoide, rimanendo percio ortogonali. Ma
¢ noto che fra i semidiametri d’un ellissoide i semiassi sono in grado di
massimo 0 minimo o hanno semplicemente variazione prima nulla rispet-
to alla direzione; si pud quindi affermare che per gli elementi lineari mu-
tuamente ortogonali d’una certa terna, la dilatazione & massima, minima
o stazionaria.

Chiameremo dilatazioni principali i valori del coefficiente di dilata-
zione lineare per questi elementi, direzioni principali le direzioni degli
elementi medesimi. Secondo una coppia qualunque di tali direzioni & ov-
viamente nullo lo scorrimento mutuo.

Osservando che ¢ X ni=1, la (6) pud scriversi:

i

(Ql) w(ni)= (51 _E) ’n’ﬁ + (52_5) nz + (ES—E) n§ +Yzznz nz+71anzns+\’zcnsns= 0.
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Resa cosi I’equazione omogenea, la ricerca dei massimi e minimi di
e puo effettuarsi uguagliando a zero le derivate parziali di e rispetto ad
n; eseguite come se queste variabili fossero tra loro indipendenti; si ot-
tiene cosi il seguente sistema di equazioni lineari omogenee:

I P
(QQ) %=Y12n1+2(52—8)%2+ stnﬁzo’

o

Tn,:;: Y13W1+Y23n2—§—2(53_8)n3 — 0 .

Dato che i coseni direttori »; non possono essere tutti nulli contem-
poraneamente, perché siano soddisfatte le (22) dovra essere:

2 (51 — 5) V1o Via
( 23) Y12 2 (52 - 5) Yes =0.
Vis Va3 2(e;—¢)

La (23) & un’equazione cubica in e, la stessa trovata da Laplace in
ricerche di meccanica celeste e conosciuta sotto il nome di equazione se-
colnre; si dimostra che essa, avendo coefficienti reali, ammette tre radici
e,, e, ¢,, pure reali, le quali nel problema che qui interessa sono i valori
delle dilatazioni principali.

Sostituendo nelle (22) successivamente e,, e,, e,, associando al siste-
ma ogni volta la condizione X nj=1 e risolvendo, otteniamo tre terne di

coseni n; le quali individuano le tre direzioni principali.

Se due o tutte e tre le radici dell’equazione cubica coincidono, effet-
tuata la sostituzione anzidetta, la caratteristica del determinante risulta ri-
spettivamente uguale ad 1 oppure a zero; due delle direzioni principali o
tutte e tre rimangono allora indeterminate: nel primo caso 1’ellissoide di
deformazione & un ellissoide di rotazione, nel secondo una sfera.

Se le tre radici sono distinte, secondo due delle tre direzioni princi-
pali la dilatazione assume il valore massimo ed il valore minimo; nella
terza direzione non & né massima ne minima, ma semplicemente con va-
riazione prima nulla, o come suol dirsi, stazionaria.

8 — Dilatazione cubica.

Indichiamo con ¢V il volume occupato nella configurazione C da una
massa elementare, intorno del punto generico M del solido elastico, con
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d(3V) la variazione del volume stesso nel passaggio alla configurazione
¢+ dC, ossia nella deformazione.
Diremo coefficiente di dilatazione cubica nel punto M il rapporto:

d@EV)

3V
fra la variazione subita dal volume d’un elemento infinitesimo, intorno
del punto M, ed il volume primitivo.

Al fine di determinare questo coefficiente consideriamo nell’interno
del solido una massa finita dai volume V limitata
da una superficie S. A deformazione avvenuta,
la stessa massa occupi il volume V7’ limitato da
una superficie S’ infinitamente vicina ad S.

Se un punto 4 di § si porta in 4" su &
(fig. 3), 'intorno dS di 4, trasferendosi nell’intor-
no dS’ di 4’, genererd un volume uguale al pro-

(24) 0=

dotto dS per la proiezione v= 44’ sulla normale
v a dS. Detti n; i coseni direttori di questa nor- Fig. 3

male considerata rivolla werso Uinterno di V, e

dette v; le componenti dello spostamento secondo gli assi di riferimento,
detta proiezione sard:

2 v,
ed il volume generato, ove si riguardino positive le dilatazioni, negative
le contrazioni:
- dSZ vin; .
La totale dilatazione della massa di volume V sard allora:

—f(z_,"l),'n,')dS,
N (2

ovvero, trasformando con la formula di Gauss I'integrale superficiale in

integrale di volume:
i 8@,)
—=1dV.
./V (ZL Y

Ma tenendo presente la (24), la totale dilatazione cercata & anche e-
spressa dall’integrale:
f av;
v

i dv;
0— ﬂdV:O-
,[V[ gay, ’

sard quindi:
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e quest’integrale sard nullo non solo se considerato esteso a tutto il so-
lido, ma anche se limitato ad una porzione qualsiasi di esso.

Ora perché cio sia possibile, deve annullarsi la funzione integranda,
essere clioé ovunque:

_ o 90
(25) 0= ? iy,
infatti se la differenza
(91),'
—%‘ oY

fosse diversa da zero in un certo punto M, per ragioni di continuiti essa
dovrebbe rimaner tale e sempre del medesimo segno in un certo intorno
di M. In conseguenza non potrebbe risultare nullo il suo integrale esteso
a quell’intorno.

Con riguardo alle (4), la (25) puod scriversi:

(QG) 0= 2 g; .
o anche, ricordando la definizione di divergenza d’un vettore:
O=divv.

Poiché non si é fatta alcuna ipotesi cirea la scelta della terna di ri--
ferimento, la (26) sard anche valida per qualunque terna trirettangola di
direzioni; ¢ noto d’altronde il carattere invariantivo della divergenza di
un vettore rispetto a differenti sistemi di riferimento.

In conclusione possiamo affermare che la somma dei coefficienti di di-
latazione lineare relativi ad una terna arbitraria di elementi mutuamente

ortogonali uscenti da un punto é costante e misura il coefficiente di dilata~
zione cubica in quel punio.



