CarrroLo XI

TORSIONE SEMPLICE

64 — YVerifica delle equazioni del problema.
Gli spostamenti siano ora rappresentati dalle componenti :
(189) u=-—czy+a) , v=cz(@w—0b) |, w=clax+by—{(w,y)|,

essendo ¢ una costante piccolissima, ¢ (x,y) una funzione monodroma,
finita, continua e determinata in tutti i punti della sezione retta del ecilin-
dro, @ e b due opportune costanti dipendenti dalle condizioni di vincolo.

Le derivate prime delle (189), ordinatamente rispetto ad x, Yy, z, ve-
rificano le relazioni :

o = A = =0

ox oY oz ’

ou Jv
= — Cf = — =

oY ix

Sono inoltre nulle le derivate seconde di « e v rispetto a z e quelle mi-
ste di w rapporto a «,z e ad ¥,2. Le componenti di spostamento soddi-
sfano dunque alle prime cinque delle (136). Affinché sia verificata anche
la sesta, dev’essere soddisfatta I'equazione di Laplace:

o anche :

(190) A'Y =0,
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cioé la funzione ¢ (x,y) dev’ essere armonica (*).
Le espressioni di » e v soddisfano ancora alle prime due delle (143):

u, = 0 , v,=0,
nonché alla terza delle (144):
ov _(au) o
(am),,_ oYy 0_0’

affinché la w verifichi le rimanenti tre condizioni di vincolo, ossia le:

. aw)_ (aw)_
w, =0 y (W = 0 , ¥ry O~0 ,

T N T

dev’ essere:

Sulla superficie laterale del cilindro, con riferimento alla (141), si ha:

m*(énb +y)+n*(ﬂ—m)=0,

o oY

oppure :

S 8&]) *84"_ e #
(192) m 8w+n ayh——m@/—{—nm.

Detto poi dv |’elemento lineare della normale v al contorno s della se-
zione trasversale, elemento di proiezioni dx e dy sugli assi « ed y, é:
da « dy _ .

dv ™ ’ dv "

(1) - Diconsi appunto armoniche le funzioni che soddisfano all’equazione differenziale
di Laplace. 1 valori che una tale funzione assume in un’area sono determinati quando
siano noti i valori che la funzione stessa assume al contorno; la loro ricerca forma og-
getto del celebre problema di Dirichlet.

Valgono per queste funzioni i seguenti teoremi:

1%) la media dei valori che una funzione ¢ armonica e regolare in 4 assume su una
circonferenza s qualsiasi interna ad 4, é uguale al valore di & nel centro di tale circon-
ferenza, nonché alla media dei valori di ¢ nei punti interni alla circonferenza stessa (teo-
rema della media per le funzioni armoniche);

27 una funzione ¢ armonica e regolare in 4 non pud avere nell’ interno di 4 punti di
massimo o di minimo; quindi se ¢ & costante o nulla su tutta una linea s, essa & co-
stante o nulla in tutta I’ area interna ad s.
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sicché la precedente equazione pud scriversi:

cb dx 6 dy
cwe dv dy dv

=—m'y+nwx,
o anche:

ap  do
dv av

dy

(193) g

Y+

X .

Assegnata la sezione trasversale, la (193) permette di determinare in
clascun punto del contorno la derivata direzionale normale della funzio-
ne (2. '

La questione & cosi ricondotta al problema di Neumann, il quale con-
siste nel trovare una funzione armonica finita continua e determinata in
clascun punto di un’area piana, noti che siano i valori della sua derivata
normale in ciascun punto del contorno.

Ammesse come dimostrate I’ esistenza di tale funzione e la sua uni-
cita, il sistema di spostamenti prefissato costituisce una soluzione del pro-

blema di Saint-Venant, purché alla base libera del solido si applichino le
forze superficiali che si ottengono dalle (142), cioé le:

v

I
e

/ szG('?”—k?w):—Gc(ery)’
s oz ox o
ov dw’ od )
) ¥ — - Y
(194) / E, G(&eray) Go(ay ) |
\

Possiamo dopo cio ricavare le caralteristiche della sollecitazione re-
lative alla base libera. Osservando che le forze applicate hanno compo-
nente nulla secondo la normale, sard intanto:

N=0 , M,=0 , M=0.

(!) - Se M e un punto da cui esce una semiretta orientata v e su questa si prende

un punto N a distanza ® variabile da M, dicesi derivata direzionale di ¢ nella direzione
! o ; Y |
d:’: , lo scalare 27 - tm 3(N)—3 (M)

v, € si indica con
’ dvy 80 3
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Le forze taglianti valgono poi:

. ) .
Tm=j FmdAz—Gc(f ob dA+/ydA),
A 10X Ju

a, [
T,=| F,dd =— Ge ["J’dA a:dA),
Y \K v (.“1 By +.//A

ovvero, per essere ¥ od y assi baricentrici della sezione e di conseguen-

a [ydA:O, [wdA:O, anche :
o<l Jal .

(195) T,——Go| 2% g4 | Tyz-Gc/wdA.
A

Ja dx oy

Trasformiamo ora uno di questi interegali, per esempio il primo, me-
diante la formula di Gauss: detto cioé¢ ds un elemento del contorno s

dell’area A, scriviamo :
[ (N) dd = — [Lm ds ,
o

de

o anche, essendo m*= .

(196)

_[q,z_w

Supposta definita nell’area 4 una seconda funzione armonica o (x,),
analoga alla ¢(x,y), per un lemma di Green sta 1'uguaglianza

8 *./' ay .
lq)—dv ds—dstp v ds ().

(1) - Si consideri 1’ identita :

b) 09 \_ 2% 2% . 079
dax (q) e )— ow ow ¥ ot
Integrando per tutta ’area 4 ed applicando la formula di Gauss nel piano alla fun-
zione ¢ ;’Z si deduce.
_ [ 0od e T 0%y .
qu da (Z; j“‘)x 0@ dA+Lq)aac’~’dA’

analogamente si ha:
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Introducendovi come funzione ¢ la variabile indipendente =, evidente-
mente armonica, essa diviene:

f o dw _/‘ dy .
/S‘LlJ'WdS*— mm—ds,

oS

%

tenendo presente la (193):

a'_p _ /‘ dq) B ﬂﬂ . /,dm | |
[aw d4 = — ac—FZTds——L/S dv mds+ﬁ D xyds .

ol

ed applicando nuovamente, in senso inverso, la formula di Gauss:

—[‘N’ dA:fif‘”QdA—[_W—?’)dA.
. 5:13 Jo ox | oxX

e finalmente :

_[M
Ja ax

I primi due integrali al secondo membro sono nulli, perché lali sono le
funzioni integrande, e anche il terzo integrale ¢ nullo, perché esprime il
momento statico della sezione rispetto ad un asse baricentrico; ¢ dunque:

" A
dA:Z/ LI [.n
o s oA

1 oY

oY [
P dd _.,-,1ydA .

/ Y ga—0
L 0@
Similmente si dimostra :
/ ‘1'4’ dd =0
1 0Y

Con riguardo alle (195) avremo pertanto: T,=T,=0.

_[g0¥ dy z:f 2 0% a4 j 2% 44
_L\H 0y dv s 1 0Y 0y + ‘14) oy® @t

Sommando membro a membro si ottiene la relazione:

dy f 0P DY oY dep )
— ] ds = {4 bAZp dA,
ﬁ@ av 1( D dx + 0y 0¥y )t +]A<,) v

la quale esprime il lemma di Green.
Evidentemente sarda anche valida la:

Cody o ae . ob oW
S k.
.Lq’ : j,l(am se oy oy

1, A2
dv )(ZA+[1<,:A edd .

Se ¢(x,y) e ¢(x,y) sono armoniche, dal confronto di queste due ultime relazioni
risulta I'uguaglianza posta.
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Pilt brevemente si poteva pervenire allo stesso risultato osservando
che, per essere ovunque o,= F, =0, sono nulli i momenti flettenti M,
ed M, in tutte le sezioni del cilindro. Per le ultime due delle (147) cio
importa senz’altro T, =T =1T,=T;=0.

I’ unica caratteristica della sollecitazione non nulla & il momento tor-

cente :
[ @f’dA) s
pal

ey KL
M=| (F,o—Fg, dAz—Gc(] —wdA —j —_y dA—focgdA—-
.K( Y 2 1 0Y 40X Y A J
la cui espressione, detti ordinatamente .J,, Jy, e J, i momenti d inerzia.
rispetto agli assi «,y, ed il momento d'inerzia polare centrale, ed essen-
do J,=dJ, +J,, assume la forma :

M, = Go (— / ﬂmdA+/ ki ydA+J;,),
Ji1 0y Ja 0L
o, introducendo il fattore di torsione :
J.
(197) q= e )
ay 9
i =
J\ oy ox
I’ altra :
(198) M, — G‘;Jf’ .

Data la natura della funzione ¢ (2, y), il coefficiente ¢ dipende esclu-

sivamente dalla forma dell’ area; la ¢ (x,y) resta infatti individuata dai

valori -g—f della derivata direzionale, che evidentemente non mutano al

variare della sezione del cilindro con legge di omotetia.

65 — Analisi della deformazione.

Poiché M, é da riguardarsi come un dato del problema, dalla (198)
si trae:
M,
G,

?

(199) c=q
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sicché le componenti di spostamento possono scriversi:
' M,
“="Q‘§jo—z(!l+“) ,

M
0) ——] o —_—
(200) v qGJO z(x—>b),

MM, ,

E facile verificare che le sole componenti di deformazione non nulle sono:

/ _du | dw M, (84) )
Y +?m_“_ q —+ ¥/,

Y T1qT, oz
(201)
_6fv+&w__ M, (6’&[} —(I:)
\ T =y oy 4Gr, oy ’

Anche in questo caso le deformazioni sono indipendenti da 2z e per-
cio identiche per tutte le sezioni trasversali del cilindro. Essendo poi
e, =& =¢, =0, la dilatazione cubica & ovun-

T;Tq que identicamente nulla.
-T-—o + : 3 Passando ora ad analizzare la deformazio-
1 . ; \\ ne, cominciamo con |’ osservare che le prime
't 0 LN due delle (189), scritte per z = costante, ossia
l __l________i LN per una data sezione retta, esprimono che, a pre-
R rVV scindere dagli spostamenti secondo #, la sezio-
é : :—é——:» ne ruota rigidamente nel suo piano intorno al

X

punto O, di coordinate (fig. 44) :

Fig. 44 (202) x=0b , y=—a.

Dalle due relazioni suddette, dividendo membro a membro, risulta infatti
quest’altra :

la quale esprime che lo spostamento :

s=Vu'+ o =czV(y+ay+ (@ —-b) ,

somma geometrica degli spostamenti u» e v del punto generico M della
sezione, & diretto secondo la normale al raggio O0,M ed & proporzionale
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alla distanza O,JLIz\/(y+a)2+(w— by, cid che caratterizza appunto una
rotazione della sezione intorno al punto O,. L’ampiezza di tale rotazione:

(203) m=,__ji_—ﬁ=%=qmz,
Vi +a) + @ —b G,

é proporzionale all’ascissa z della sezione; la costante piccolissima ¢ & per-
cio uguale alla rotazione della sezione distante 1'unita dall’ origine, o, an-
che, alla rotazione relativa fra due qualsiasi sezioni rette distanti fra loro
I'unita di lunghezza : angolo di torsione.

Il punto O, viene detto centro di torsione ; siccome poi le sue coor-
dinate (202) sono indipendenti da 2, il luogo dei punti 0, per le diverse
sezioni & una retta parallela all’asse z: I’asse di torsione. Quest’ asse ri-
mane rettilineo nella deformazione, mentre tutte Je altre rette parallele
allasse z si trasformano in eliche cilindriche, il cui passo risulta dalla
(203) ponendovi 2z in luogo di ¥, e vale quindi:

2nQd,

(204) e

La terza componente di spostamento :
w=clax+by - §(@,y).

e indipendente da 2: i punti di due sezionj trasversali qualsivogliano al-
lineati sopra una parallela a quest’asse z subiscono quindi il medesimo
spostamento w; in particolare i baricentri subiscono spostamento nullo,
perche, come vedemmo di sopra, per le condizioni di vincolo poste, deve
essere ¢, = 0.

Eccettuati i casi che la funzione b (¥, ) sia lineare o nulla, le sezio-
ni won rimangono piane ("), ma si ingobbano tutte, comprese le estreme,
nello stesso modo. L’ unico punto che in seguito alla deformazione non
esce dal piano della sezione retta al quale apparteneva inizialmente, & il
baricentro della sezione ; per x=y=0 ¢ infatti w=10 ().

(*) - Lo studio della torsione condotto dal Goulomb ed applicato piu tardi dal Navier,
sotto I"ipotesi generale della conservazione delle sezioni piane, perveniva alla conclusio-
ne errata che le tensioni tangenziali nelle sezioni rette del cilindro sono massime nei
punti piu lontani dal baricentro.

(*) - Queste conclusioni circa la deformazione sono tutte legate alle modalitd di vin-
colo stabilite. Carlo Luigi Ricci ha dimostrato che ad ogni punto della base z=0, con-
tigus al quale si assuma arbitrariamente |’ elemento superficiale vincolato, corrisponde
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66 — NStato di tensione.

Dalle (138) e (201) risultano diverse da zero le sole cbmponenti di
tensione :

_ Mo(w ) _ M(,(aq) )
B0)  me=-—gpgrty) . wm=—af oy %)

anch’esse, come le deformazioni, sono indipendenti da z. Come & facile
provare ricordando le due ultime delle (191), esse assumono nel baricen-
tro i valori:

M, M,
(206) (w)=—q—5~a ,  (wh=—a-7-0;

0

e diverse da zero esse sono anche, in generale, in corrispondenza del
centro di torsione, dato che le derivate della ¢ (x,y) vi hanno in generale
valori diversi da quelli @ e b che assumono nel baricentro.

67 — Lavoro di deformazione.

Il lavoro di deformazione si calcola nel modo pitt semplice applican-

do il teorema di Clapeyron. Osservando che la rotazione relativa delle
basi vale:

M,
(207) th=q G, L,
avremo :
1 Ml
(208) D, = = 4G
It rapporto
e G,
q

dicesi rigidezza torsionale.

una diversa parallela all’ asse » come asse di torsione. In questa corrispondenza possono
esservi elementi uniti: se un dato punto della base, pensato come centro dell’ elemento
vincolato, risulta appartenere alla retta che gli corrisponde, questa prende il nome di
asse di torsione assolufo, e si dimostra che la sua traccia sul piano della sezione trasver-
sale generica — centro di torsione assoluto — & punto di tensione nulla. Si dimostra al-
tresi che di centri di torsione assoluti ne esiste uno ed uno solo se la sezione & sempli-
cemente connessa ed a contorno convesso; che possono esservene parecchi quando la
sezione abbia contorno concavo, presenti cioé restringimenti o strozzature; che pud in-
fine non esservene alcuno quando la sezione sia a connessione multipla, presenti cioé
cavita interne.
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068 — Sezione cireolare o anulare.

Per procedere ulteriormente nello studio della torsione, ¢ necessario
conoscere la funzione ¢ (x,y), cid che richiede di precisare, come gia di-
cemmo, la forma della sezione retta del cilindro. Studieremo qui appresso

un certo numero di casi particolari, comin-
| ciando da quello, particolarmente interes-
¥ sante per le applicazioni, della sezione cir-
colare piena. Sul contorno dell’area 4 avre-

mo in tal caso (fig. 45):

v x cosf —ycosa=0,
ovvero

n'x—mty=0,
_— sicche la (192) diviene:

v Fig. 45 dy _ 8 b
dv : oY )

Soddisfa a tale condizione la funzione:
Y (x, ) = costante ,
evidentemente armonica; anzi, tenendo conto delle (191), dovremo assumere:
Y@,y =0,

o=b=0,

da cui deriva:

[> asse di torsione coincide con I’asse del cilindro, che & pertanto asse
di torsione assoluto (%).
Dalla (197) si deduce inoltre :

e dalla (199):
M,
G,

¢C =
Le componenti di spostamento divengono:

u=—czy , V=czx , w=20:

(1) - E facile dimostrare che ci0 si verifica tutte le volte che la sezione retta possieda

due assi di simmetria ortogonale. Infatti, se y & asse di simmetria, la (193) mostra che
!

0% © funzione dispari in x (cioé cambiando x in — la funzione conserva lo stesso va-

0y 0
lore assoluto, ma eambia di segno); quindi & necessariamente (—¢) =0, ossia b=0.
we=

Analogamente si prova che la simmetria rispetto ad x importa a =0.
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le sezioni rette si mantengono dunque piane, e ciascuna ruota rigidamente
attorno al suo baricentro, essendo la rotazione:

M,

(209) b=

2

direttamente proporzionale al momento torcente ed alla distanza z dalla
base vincolata, e inversamente al modulo di elasticitd tangenziale ed al
momento d’inerzia polare centrale.
Le tensioni tangenziali sull’elemento di sezione intorno del punto M
di coordinate «, y, sono (fig. 46):
M M,

o
vth=_7y ’ Tyy = J €L,
(] 0

e la tensione risultante:

=V b=V
o anche: _
(210) LA gy 48

essendo r il raggio della circonferenza di ceutro O sulla quale ¢ situato
il punto M; essa pertanto varia linearmente con » e raggiunge il suo va-
lore massimo sulla superficie laterale del cilindro.
Siccome & poi:
Tax o Y

Ty @

la = ¢ direfta secondo la normale al raggio OM.
I’ asse geometrico del solido rimane rettilineo (fig. 47); ogni altra ret-
ta AB parallela all’asse # si trasforma in un arco 4B di elica cilindrica

di passo:
_,, . 27 G,
T +_ M,
\/ In quest’ultima relazione, come nelle
2 (209) e (210), & notoriamente :
Fig. 47 Fim

dove r indica ora il raggio della circonferenza che limita la sezione.
Le formule relative alla sezione circolare valgono anche per il caso
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della sezione anulare quando, essendo #, il raggio interno, si ponga :

T

Jy =

(r'—ri).
Se r —r,=s & abbastanza piccolo, come pel caso d’ un tubo a parete sot-
tile, si pud porre in via di approssimazione :

J(-J =2= rmsrie = Arfn ’

dove 7, =(r+4r):2 indica il raggio medio, 4 I’area della sezione.

69 — Sezione ellittica.

La sezione retta sia ora un’ellisse dj semiassi g, e p,, sicche I’ equa-
zione del contorno abbia la forma :

fla,y) = (_pw_)+ (i)2—1= 0.

1 2

Poiché i coseni direttori della normale v al contorno valgono :

«_ dx of . 2w «_ dy af . 2y

la condizione (178) pud scriversi

oY w | ooy Y x _ pi—es
—r T =l T Y =2y
Jdax P: + X 7 ] P1 ptP:“ Y ;

ed ¢ facile verificare che ad essa soddisfa la funzione
pi—¢i

pi +ps

b(@,y) = xy

evidentemente armonica,

Sono anche soddisfatte le condizioni di vincolo (191), le ultime due
delle quali importano a —b— ¢ Anche in questo caso dunque 1’ asse di
torsione coincide con I’ asse geometrico del solido.

Calcoliamo ora il fattore di torsione applicando la (197); osservando
che é:

¢ pi—pt ed gl —¢t
dx giter Y ’ by gt U0
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si deduce:

‘-’) 54)) 92[ ° 2
L) g = « —f)dd |
.,K( J J P1+PJ-}:( J)

la quale per essere:

J,,J:/y?dA:LZ” , Jy=[w2dA= e

o s P

puod seriversi:

oY 6¢) Ei—ps ei—ps WPng
Sk S0 dd = =% . ).
[( oy Y ou pf+p§(y )= P:+P (=3

Tenuto ancora presente che il momento d’ inerzia polare vale:

. T 2 2
«ﬁ;:Jw+Jy=?9,PE(@+pz),

sostituendo nell’ espressione q, si ricava facilmente :

(2“) €= (29192 BERTD

Il fattore di torsione dipende dunque esclusivamente dal rapporto
Per & 7 g ottiene il valore g =1 gia trovato per la sezione clrcolare

crescendo tale rapporto, il fattore ¢ aumenta rapidamente.
Dalla (203) si trae per I"angolo di torsione 1’ espressione :

e\ M,
(312 C—(:ﬁ‘ptpi) G,

o anche, ricordando il valore dj J, e tenendo presente che A=mwp,p,:

: 47 d, M

(213) = —_""0""0
A*a

Quest’ ultima prova che, a paritd di area, la rotazione prodotta dalla tor-

sione & proporzionale al momento d’ inerzia polare.

Le (205), effettuate le sostiluzioni, divengono :

2 M, 2M,
((‘214‘) ‘C.’t% = Afaj !j ’ T!/% = AP? &€ ;

DONATO - Scienza delle Costrazioni — Parte | 10
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per cui risulta :
Tex _ 0 Y

Tyx e @

Lungo un diametro dell’ ellisse essendo costante il rapporto y/a delle
coordinate, si mantiene anche tale quello fra le due componenti, sicche
la tensione < risultante deve con-
servare direzione invariata. Poiché
in corrispondenza degli estremi del
diametro tale direzione deve coinci-
dere con quella della tangente al
contorno, si conclude che la tensio-
ne agente in un punto generico M
della sezione ha direzione coniugata
Fig. 48 al diametro\ che passa per quel pun-
to (fig. 48). K poi evidente che il suo
valore assoluto varia proporzionalmente alla dlstanza MO degli elementi
dal centro della sezione.
Dalle (214), indicando con x,y, le coordinate d’un punto M, del con-

torno, si ha pure:
. M, x oy
2 I 2 0 N
T*V% %_2A]Pﬁﬁ:

Ma il radicale dell’ ultima espressione di t & uguale all'inverso della
distanza d del centro della sezione dalla tangente al contorno nel punto
M, (*); possiamo dunque affermare che la tensione tangenziale t, varian-

o - L equazione della tangente, dette § ed % le coordinate di un punto di essa, &:

or

=0,
E- x) +('rz oy . .
e nel caso che qui si tratta:
L Y 7
Py es
Tale retta taglia gli assi nei punti definiti dalle: v
e A
EO = 1) 7.)0 = .
@ Y

D’ altra parte, dalla figura risulta:
d=E8;senu« , d=mcosa.

Quadrando e sommando si ottiene:
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do sul contorno in ragione inversa di detta distanza, raggiunge il suo
massimo alle estremitd dell” asse minore, laddove quella distanza ¢ mini-
ma, ossia nei punti del contorno pilu vicini all’ asse di torsione.
L’ espressione di w» diviene:
pi—e: M,
BT A

w =

equazione che rappresenta un paraboloide iperbolico, e percio rigato.
Lungo gli assi della sezione, ossia per =0, oppure per y=0, ¢ w=20;
questi assl sono quindi due generatrici del detto paraboloide, il quale
pertanto risulta tangente nel punto :
x=y=0 al plano a cui apparteneva
inizialmente la sezione. Per M >0 e
p, > p,, w € positivo neil quadranti in
cui « ed y hanno segno contrario,
negativo negli altri quadranti.

La figura 49 rappresenta la de-
formazione della sezione mediante
curve di livello, cioé mediante le
proiezioni delle linee intersezione del
paraboloide con i piani equidistanti e paralleli al piano «y: tali curve
sono iperboli equilatere aventi gli assi @ ed y per asintoti. Un osservato-
re disposto secondo I’asse 2z, con la testa dalla parte delle z positive, ve-
drebbe abbassarsi i due quadranti che nel senso di M, seguono i due se-
miassi maggiori, innalzarsi gli altri due.

Fig. 49

70 — Sezione rettangolare.

Questo caso, importantissimo dal punto di vista delle applicazioni, si
presenta piu complesso dei precedenti perché richiede I’ introduzione di
funzioni trascendenti.

d\? d‘.g
=1
(§o>+(ﬂ0) ’

Cl:—“-l——’

1 1
+—
V &

e sostituendo a § e 7, le loro espressioni:

da cui:

d=———>

V x y°

e;  P:
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Siano 2a e 2b i lati del rettangolo, ed « > b (fig. 50) (4).
Ricordando che la tensione sul contorno ha componente nulla secon-

do la normale, dev’ essere:
per w=+a , Fy=1,=0;

t ) per :l]=ib , FerxyZO.
A . }
TL ARy — Dalle (180) si ricava percio':
b o]
- o _ oy _
i_m_a__k,,}__a_.‘; 5w Y . oy
Fig. 50 La funzione armonica ¢ soddisfacente a que-

ste condizioni al contorno pud ricavarsi median-
te uno sviluppo in serie di Fourier di cui qui indichiamo il risultato :

%) _ I\—1
32 > (—1) senh (k, x) sen (k, y)

b

(215)  d(w,y)—wy—

S (2k—1) cosh (k, a)
avendo posto:
2k—1 =
==

E facile verificare che tale funzione & armonica.
Derivando la (215) rispetto ad « ed y, si ottiene intanto:

oY 32 ., 2 (=1 k cosh(k,x)sen (ky)
b YT 0 = 2k —1) cosh (k, a) ’
o e 32 bg — 1" k,;senh (k,x) cos (k,y)
oy n o (2k—1) cosh (k,a)
B poi:
- 82 ., = (=1 4k, |
j,w oYy dd =dy = =50 i—1 (2k—1)" cosh(k, a) 4B,

oY 32 ., = (~1f  4E,
ﬁy 0w dd=de oy b i—r (2k—1)" cosh(k,a) 4.B,,

(1) - Le costanti di vinecolo « e & della trattazione generale sono qui entrambe nulle
(vedi nota al n. 63); pertanto & impossibile ogni confusione di simboli.
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con:
4, =j senh (k,x) de = [k x cosh (k, ) — senh (k, m)]

B, = [ cos (k, y) dy = sen (k, J)]

II

~ Si‘)m .??"IH 3?:[1-*

4, = /cosh(kw

b

|
(senh kw} ,
|

b
Bg—[JSGI] (k,y) dy =3z sen (k, y)——chos(ky)

1

e di conseguenza:

A, B, = —1;1—3— [k, a cosh (k,a) — senh (k, a)] (—1)*,

L Senh (k,a) (- 1.

AEB2 k‘}

Avremo percio :

oY ad 326" = 4
L(m— yo )dA Ty Tet e E g 12tgh () -

0y

ancora :

j(wﬂ—“’ "w)dA V- ~§_ab?+(i) b‘*E_tg_hM_.
A

oY imt (2k— 1)
Sostituendo nella (197) e tenendo presenti le :

4 4
JwZ? b ) «

si ottiene infine il fattore di torsione :

(216) g =

. [ 16 4\ b = 1 2k—1 wa.
o3 @ & e ()

k.al,
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Nella seguente tabella sono riportati i valori di ¢ per una scala di
valori del rapporto a/b crescenti da 1 a : con I'aumentare di tale rap-
porto il fattore di torsione cresce rapidamente.

H %: 11 1,2 15 2 25 3 & 5 10

H g = |1.1856 | 1,224 | 1,382 | 1,820 | 2,4H64 | 3,167 | 5,037 | 7.445 | 28,320 oo “

Per a/b sufficientemente grande, in via di approssimazione si pud ri-
tenere uguale all’ unitd la sommatoria al denominatore della (216), nel
qual caso risulta :

/ nZUmax
a, 2
= o+ (3)
P ”}’ 5y (217) g=c b ;

I #(1—002)
L7 i ’ a
a — +
ty se poi il rapporto bja & pic-
Fig. 51 colissimo, pud assumersi:

Le tensioni tangenziall, tenute presenti le (205) e le espressioni scrit-
te di sopra per le derivate della ¢ (x,y), valgono:

i . M, ( 8, = (=1 cosh(kx) sen(kjy))
\ T =—E g\ b 2 2k — 1y cosh (k, a) ’
(219)
( o — 2 M, (8 5 = (=1~ senh (k) cos (k,y) ) ]
e A R =~ ) i cosh (k, a)

Esse s1 annullano nei vertici ed al centro della sezione; la t,, ¢ nulla
lungo i lati paralleli all’asse ¥, la t,, lungo gli altri lati. I diagrammi di
figura 51 mettono in evidenza le leggi di variazione delle tensioni lungo
le mediane e lungo i margini della sezione. Al centro dei lati di maggior
lunghezza la tensione raggiunge il massimo valore assoluto:

Tmax = 2q

M,b (1_ § » 1 1 )
J, iz (2k— 1) cosh (ka)



Per a =56, avremmo :

oMb 8 ( 1 1 )]
Tmax = 24— [l‘? 5509 T 955665 T ’

e trascurando i termini della serie dopo il secondo:

M,b
o

(220) Tmax — 1,351 ¢q

Se il rapporto a/b & molto grande, & lecito trascurare addirittura tutti
i termini della serie in confronto all’ unita, e serivere semplicemente :

M,b
/o

D

Tmax = 2 Q

bl

dalla quale infine, sostituendo a ¢ il valore fornito dalla (218), a -/, la sua
nota espressione e trascurando rispetto all’ unita il guadrato del rapporto
bja , si ottiene quest’altra: '

5 M,
(QQl) Tmax:? (lbd
*
* *

Poniamo la tensione tangenziale massima nella sezione sotto la forma:

1 M,
o bR

?

(222) Toax =

in cui & ora b tutto il lato minore, 2 il lato maggiore del rettangolo; si-
milmente poniamo 1’ angolo di torsione:

; 1 M,
{223) c= T Grh

I coefficienti « e B che figurano nelle due posizioni sono funzioni del
rapporto k/b, detto allungamento della sezione, ed hanno i valori indicati
nella seguente tabella in corrispondenza di un’ opportuna gradazione di
valori del rapporto suddetto.

L’ uso delle (222) e (223), con I ausilio dei coefficienti indicati dalla
tabella, rende spedito il calcolo dei prismi a sezione rettangolare soggetit
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a torsione: per valori dell’ allungamento non compresi nella gradazione
della tabella & lecito dedurre i valori di « e B con interpolazione lineare.

1 1,2 15 2 3 10 oo
0,208 0,219 0.231 0,246 0,263 0,312 0,333
0,141 0,166 0,196 0,229 0,263 0,312 0,333‘[

Per allungamenti superiori a 10, si pud ritenere con buona appros-
simazione :
1

“=B=?§

I" espressione dell’ angolo di torsione in tal caso diviene :

3M,
(994‘) sz s

e quella della tensione massima, in accordo con Ia (221) :

3 M,

Tmax = bzh

(225)

71 — Formule approssimate per le sezioni dei profilati.

Formule approssimate adatte al caso di ferri profilati — angolari, tra-
vial,aT,aT, e analoghe — possono dedursi da quelle relative alla
sezione rettangolare con elevato rapporto d’ allungamento.

Supposta la sezione costituita da tanti rettangoli, il generico dei quali
abbia le dimensioni b; e h; (b; < k), si puo assumere come rigidezza tor-
sionale la quantita :

M, G,

(226) K= = = GJ*,
Y q

essendo :

(227) Tt =2 X bih,

un termine di quart’ ordine, che diremo momento &’ inerzia ridotto. Con
q ,
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€10 si ottiene I’ angolo di torsione:

3M, M,

(228) =T A

Quanto alla tensione al contorno del rettangolo di lati b;, %;, in punti
sufficientemente lontani dai vertici del-

la sezione complessiva usando ancora 2 é) o)
- N, .. ™4 tht o o4
la (225), pud scriversi: x4 4
| | f
T=¢ Gb, N . /;2 é] %
LI A i
siccheé la massima tensione, che si ve- b= gt
rifica all’incirca agli estremi della me- Fig. 52

diana minore del rettangolo piu largo, vale:

(QQQ) | Tmax = € G bmax - %‘ bmax .

Ovviamente per un cantonale simmetrico & (fig. 52 a):
ﬂc__"!_ 3 (¢ . .
JE = 3 b’ (2h —b);
€ per un ferro a L o a I (figg. 525, ¢):

I = é (2B h, + Bhs) .
Tensioni alquanto pit elevate di quelle fornite dalla (229) si hanno in
corrispbndenza dei risvolil Interni della sezione, se questi non sono prov-
visti di raccordi sufficientemente ampi.

Le formule ora indicate non sono applicabili al caso in cui la sezio-
ne, ancorche riguardabile come un insieme di rettangoli, sia a connessio-
ne multipla.

72 — La funzione degli sforzi.

Il problema della torsione si risolve spesso con 1'impiego di modelli
meccanici, ricorrendo ad analogie con fenomeni governati da leggi che si
traducono in equazioni formalmente identiche a quelle del problema in
istudio.
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Sostituiamo alla funzione ¢ (x,y) la sua coniugata v (@, y), legata alla
precedente dalle condizioni di Cauchy-Rieinann :

6¢ _ dy 6
240} dx oy ’ oy  ow

E facile persuadersi che questa seconda funzione ¢ essa pure armonica ;
derivando le (216) rispettivamente rapporto ad » e ad « e soltraendo la
seconda dalla prima, si ha infatti:

ol

(231) Aty — +-E =9,

)
oL

La condizione al contorno cui deve soddisfare la ¢ («, y) si ottiene sosti-
tuendo le (230) nell’ equazione ai limiti sulla superficie laterale del cilin-
dro; ricordando la (193) ed osservando che in funzione dell’ elemento ds
di tangente al contorno, i coseni direttori della normale si esprimono :

. « dx dy . dx dx
90 *__ 7% - T
(232) mt=— ds , n . s’
avremo :
e dy o dw___i dy__w_di‘
ey ds ' éw ds  Yds ds
da cui:
dy  d o+
ds  ds 2 ’
e integrando :
(233) ¢, y)=—F g0

Se la sezione & semplicemente connessa, ¢ lecito porre la costante di
integrazione ugnale a zero in quanto essa non altera le derivate della
? (@, y), né, di conseguenza, le tensioni che ne dipendono. Se invece la se-
zione & a connessione multipla, dato un valore arbitrario alla costante
relativa ad uno dei contorni che ne delimitano I’ area, restano univoca-
mente determinate le costanti relative ai rimanenti contorni.

II problema della torsione si riduce in ogni caso alla ricerca di una
funzione ¢ (x, y) tale da soddisfare alla (231) nei punti interni della sezio-
ne e alla (233) sul contorno. Nota tale funzione, si calcolano le tensioni :



| —_ el _8%0) _ ( 0%
(234) Tap = cG(y-l— 5y \ Ty =CG © A+

)
come si prova subito sostituendo le (230) nelle (205).
Le analogie riescono pil chiare se si introduce la funzione degli sforzi.

2

(235) f(w,y):@(w,y)Jrﬁj—y;

la condizione cui qguesta deve soddisfare nei punti interni si ottiene som-
mandone le derivate seconde e tenendo presente la (231); avremo:

(236) AMf=2;
al contorno, avuto riguardo alla (233), dev’ essere:
(237) [, y)=0.

Sostituendo poi nelle (234) le espressioni delle derivate della ¢ (x,y) che
si traggono dalla (235), le tensionl divengono:

Txy:OG—Q——'

(238) o= — 0G-L :
ow

‘ iy

Le coordinate del centro di torsione, espresse dalle due ultime delle
(191), in funzione della f(x,y), tenute presenti le (230) e la (235), si serivono:

(G)-e . ()

‘Quanto al momento torcente:

M, = | (e — ) dd |
S
sostituendovi le (238), assume !’ espressione:

M,— oG [(_?im +ﬁy) A
Ja\OX oY

_ of , of [ )
MO—CG(.//_—é)zwdwjdy—kfay ydy./ de) ;

0 Valtra:
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integrando per parti e ricordando Ia (237), avremo in definitiva :
(239) MD=—QCG/f(m,y)dA.

ol
Il momento torcente & dunque proporzionale al volume :

racchiuso tra la sezione ed il diagramma spaziale della funzione degli sforzi.
La rigidezza torsionale ha I’ espressione :

(240) K=%["—=2GV,

che, confrontata con la (198), fornisce :

J"—:QV.

q
Infine il lavoro di deformazione vale:
' ~ gir | b gav= CEL[ [0y (o1 )
(241) (D'““gaw(”“ﬁ“‘w)dv_ 3 11 Py +6—y— a4 .

73 — X1’ analogia di Prandtl.

La deformazione d’una membrana elastica sottile, di spessore costan-
te, perfettamente flessibile, di forma simile a quella della sezione soggetta
a torsione, poggiata ed uniformemente tesa sul contorno, e caricata orto-
gonalmente da una pressione costante é governata dall’ equazione diffe-
renziale (fig. 53):

*C ¥ p

(2] o’ U oy T TH

Supposto che inizialmente la membrana giaccia nel piano ay, ¢ indica
lo spostamento del punto generico M (2, y) secondo I’asse z, dovuto alla
deformazione ; H ¢ la tensione uniforme agente sul contorno, p il carico
costante normale al piano iniziale della membrana.

La (242) ¢ identica alla (236) quando si ponga:

f=kg,



per cul la (236) diviene: / P

S G L

o oy E

purché si ponga cioé: S)—‘ s
7

(243) g 2
p N
Ammessa inoltre la rigiditi del contor- QT \ —
no, sara in corrispondenza di esso: 4/‘ r ) / ¥
g =0 ’ /
€ percio soddisfatta la (237). ¥ \\////
In funzione delle ¢, le tensioni val-
gono: Fig. 53
2H 0§ 2H ¢¢
244 o =—0cG =" 72 ,=cG == > .
( ) T &z ¥ p 8 y » Tf\ﬂ/ ¢ p gx b
il momento torcente :
(245) Mozzmif_{_fcm:ge CGHdeA
P Ja Yy Fl
! | risulta proporzionale al volume
“—H\\tt—{ leﬂ*c‘ racchiuso tra il piano xzy e la
T | =T superficie elastica della mem-

brana. Se ne deduce la rigidez-
za torsionale:

M GH |
g :——0= —_— A.
x (246) K== t—d— ]ACd

/ Tin x Ecco come puo essere sfrut-
7 tata 1"analogia.
%/ La ¢ (,y) si presentera co-
stante lungo certe linee, curve
” di livello della superficie elasti-
¥ ca della membrana, la cui equa-
Fig. b4 zione differenziale & (fig. b4):
(247 dg 6t dw ol dy _py

ds dx ds ' 8y ds
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questa, avuto riguardo alle (244), si traduce nell altra:

dx dl]

T%_y -Ci — Txg — d S 0

b

o ancora, indicando con m* ed »* 1 coseni direttori della normale alla
curva di livello nel punto per il quale s’immagina scritta la (247) e ri-
cordando le (132):

‘(248) Tay W+ Typt™ =0,

la quale esprime che la tensione totale in un punto qualunque della se-
zione ha componente nulla secondo la normale v alla curva di livello pas-
sante per quel punto; essa & pertanto diretta tangenzialmente alla curva,
cid che permette di affermare che le curve di livello della membrana sono
traiettorie delle lensioni tangenziali, linee aventi cioé in ciascun loro pun-
to come tangente la retta d’azione della tensione ivi applicata.

Cid posto, la tensione totale nel punto generico potra ottenersi proiet-
tando le due componenti sulla tangente alla linea di livello passante per
quel punto e sommando le proiezioni; avremo :

T==TQ M — Ty, W,

che per le (234) e le (232), pud scriversi:

~ n
(249) _20GH (Os de | 8% dy): 20GH df

P ox dv oy dv p dv ’

dunque la fensione tangenziale & proporzionale alla massima pendenza
della membrana wnel punto corrispondente.

Supponiamo che la superficie elastica sia rappresentata con curve di
livello ottenute, come d’uso, sezionando la membrana deformata con pia-
ni equidistanti, le tensioni saranno maggiori laddove le curve si presen-
tano piu fitte (pendenze pill forti), pit grandi nei punti del contorno piu
vicini all’asse di torsione, nulle dove I'ordinata della membrana & massi-
ma o minima (piano tangente parallelo al piano wxy). Il centro di torsio-
ne assoluto ¢ pertanto il punto in cui la { assume il valore assoluto mas-
simo. Punti di tensione nulla si hanno inoltre in corrispondenza di angoli
sporgenti, mentre gli sforzi tendono a valori infinitamente grandi in cor-
rispondenza di angoli rientranti.

Il dispositivo pratico che permette di utilizzare I’analogia & stato rea-
lizzato da Taylor e Griffith (fig. 55). La membrana viene formata con olea-
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to sodico (soluzione di sapone puro), tesa su di un foro praticato in un
lamierino d’alluminio 1, stretto tra due riquadri di ghisa 4 e B. 1l foro,
ad orli fresati per poter fissare con precisione il margine della pellicola,
riproduce il contorno della sezione. La deformazione della membrana si
provoca mediante una leggera depressione. Il rilievo delle quote della su-
perficie elastica viene eseguito per mezzo d’una punta i uvnita ad una vi-

Fig. 55

te micrometrica attraversante la lastra di vetro v; quello delle inclinazio-
ni mediante un autocollimatore ed una lampadina, utilizzando la luce ri-
flessa della membrana. Tracciate le curve di livello, si determina il volume
racchiuso tra la membrana e I'orlo, e se ne deduce il momento torcente.

Per passare dalla § alla f si usa praticare nella lastrina 1 un foro
circolare, oltre a quello della forma della sezione in istudio: se » & il
raggio, J, il momento d’inerzia polare centrale di quest’altra apertura, la
rigidezza torsionale del cilindro corrispondente sarebbe :

M '
K== G, — G—“-,-;— :

d’altra parte, per la (246) applicata alla membrana sul foro circolare, es-
sa vale pure: |

K:4%/ﬂgdﬁi ,

ol

Uguagliando le due espressioni:

.717’4 4H [,
2 p UJSdA’

e calcolato il volume Vozf CdA compreso tra la sezione circolare e la
Jal

relativa membrana, resta determinato il rapporto fra la f e la {:

- 2H !
250 — =
(250) k m ra
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74 — 12 analogia idrocinetica.

Un’idea ancora piu intuitiva della distribuzione delle tensioni tangen-
ziali & data dall’anologia di Greenhill col moto rotatorio permanente di
un liquido perfetto ed incompressibile in un recipiente cilindrico limitato
da un fondo simile alla sezione del prisma soggetto a torsione.

Se si assume uguale all’unita la velocitda angolare da cui il fluido &
ammato, la funzione di corrente risulta formalmente identica alla funzione
degl sforzi. Le componenti della velocita :

(251) of w— 2!

soddisfano alla condizione di continuila legata alla incompressibilita del
fluido ;
v 0 vy o f o f

= =— =0
ox T cy ox oy + dax oy

?

e alla condizione di permanenza del moto :

¢y, 0, o'f Of
éx ay o' oy

Dal confronto delle (237) con le (224) si deduce:
(252) Tae = GO, , Ty =Gy, !

le tensioni tangenziali sono cio@ proporzionali in ciascun punto alle com-
ponenti della velocita.

Alle traiettorie della tensione tangenziale corrispondono le linee di
correnfe. Anche le condizioni ai limiti sono identiche: nel caso della tor-
sione la tensione & diretta tangenzialmente al contorno della sezione, cosi
come dev’essere della velociti nel moto del fluido. Il movimento voluto
s1 pud realizzare imprimendo al recipiente un moto rotatorio uniforme
intorno ad un asse parallelo alle generatrici. Raggiunto lo stato di regime,
In cui tutto il fluido ruota rigidamente col recipiente, se si arresta que-
st’ultimo, permane la rotazione del fluido nel suo interno ; e tale moto,
ove siano praticamente trascurabili gli effetti della viscosita e della com-
pressibilita, soddisfa alle condizioni dell’analogia.

Lo studio sperimentale del modello idrocinetico & meno agevole di
quello della membrana elastica, sia per la difficolta di misurare la velo-
citd, sia perché la viscositd influisce in modo non trascurabile sul moto
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reale del fluido; esso & invece di maggiore utilitdi per un esame qualita-
tivo, data anche la possibilitd di prevedere, almeno approssimativamente,
I"'andamento delle linee di corrente. Se si ha I'avvertenza di eseguire il
tracciamento di queste in modo che la portata fra due linee qualsiasi
riesca costante la velocitd, e percid la tensione in un punto qualungue
del campo, sard inversamente proporzionale alla distanza mutua che in
quel punto presentano le linee di corrente. Le tensioni saranno pertanto
piu forti nelle regioni del contorno pill prossime al centro di torsione,
perché vi sono pit addensale le linee di corrente ; saranno invece pulle in
corrispondenza di angoli sporgenti, laddove nel moto vorticoso si ereano
zone morte ; cresceranno oltre ogni limite in corrispondenza di angoli rien-
tranti, dove la velocita della corrente tende a valori infinitamente grandi.

Particolarmente interessanti sono poi i risultati cui 'analogia conduce
nell’applicazione che se ne fa allo studio delle perturbazioni nella distri-
buzione delle tensioni, prodotte da fori o fenditure assiali praticati nel
cilindro. Queste interruzioni di continuitd del solido soggetto a torsione
vengono assimilate ad ostacoli frapposti al moto vorticoso; le linee di cor-
rente, non potendo attraversarli, debbono ripiegarsi ed addensarsi per con-
tornarli. Cid porta ad aumenti di velocitd, cui corrispondono maggiori
tensioni in vicinanza delle singolaritd della sezione.

75 — Il metodo di Bredt per le aste tubolari a parete sottile.

La torsione d’un cilindro cavo si presta ad una trattazione elemen-
tare sufficientemente approssimata quando lo spessore della parete sia
sotto un certo limite (fig. b6).

In tal easo la tensione tangenziale t potra ritenersi diretta secondo la
tangente alla linea media s della sezione del tubo, e costante su tutto lo
spessore h misurato in corrispondenza d’un punto P di detta linea.

Sard allora th la tensione totale agente su h, th ds quella agente
sull’elemento di sezione di lunghezza ds, per modo che, detto O un pun-
to arbitrario interno, posto r= PO e detto « I’angolo formato da s con
la normale 0@ calata da O sulla tangente in P alla’s, il momento tor-
cente puod scriversi:

(253) M= <hrcosads.

Il prodotto th & costante, come si prova subito riflettendo che nell’ana-
logia idredinamica gli corrisponde la portata — volume ok di fluido che

DONATO — Scienza delle Costruzioni — Parte I 11
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attraversa una data sezione di larghezza h nell’ unitd di tempo — quanti-
td necessariamente invariabile per le diverse sezioni, data la permanenza
del moto.

La (2b3) pertanto pud scriversi:

M=rxh /rcosads ,

e osservando che il prodotto rcosads
esprime 1l doppio dell’area elementare com-
presa fra 'arco ds e 1 raggi che ne proiet-
tano gli estremi dal centro O, anche

(254) M=2<hsS,

ove con S s1 € indicata ’area racchiusa
entro la linea media s.
Dalla (2564) si ricava la tensione:

Fig. 56

M

(255) =55

agente in corrispondenza di un dato spessore & del tubo.
I angolo di torsione si pud ricavare uguagliando il lavoro di defor-
mazione :

1
D, = —-2——J$Icl

all’energia potenziale elastica; osservando che quest ultima:

-

1 2 2 1 / [ 2 2 _ l /..-2 - l / 2
(I)z:E'C%_—/j;(sz"f"rzy)dV'—‘?GT[ dzthz.r»‘i“tef/)dA_—s:? i ¢ dA_?“. 1 h<ds ?

oo

per la (225) pud scriversi nella forma:

1 [ M U [ds
C=vq | " aes B wse Lo

o

uguagliando si ottiene:

M [(?8
(206) “=75a | h

Mentre la (256) si accorda bene coi risultati sperimentali, le tensioni cal-
colate con la (255) possono presentare deviazioni notevoli, fino al 15+-209,.




