CAPITOLO VII

TRAVATURE SPAZIALI

VII.1 - Caratteristiche :di ':sollecitazione. ‘Si considereran-
no ora le travature nella loro forma generale: aggregati di
travi con sezione asimmetrica e linea d’asse sghemba. Con le
eccezioni contemplate nelle figg.2 e 3, si ammette che le sol-
lecitazioni siano calcolabili con la teoria delle travi: se—
zione per sezione si dovranno determinare le sei caratteristi-.
che di sollecitazione; da queste la teoria anzidetta permette
di calcolare le tensioni sulla sezione secondo relazioni che
saranno considerate nella Parte seguente. Inoltre, da quelle
sel caratteristiche si determina secondo quella teoria la de-
formazione elastica di ciascun tronco elementare di trave. Per
il calcolo delle deformazioni della travatura bastera’ dare la
espressione del lavoro interno Lgb riferito all’elemento dZ
di linea d'asse in funzione delle caratteristiche di solleci-
tazione.

A definire l’azione risultante a cui una sezione generi-
ca e’ sottoposta baéterebbe, ad esempio, fissare tre assi or-
togonali a piacere e calcolare le proiezioni su questi della
risultante e i momenti risultanti rispetto ai medesimi assi.
La scelta di un particolare riferimento piuttosto .che altri,
per la definizione delle sei caratteristiche di sollecitazio-
ne viene fatta con il criterio di rendere piu’ spedito il cal-
colo delle tensioni e, soprattutto, quello delle deformazioni.
Tornando all’espressione [48] di L;, possiamo renderci conto
delle conseguenze della scelta. Se invece di calcolare il mo-
nento ¥ rispetto al baricentro G della sezione, si intro-
ducesse il momento ¥ rispetto ad un asse u passante alla

u
distanza y = h da G, essendo

Koyb = (M + hNG)(HD + AND)

nell‘espressione di L;, oltre agli integrali contenenti i pro-
dotti MZHQ , Ny comparirebbe un integrale contenente i pro-
dotti M, N a complicare sensibilmente il calcolo delle de-~
formazioni. In particolare, la rotazione @ delle sezioni ver-
rebbe a dipendere non solo da ¥ ma anche da N. X1 riferi-
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mento baricentrico e’ l'unico che, supposto il materiale ela-
stico, omogeneo e isotropo, permetta di evitare queste compli-
cazioni, cioe’elimini il concatenamento fra momento flettente
e sforzo normale nei loro effetti sulla deformazione.

Nel caso piu’ generale, nell'espressione di [L; entrano
le sei caratteristiche di sollecitazione. L'espressione piu'
sempiice che la teoria delle travi possa dare e' quella nella
gquale le sei caratteristiche entrino separatamente in altret-
tanti addendi:

yayb 8 b, pa pb a@yb o yayb o yayb
Li:j booxilxl Tyl oy Caxlxoy Doy oy TET) g7 [134]
EA G4, GA,, EJy EJ, GJ,

L’integrazione si estende, al solito, all'intera linea drasse.
L'assenza di prodotti misti mell'integrando indica che cia-

scuna delle caratteristiche di sollecitazione N;Tx,, TyJ,Mk,

My, M; produce nell‘'elemento di trave d7 wuna deformazione
per la quale essa soltanto lavora e nessuna delle altre.

L'addendo NBNbV/EA e gia' noto dall'esame delle situazio-
ni simmetriche (Cap.IV).

Nei due seguenti figurano le componenti su due assi or-
togonali x’,y’ della forza tagliante risultante che solle-
cita la sezione. Tali direzioni sono stabilite nel piano del-
la sezione in modo da evitare il concatenamento fra T. .. e
T,., ossia da eliminare i termini del tipo T,,T,,. Nei deno-
minatori figurano AxV;Ay_, caratteristiche geometriche della
sezione aventi dimensioni di un‘area. _

I1 4° e il 5° termine dell'integrando in parentesi con-
tengono i momenti flettenti M, e M, (*), momentl risultanti
rispetto a due assi baricentrici che siano principali d‘iner-
zia della sezlone, ossia tali che risulti nullo 11 momento
centrifugo

Ty = {xy d4
l¢integrale essendo esteso a tutti gli elementi d4 che co-

stituiscono lrarea della sezione. Figurano nei denominatori i
momenti d'inerzia

Jy :.fysz , Jy:fx2dA

(*) Nei capitoli precedenti il momento M, e il momento d'inmerzia Jy
sono stati indicati senza lvindice X, che qui deve apporsi ad evitare
confusione con le quantita’relative allfaltro asse.
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Se si fissassero assi %,y non principali, l‘espressio-
ne di L; conterrebbe nella funzione integranda il prodotto
MeM,. Se gli assi non fossero baricentrici comparirebbero an-
che termini del tipo M, N ,6 M,¥N.

L'ultimo addendo della parentesi contiene i momenti tor-
centi Mt’ ossia i1 momenti delle forze agenti sulla sezione
calcolati rispetto ad un asse normale ad essa, definito in mo-
do da evitare il concatenamento fra momento torcente e taglio.
I1 punto per il quale deve passare l'asse di riferimento del
momento torcente affinche' l'espressione [134] non contenga
termini del tipo HM;T, , MyT, e'detto centro di taglio.

. 4
ﬁ—ff ---------- - i S il M 7’|

I
|
|

Fig. 109 - Assi di riferimento per un cantonale a lati diseguali. Con precisione
tanto maggiore quanto piu’'piccolo e’ le spessore dei lati rispetto alla loro lun-
ghezza si puo’ ammettere:
- che il centro di taglio e’situato nell’intersezione delle linee medie dei
due lati
- che gli assi principali sono rotati rispetto ai lati dell’angolo % dato da

tang 20 = 6 a2 b2/ (b2 ~a2)(a2 + b2 + qab)

- che gli assi x’,y’ di riferimento del taglio 5Somo rotati dell’angolo a

definito d
SO ane 20, = ab(b-a)/(b+a)(a + b2 + 3ab)

A denominatore dell'ultimo addendo compare il modulo di
rigidezza torsionale J;: e’ questa una caratteristica della se-
zione avente dimensione di (lunghezza)4 come un momemto d'iner-
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zia. Per la sezione circolare e per quella anulare (delimita-
ta da due cerchi concentrici) Jt coincide col momento d'iner-
zia polare rispetto al centro J, = 2J, = 2J,. Sul calcolo di
J¢, come anche delle caratteristiche AxL,AyV si dira‘ nella
Parte seguente.

Nella fig.109 e' indicata la posizione degli assi di ri-
ferimento per un profilato normale a L: gli assi principali
x,y per il baricentro G, gli assi x',y’ per il centro di
taglio G-

Se la sezione possiede due assi di simmetria, il centro
Gt coincide col baricentro. Se vie un solo asse di simmetria,
su questo stanno i punti G e Gu; gli assi y e y' {oppure
x,x7) stanno su tale retta. Nella fig.110 e’ indicata la posi-
zione approssimativa di Gt per alcuni casi tipicl.
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Fig 110 - Posizioni del centro di taglio Gt per alcune sezioni tipiche. (a) Pro
filato a C, ¢b) profilato a T, (c) sezione a doppio T. scomposta larea in
strisce e determinato per ciascuna il momento dinerzia rispetto a Y si trova

Gt nel baricentro di questi momenti d’°inerzia.

"Nelle applicazioni conviene spesso determinare le carat-
teristiche di sollecitazione con un riferimento diverso da
quello per il quale [L; assume l-espressione [134] a termini
separati: la forza tagliante viene scomposta nelle componenti
Ty, Ty, secondo i due assi centrali x,y; in luogo del momento
torcente si determina il momento M, rispetto all’asse nor-
male alla sezione per il suo baricentro. Da tali quantita’ si
passa alle Txi,Tyg,Mt al momento di usare la [134], secondo
le relazioni

T,, = Ty cosa+ T, sina [135]
Ty, = T, cosa - T, sina [136]

My = My + Tyey - Tyey [137]
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essendo a 1l'angolo di cui ¢gli assi x'y’ sono rotati rispet-—
to agli assi xy nella direzione + x - + y ed essendo e,,e,
le coordinate baricentriche di Gt‘(fig.ill) (*). Se si tra-

scurano le deformazioni dovute al taglio,

y’ la determinazione delle direzioni x7,y'
e il calcolo di T, T, 'Ax’ ,Ay, posso-
3 ! no essere tralasciati.
T o Circa i segni delle caratteristi-
c G che di sollecitazione, secondo le con-
x f t venzioni generalmente usate nella Scien-
ely za delle Costruzioni, si stabilisce che:
G - ﬁ; - le forze taglianti T,,7T, e la for-
za normale N sono positive se sul-
Fig. 111 - Assi di riferi- la faccia positiva della sezione agi-
mento nel piano della se- scono nelle direzioni positive degli
zione. assi x,y e z;

- il momento ¥, e'positivo se, sul-
la faccia positiva, agisce nel verso che porta la direzio-
ne +y a sovrapporsi alla direzione +2z; M, e' positivo
se opera nel verso che porta +x a sovrapporsi a + z; ¥,
e'positivo se e'volto, sulla faccia positiva, nel senso di
rotazione +x —= 4+ y.

I momenti sono rappresentati mediante vettori secondo le
convenzioni della Meccanica, in accordo con la terna di rife-
rimento generale x,y,Zz 1 cui assi vengono orientati come le
prime tre dita della mano destra. Il vettore rappresentativo
di una coppia, normale al piano della coppia, e'volto nel sen-
so in cui avanzerebbe una vite normale (destra) sotto l'azione
della coppia. Nel riferimento locale della sezione generica,
la terna x,Y,2z puo' essere scelta congruente con quella ge-
nerale o no, a piacere. Nel primo caso le proiezioni del vet-
tore momento baricentrico applicato alla sezione sulla faccia
positiva danno, sui tre assi, i momenti M,,-¥,,H,; nel caso
opposto le componenti stesse rappresentano i momenti M, M, ,-H,.

(*) Talora puo’convenire fissare gli assi ortogonali baricentri x,y in
posizione noh coincidente con gli assi centrali che per questo caso di-
stinguiamo con x”,y"”. I momenti relativi a questi, da porre nella [134]
al posto di M, e M,, sono dati da

Mpw =My cosa = M, sina
Myn =My cosa+ Ny sina

essendo qui a 1'angolo di cui gli assi principali x”,y” sono rotati
rispetto al riferimento x,y.
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VII.2 - L’asse elastico. I1 luogo dei centri di taglio del-
le varie sezioni costituisce una linea detta asse elastico.
Esamineremo alcune proprieta'di tale asse. Si supponga la tra-
ve diritta; l'asse elastico sia una retta parallela all‘fasse
della trave. La trave sia caricata in modo che per qualsiasi
sezione del tratto in esame sia Mt = 0, come avviene se ap-
plichiamo alla trave forze incidenti all’asse elastico.Si vuo-
le esaminare il moto di una sezione proiettata . sul piano che
la contiene prima della deformazione, allo scopo di esaminare
se tale moto sia traslatorio o contenga una componente rota-
toria. A tal fine si adottano come sistema di esplorazione due
coppie torcenti Uc applicate alle sezioni terminali del tron-
co con versi opposti. Scelto questo come sistema a e come si-
stema b quello delle deformazioni corrispondenti ai carichi
incidenti all‘'asse elastico, si avra'in L; 1la misura della
rotazione relativa ¥ delle sezioni estreme nelle condizioni
di carico sopra definite. Ora si osserva che nella condizione
a la sola caratteristica non nulla e’ Mt’ mentre nell‘altra
condizione b questo momento e’ appunto nullo. Allora risulta
L; = 0 e quindi b= o0: le sezionil estreme del tronco non su-
biscono rotazione relativa se i carichi che agiscono sulla
trave sono incidenti all’asse elastico.

Adesso, per lo stesso tronco di trave, esaminiamo le de-
formazioni che si producono quando esso sia soggetto a ‘tor-
sione pura, ossia in qualunque sezione sia diversa da zero so-
lo la caratteristica Mt. B’ intuitivo che il moto delle sezio-—
ni proiettate nel loro piano sara‘una rotazione intorno ad ‘un
punto non molto lontano dal baricentro, punto che si dice cen-
tro di torsione. Assumendo come sistema b, al solito, la de-
formazione in esame, si applica come sistema a per la scrit-
tura dell‘'equazione dei lavori, una forza tagliante condotta
in una direzione qualungue per il centro di taglio Gt di una
sezione estrema e a questa si fa equilibrio con azioni appli-
cate alla base opposta B. Per il sistema & la sola carat-
teristica non nulla e! Mt mentre per il sistema a appinto
questa caratteristica e‘nulla. Quindi risulta L; = O e per-
tanto, supposta la base B immobile, dovra’fare lavoro nullo
la forza tagliante applicata alla base opposta. Tenendo pre-
senti le considerazioni del § IV.2 appare evidente che 1l'an-
nullarsi di tale lavoro significa che il centro di rotazione
della sezione deve essere situato sulla retta d'azione della
forza. Poiche’cio’ avviene per qualunque direzione della forza
tagliante, sempre che essa passi per G;, si conclude che il
centro di torsione coincide col centro di taglio.

- "¢ proprieta enunciate dell‘'asse elastico s8i riferiscono

30 - P.CICALA
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alla trave diritta, con asse baricentrico e asse elastico pa—
ralleli. Cosa avvenga guando queste condizioni non siano ve—
rificate non puo'essere esaminato finche'si resti nell'ambito
della teoria delle travi: si richiederebbe un'analisi piu' ap-
profondita che nei suoi fondamenti non ponesse le restrizioni
inerenti alla teoria di St.Venant.

VII.3 - Le travature in gemerale. I concetti occorrenti per
il calcolo delle travature sono sostanzialmente quelli speci-
ficati a proposito dei sistemi piani.

La rappresentazione geometrica deve indicare la linea
d'asse e, per ciascun punto di esso, lorientazione degli as-
si locall x,y mnormali e 2z tangente alla linea suddetta;
deve inoltre specificarsi la posizione dell'asse elastico. Se
la struttura e*scomposta in cdrpi semplici soggetti a forze
tutte note, le sei condizioni di equilibrio per una delle due
parti in cui la sezione generica spezza tale corpo bastano a
determinare le caratteristiche di sollecitazione per la sezio-
ne stessa T,,Ty,N, ¥, ¥,,¥,. Prima di giungere a questo, e’ ne—
cessario determinare le reazioni dei vincoli che occorre spez—
zare per ridurre lo schema a corpi semplici liberi, fatta ec-
cezione per quei corpi semplici che abbiano tutti i wvincoli
concentrati in una sezione estrema.

Circa la rappresentazione del vincoli non esistono con-
venzioni universalmente accettate. Si converra’ di marcare le
sezioni di vincolo e di indicare accanto le caratteristiche
di sollecitazione che il vincolo non e'in grado di trasmette-
re. Il vincolo capace di esercitare le sei azioni viene detto
incastro; esso sara marcato solo quando si debba procedere al-
la enumerazione dei vincoli, per la quale nel conteggio degli
incastri valgono le osservazioni espresse a proposito delle
travature piane. '

Come vincoli fondamentali vanno considerati la coppia ro-
toidale e la prismatica. La prima detta anche cerniera cilin-
drica, consente una rotazione relativa delle parti collegate
intorno ad un determinato asse e quindi, per la supposta as-
senza di attriti, annulla i momenti rispetto a tale asse. Se
questo e'disposto, ad esempio, parallelamente a X, per i1 ba-
ricentro di una determinata sezione, vi annullera’ Mx? se es—
so e’ tangente all‘asse della trave annullera’ ¥, mnella sezio-
ne in cui e‘posta la cerniera.

La coppia prismatica consente una traslazione relativa
delle parti collegate in una data direzione. Se questa viene
disposta secondo l'asse x di una certa sezione, vi sara‘
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Ty = 0. I due accoppiamenti menzionati sono detti vincoli di
ordine 5 perche'trasmettono 5 caratteristiche di sollecitazio-
ne. Collegando in serie n di questi si costituisce un vin-
colo di ordine 6 -n. Cosi’, collegando in serie +tre cerniere
cilindriche ad assi concorrenti in un punto P della linea
d'asse vi si stabilira'una cerniera sferica: questo e'un vin-
colo triplo che annulla i momenti M., ¥, e M. Se ancora si
dispongono in serie con la cerniera sferica due coppie prisma—
tiche, si costituira’un appoggio semplice: un vincolo sempli~
ce cioe!capace di trasmettere solo una forza passante per il
punto di concorso degli assi delle cerniere e normale al pia-
no contenente le direzioni di scorrimento delle due coppie pri-
smat iche.

Vari di questi tipi di vincolo hanno importanza nella co—
struzione di macchine; pochi di esse trovano realizzazione co-
struttiva nelle strutture fisse; tutti pero’ possono Iinterve-
nire negli artifici di calcolo che si adottano per la risolu-
zione delle strutture o per la determinazione delle linee di
influenza.

I1 conteggio del numero v dei vincoli semplici che bi-
sogna interrompere per ridurre la struttura a m corpi sem—
plici indipendenti, incluso eventualmente il terreno, permet—
te di calcolare il grado di iperstaticita’ h mediante ‘la re-—
lazione:

h=v-6(m-1) [138]

Se h = 0, basteranno le equazioni del § I.4 per la de-
terminazione delle reazioni vincolari e delle caratteristiche
di sollecitazione. Nella applicazione, particolari accorgimen-
ti possono facilitare alquanto l'uso delle [2],[3]. Ad esem-
pio, per il calcolo del momento di una forza rispetto ad un
asse, si potra' fare uso di sussidi grafici come quelli della
fig;ilzz il momento in questione, con le notazioni della fi-
gura, e'dato da d.fyF/f o anche da d f F/f.

Se la struttura e' iperstatica, volendo procedere alla sua
risoluzione coi metodi dei §§ V.1-V.4 si definiranno amitut-
to come sovrabbondanti un certo numero di vincoli e si deter-
mineranno gli sforzi che i carichi applicati produconoc nello
schema isostatico. Si ottengono co§}'g}iA§f2Fz%;n2pcipmi rap-
presentati dalle caratteristiche T,,T,, ¥, Me My, H;. Poi si
considereranno i sistemi supplementari, sforzi corrispondenti
alla applicazione delle reazioni, semplici o combinate, dei
vincoli soppressi, agenti con versi opposti sui due elementi
affacciati. Si troveranno cosi’ il sistema T;;T',N', M',MZ,M}
e gli-altri ancora, se la struttura e’piu’ volte iperstatica.
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Si scriveranno quindi le sollecitazioni risultanti nella for-
ma corrispondente alla [82]. Ad esempio, in una struttura due
volte iperstatica, per i momenti torcenti si scrivera’:

My =W, + XM + X" [139]
i\ F
I
B
de %
0 4 -
2N %
%

Fig. 112 - Il momento della forza F (situata fuori del piamo X¥) rispetto al-

irasse Zz per (0 puo essere calcolato moltiplicando per dr la componente di

F normale al piano X2 o moltiplicando la proiezione di F nel piano XZ per
la distanza d'l) di questa da 0.

Alle incognite X', X" sara' imposto che sia [, = 0 = L
quando si assuma come sistema b quello delle sollecitazioni
risultanti espresse dal secondo membro della [139] e analoghe,
e come sistema a il sistema supplementare Jf' = 1 o quello
X" = 1. 8i ottengono cosi’le equazioni di elasticita’: dalla
loro risoluzione si hanno i valori delle incognite X e in-
fine si calcolano gli sforzi e le deformazioni risultanti co-
me per i sistemi piani.

VII.4 - Sollecitazioni in una molla ad elica. La molla sia
‘costituita (fig.113)} da una trave a sezione circolare, la cui
linea d-asse e!formata da un’elica cilindrica. Sia R il rag-
gio del cilindro sul quale lielica e'avvolta, e sia .a 1liin-
clinazione della tangente sul piano 7 normale allvasse. T1
riferimento fisso si dispone con gli assi X,¥ in detto pia-
‘no, Z secondo 1l asse del cilindro. L'asse x si dispone se-
condo la normale principale all-elica, ossia in direzione ra-
diale. Conseguentemente si fissano liasse y e l'asse =z ri-
spettoc al quale si calcolano 1 momenti torcenti poiche’ il centro
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Fig. 113 - Molla a elica. @), (b) Ri-
ferimento locale X,Y,Z2 concorde
col riferimento generale X,Y,Z2.
(c) Riferimenti x,y,Z2 e X, ¥,Z
discordi. (d) Scomposizidne di C,
nei momenti My, M, , M. (e) Scom-

posizione di F,. in T,.,T, ,¥.

M
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/
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di taglio e'nel centro del cerchio sezione. Nella fig.113a e?
proiettato un tratto dell'elica sul pianoc normale all'asse x
per una sezione generica P, definita dall‘'angolo w che x
fa col piano xz. La linea d'asse qui assume la forma di una
sinusoide, con inclinazione a mnel punto di flesso. La figu-
ra 1i3b rappresenta una proiezione normale all‘'asse dell‘eli-
ca. Essendo la sezione circolare J; = 2J,; supposto G = 0,4F
e GJy = 0,8 EJy.

Consideriamo anzitutto la molla soggetta ad una forza F
agente lungo lfasse del cilindro volta nel senso di tendere
la molla. La F si scompone nelle forze Fcosa e F sin a
rispettivamente parallele a Yy e 2. Si ha quindi:

Ty =M =0 , Ty, =Fcosa , N=Fsina

¥, =- FRsina , My, = - FRcosa

b4

Per calcolare l'allungamento che una spira subisce in
queste condizioni di carico, si applica l'equazione dei lavo-
ri assumendo come $istema b quello sopra calcolato,come si-
stema .a gquello relativo a F = [. Liallungamento & e’ mi-
surato da Le/U. Gli ‘integrali relativi a [L; si riducono al
prodotto dello sviluppo della linea d'asse 2WR/cos a per le
funzioni integrande che si mantengono costanti. Quindi trascu-
rando gli effetti dello sforzo normale e di T, 'si trova

FR®
$ = 27 —— (cos a + 0,8 sin2a/cos a)
GJy

Fssendo a di solito piccolo si sostituisce generalmen-
te il fattore in parentesi col valore 1.

Si consideri ora la molla soggetta ad una coppia ¢ con
vettore momento (*) secondo 2z. In questo caso e

Ty =Ty =N=Hy=0 , My, =Ccosa , My =-Csina

Adoperando come sistema a questa configurazione di sfor-
Zz1i e come sistema b quella corrispondente al carico assiale,
si puo’ determinare liangolo U= Le/C di cui girano intorno
all‘asse del cilindro le sezioni estreme della spira tesa. Si
trova:
2
© = 0,47 FR sin a [140]
GJ,

(*) I vettori che rappresentanc. le coppie sono distinti con una frec—
cia curva che indica il senso in cui e volta la coppia.
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Si applichi una coppia (, con vettore momento diretto
secondo Y. Si ottieme (fig.113d):

Ty =Ty =N=0 , My=0Cysinw ,

H, = Cy coswsina , Mt = (Cy coswcos a

La rotazione intorno a ¥ che questa azione produce si
puc’ calcolare assumendo come sistema a e b le relative sol-
lecitazioni e determinando L;/C,. Considerando che e dZ =
= Rd w/cos a si ottiene:

CyR

Py = =————— |(sin2 @ + cos? w sin2a + 1,25 cos? wcos? a)dew
EJ, cos a

In via di approssimazione si puo’ ritenere uguale a 1 lo
integrandc in parentesi. Allora, tenendo presente che dz =
= Rdwsin a si puo' affermare che per la deformabilita’corri-
spondente all’azione in esame la molla si comporta come una
trave disposta lungo l'asse del cilindro, di rigidezza E@megtL
Usando invece come sistema & quello relativo alla forza F
e osservando che le funzioni sinw e cos w nelle integra-
Zioni estese a numeri interi di spire si annullano,si puoc’af-
fermare che la trazione agente lungo l'asse del cilindro non
produce inflessioni della molla, se il numero di spire e’ in-
tero.

Si considerino infine gli effetti di una forza agente se-
condo X. Questa puo’essere trasportata all‘altezza di P in-
troducendo una coppia nel piano xz proporzionale allo spo-
stamento impresso a F. La forza trasportata da’le sollecita-
Zioni

Ty = Fpcosw , T, =Fysinwsina , N = - Fy sinwcosa

M, =0 , Yy = FeR sinw cosa Mt:— R sinwsin a

»

Le deformazioni che questo tipo di sollecitazione produ-
ce sono assimilabili a quelle dovute al taglio -in una barret-
ta diritta disposta lungo liasse del cilindro.

Con questa sollecitazione usata come sistema a si puo’
provare che, su un numero intero di spire la forza F assia-
le non produce spostamenti laterali delle estremita’della mol-
la. Dunque, se si trascura la rotazione data dalla [140] si
puo'affermare che, a parte gli effetti di frazioni di spire,
una forza secondo 2z produce uno spostamento nella stessa di-
rezione delle sezioni termimali; gquindi, réciprbcamente im-—
primendo un tale spostamento la molla reagisce secondo il suo
asse, :
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VII.4 - Caratteristiche di sollecitazione antimetriche. ILe
travature con linea dtasse contenuta in un piano rispetto al
quale la struttura e'simmetrica saranno ora considerate in con—
dizioni antimetriche di carico, ossia sottoposte a forze (ca-
richi o reazioni vincolari) normali al piano di simmetria o
coppie il cul vettore momento sia contenuto in quel piano.

Sulla normale al piano di rappresentazione si assumera’ un
versore positivo: per precisare, sia diretto dal disegno ver-
so l'osservatore. Su questo versore si faramnno coincidere le
direzioni positive degli assi x e x del riferimento locale
e di quello generale. Gli assi ¥,z del riferimento generale
saranno disposti in modo che la rotazione ¥z -sia antioraria.
Per la rappresentazione delle forze si segnera’ presso la trac—
cia di ciascuna il valore algebrico preceduto da segno + o -

secondo che per quella forza si vo-—

f glia stabilire il verso convenziona-

+F " ._F /’FZZC le concorde o dlscorde m*lqmﬂlo del-

la normale. La coppia di forze =*F

, (fig.11i4) sara rappresentata col vet-

Fig. 114 - Rappresentazione di tore momento, normale al piano della.

una coppia. coppia, rivolto nel senso'per cui la

forza +F si trovi a sinistra della

-F rispetto alla direzione della freccia. Liaggiunta della

freccia trasversale che indica il senso di rotazione della

coppia e’ qui superflua; tuttavia si potra‘ segnarla per distin-
guere i vettori momento dalle forze.

‘Sul piano di simmetria della struttura (fig.115) sia a
la linea d'asse per la porzione di travatura in esame. In ogni
punto sono note le direzioni .z (tangente alla linea) ed y
{normale ad essa e quindi traccia del piano della sezione); i
versi dei due assi sono fissati a piacere. Le forze agenti sul-
la sezione nelle situazioni che qui si considerano, 'si ridu-
cono ad una forza F normale al piano di rappresentazione.
Sono dunque nulle le tre caratteristiche che intervenivano nei
capitoli precedenti, ossia T,,N e A,. Saranno invece diffe-
renti da zero in generale le caratteristiche wiMe, Ty - Rin—
viando alla parte successiva il calcolo delle ten81on1 che a
queste corrispondono, 8i esamineranno mediante l'equazione dei
lavori virtuali le deformazioni che corrispondono a queste sol-
lecitazioni in base alle proprieta‘elastiche del materiale.Si
usera’'dunque l‘espressione [134] limitata ai termini non nul-

li, ossia 5 , .
v EJy,  GJy  GAy

dz [141]
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Anche qui gli integrali si intendono estesi all’intera
linea d*asse della struttura. La forza tagliante Tx e’ data
dalla risultante delle forze agenti sulla sezione ed e' volta
nel senso +x sulla faccia positiva; la forza sulla faccia
negativa e’'data da -T, (*). Il momento flettente ¥, e po-
sitivo se sulla faccia positiva agisce nella direzione che por-
ta l'asse +x sullfasse +2; quindi se F e’ la risultante
delle forze agenti sulla sezione e' ¥, = - Fz (fig. 115). Il
vettore momento che rappresenta N, ha il verso +y se il
senso di rotazione yz e'orario (fig.115b) verso opposto nel
caso cqntrario (fig.115a). Il momento Mt‘ e’ calcolato rispet-
to all'asse parallelo a 2z per il centro di taglio che qui
si trova sull‘asse y. Esso e'positivo se sulla faccla posi-
tiva della sezione gira nel senso xy; quindi esso e' rappre-
sentato da un vettore concorde o opposto rispetto a +2z se-
condo che la rotazione yz sia antioraria o oraria.

Fig. 115 - Versi positivi delle caratteristiche di sollecitazione: (a) con ter-
ne XyZ e XyZ concordi; (b) con terne discordi.

Il termine relativo al taglio nella [141] viene di soli-
to trascurato.

(*) Per la simmetria delle sezioni le direzioni x',y’ della. fig. 100

qui coincidono con quelle degli assi Xx,¥y; per questo nella [141] Ax sta

al posto di A4,,.
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VII.5 - Sistemi di forze parallele. Le forze e le coppie
che intervengono nel calcolo delle sollecitazioni nella tra-
vatura piana caricata trasversalmente si riducono a sistemi
di forze parallele. Per tali sistemi le condizioni di equili-—
brio sono tre; esse possono scriversi come equazioni di mo--
mento rispetto .a tre assi del piano non concorrenti. Una del-
le equazioni di momento puo’essere sostituita da un‘equazione
di proiezione in direzione normale al piano di simmetria; in
termini generici, questa si scrive:

S (¢F;) =0 [142]

la sommatoria essendo estesa alle forze del sistema, ciascuna
preceduta dal segno che la accompagna sulla rappresentazione.
Le equazioni di momento saranno della forma:

2Cipcosay + 2 (b)) (tF;) = 0 [143]

Fissato un verso positivo sull’asse rispetto al quale si
calcolano i momenti, si intendera’ con a; l'angolo che quel-
la direzione fa col vettore rappresentativo della coppia (.
Al braccio b; si apporra‘segno + o - secondo che la forza
stia a sinistra o destra rispetto alla direzione dell' asse; la
forza F; wviene presa col segno indicato in figura.

Accenniamo ad alcune operazioni fondamentali che possono
effettuarsi con procedimenti analitici o grafici, secondo con-~
venga.

1) Scomposizione di una forza in tre. Siano Fy. Fo, Fg 1le
forze da calcolare, equivalenti alla- F. Le forze e le 1loro
tracce sono indicate con lo stesso simbolo (fig.116a). L'equa—
zione di momento rispetto alla congiungente le tracce di Fy
e Fg da’ F,;; e cosi’le altre. Altrimenti si puo’operare co~
me indica la fig.59'a, mediante introduzione della forza F,,
in allineamento con F;,F, e con Fg,F. ‘

Caso particolare eiquello in cui al posto di F sia da
scomporre una coppia (. Si conduce allora per Fg una nor-
male al vettore momento di C fino-ad incontrare 1la retta
F,F,; all'intersezione si trova la forza F,, e si procede
come indica la fig.1i18b.

11) Scomposizione di una forza in una coppia e due forze.
Sia (3 1la coppia da determinare, della guale si conosce la
direzione dell‘fasse momento. Si conduce dalla traccia di F
la normale al vettore di (g e si determina F,, = F alliin-
tersezione con la F,F,: questa forza viene scomposta in F,

e F, come sopra {(fig.118c}.



Fio=F(FoF/FoFy )
Fy = F(Fy oF/Fy o)
Fy = Fy o (FoFy o/ FFy)
Fyp = Fy o (FiFy o/ FiFy)

Fio=C/ (FoFy,) = - Fy
F :F12(F2F12/F2F1)
Fy = F12_(F1F12/F1F2)

s = F(Fy F)
Fy = F(F,Fy of/FoFy)
F,= F(FyF, o/FiF,)

Fy =C/(F,F') =-F,

G=F (FF)
F,=F
C, = F(F'F)

C, = F(F,F?)

(a)
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Fig. 116 -  (a) Scomposi-
zione di F in Fs e F12
e quindi di Fj, in Fj e
F,. si indica con (FQF/FsFm)
il rapporto fra il segmen-
to che va dalla traccia di
FS a quelladi F e il
segmento che dalla traccia
d1i F; vaa@elladiF,.
I1 rapporto efpositivo se
Fs cade fuori dell’inter-
vallo F F.

(b) Scomposizione di C in
Fg e Fj, e quindidi Fj,
in F;,F,. si indica con
(Fs,F12) la distanza fra
Fg e F,,, positiva se la
coppia F,,,Fg =-F, ha
il verso di C.

(¢) Scomposizione di F in
Cg e Fipo=F e poi di
F12 in Fi,FQ. I1 verso
di Cg e quello per cui
F e a sinistradi F,.
(d) Scomposizione di ( in
F,,F,,Cy. 11 segmento FuF’
e normale al vettoredi C,
il valore (FQ'F’) e po-
sitivo se,rispetto al ver-
so di C, F' e a sinistra
di F,. 1l semso di (g
deve lasciare F/ a si-
nistra di F1-

(e) Scomposizione di F in
F,,C,,Cy. (FF') e nor-

male al vettore di G,

.F e a sinistradi F/ ri-

spetto ad esso: (F’Fl) e
normale al vettore di (j,
F e a sinistradi F; ri-
spetto ad esso.
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Se invece e'da trovare il sistema equivalente ad una cop-
pia C, si conduce da F, una normale al vettore di €, da
F; una normale al vettore di (5 e si costituiscono cosi’due
coppie la cui composizione dia (C (fig.118d).

111) Scomposizione di una forza in due coppie ed una forza.
Si 'trasporta come mostra la fig.116e, la forza F in F!' e
poi in F; introducendo due coppie (, e C(g. ‘
Se anziche' trovare un sistema equivalente si debba tro-
vare quello equilibrante, si ha da cambiare segno alle F,,F,,
Fy o alle corrispondenti coppie.

VII.6 - Sforzi e deformazioni nelle travature piane cari-
‘cate ‘trasversalmente. Nei problemi relativi alle travature con
linea d‘asse contenuta in un piano di simmetria, soggette a
carichi normali a questo piano, il fatto che le caratteristi-
che di sollecitazione si riducano a tre e che la risoluzione
di questi problemi possa condursi mediante operazioni esegui-
te nel piano di rappresentazione arreca notevoli semplifica-
zioni rispetto al caso generale. Per la scrittura delle equa-
zioni di equilibrio valgono le considerazioni del paragrafo
precedente. Per il calcolo delle deformazioni e la risoluzio-
ne delle strutture iperstatiche si ha solo da segnalare la ri-
duzione dell‘'espressione dei lavori dalla forma [134] a1l1a
[141]; anzi, generalmente trascurandosi gli effetti del taglio,
si scrive semplicemente: S

Ly = f (MSHE/EJ, + MEHD/GJ,)dZ [144]

Alcune osservazioni particolari sono da tener presenti
nel computo dei gradi di vincolo. Il vincolo completo et anco-
ra lfincastro, che trasmette le tre caratteristiche di solle-
citazione M&,Mt,fx. La cerniera cilindrica con asse normale
al piano di simmetria, che per le condizioni simmetriche agi-
sce come vincolo doppio, qui opera come un incastro poiche’an-
nulla solo il momento ¥, che qui non compare. Se l'asse del-
la cerniera e'parallelo al piano di simmetria essa. agisce co-
me vincolo doppio. Analogamente la coppia prismatica agira’ co-
me vincolo doppio se la direzione di scorrimento ammesso e’ nor-
male al piano di simmetria: nella sezione dove essa e’ dispo-
sta sara’ T, = O. Per questi vincoli e per gli altri che pos-
sono dedursi per loro combinazione non si adottera’alcun sim-
bolo speciale: si segnera’ con doppio taglio la loro ubicazione
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e si annoteranno accanto le caratteristiche di sollecitazione
che i1 dispositivo viene ad annullare.

Come in ogni altro caso, il grado di iperstaticita’dipen-
de dalla somma v dei gradi 4i vincolo {(*) che occorre rom-
pere per ridurre lo schema a corpi semplici liberi; quindi si
scrive:

h=v-3(m-1) [145]

considerando che le equazioni disponibili sono in numero di
tre per ciascuno dei corpi semplici meno uno (sia esso il ter-
reno o uno dei componenti se la struttura non fa capo al ter-
reno).

a) Si consideri lo schema della fig.117: un arco incastra-
to con tre cerniere cilindriche di assi r4,7,,7g che annul-
lano i momenti M, mnelle sezioni A4,B,C.

Interrompendo le tre cerniere si vengono ad isolare tre
corpi (il terreno con due archi a sbalzo e i due archi a,b);
quindi la [145)] con v = 8 da' h = O. La risoluzione si con-
duce rapidamente per via grafica se l'arco a e’scarico e sul-
l'arco b e'data la risultante F ' dei carichi. Ogni cernie-
ra e'in grado di trasmettere le azioni T, e Mt: ossia, per
composizione di queste, una forza qualunque purche’ incidente
al suo asse. Per l'equilibrio del corpo a 1le reazioni delle
cerniere A e B debbono essere uguali e opposte e percio’
passano per il punto di intersezione di r; e r,. Per l'equi-
librio del corpo b, la forza F, la reazione della cerniera
B e quella della ( (che sta sulla fs) debbono avere -trac-—
ce allineate. Quindi le reazioni sono facilmente calcolate,

(*) Si noti che liordine di un vincolo computato nel caso di carico sim—
metrico aggiunto alliordine del medesimo vincolo relativo al sistema an—
timetrico qui in esame da' lfordine complessivo del vincolo stesso con—
siderato nello spazio. Ad esempio la cerniera cilindrica ha ordine 2 in
un caso e ordine 3 nellfaltro per il quale va trattata come incastro:
nello spazio essa e'un vincolo di ordine 5. La cerniera sferica costi-
tuisce un vincolo doppio nella travatura caricata simmetricamente,per la
quale essa non si distingue dalla cerniera cilindrica; nelle condizioni
antimetriche essa costituisce un vincolo semplice, essendo in. grado di
trasmettere solo il taglio apnullando i momenti M, e M, (se collocata
sull’asse). Difatti nello spazio essa e'un vincolo triplo. Corrisponden—
temente il grado di iperstaticita’complessivo che si calcola mediante
1v'espressione [138] e'la somma del grado relativo alla struttura simme—
tricamente caricata dato dalla [8] e di guello dato dalla [145].
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come mostra la fig.117, e conseguentemente le sollecitazioni.

- Ad esempio si ha: nelle sezioni A4,B e Ty, =- R,,, nella (
e' Ty = Ry.

K, =0

" Fig. 117 - Reazioni vincolari in uno schema isostatico. Sul corpo b agisce

B =F (FRy/RioRs) o Ryp = F (FRy/Refs)

Nel caso della figura il rapporto (FRM/R12R8) e’ positivo mentre (FRa/RsR12)
e’ negativo.
L’equazione dei momenti intorno a ¥, contiene le sole incognite T:_ e Mtc .

51 noti come tutte le sollecitazioni crescono indefini-
tamente se il punto di intersezione delle ry e r, sl appros-
sima alla rg. Cio'significa che se gli assi delle cerniere
concorrono in un punto, lo schema e’ anomalo.

'La risoluzione della medesima struttura puo’ condursi per
via analitica: assunte come incognite il taglio e il momento
torcente nella sezione ( si potranno scrivere per queste
quantita’ due equazioni di equilibrio, una alla rotazione .in-
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torno a r, per il corpo b
M,; + Tizc + Hi cosa = O

dove N, e'il momento dei carichi applicati sul corpo b, ed
una analoga per i due corpi a,b, rispetto alla retta r;.Cal-
colato Tﬁ e H% non v'e'difficolta’a determinare 1le solle-
citazidni in qualunque altra sezione.

b} Si consideri lo schema della fig.118, con due cerniere
cilindriche di assi r, ed rg nelle sezioni 4,C euna cop-
pia prismatica nella sezione B. Per la risoluzione analitica,
assunte come nel caso della fig.117a le 1incognite 72 e Mg
si potra’scrivere per il corpo b un‘equazione di equilibrio
per le forze normali al piano (nella quale le reazioni in B
non intervengono) e poi un‘equazione di equilibrio alla rota-
zione intorno a r, per i corpi a + b. Nelle due equazioni,
oltre ai carichi applicati interverranno solo le incognite
menzionate, - che cosi'vengono determinate.

Fig. 118 - Schema con due cerniere cilindriche ed una guida prismatica.

Se e caricato solo il corpo b ed e' F 1la risultante
delle forze su questo, si puo’ procedere come indica la figura
118: condotta per la traccia di F wuna parallela a 71, fino
ad intersecare rg¢ si ha qui la reazione Ry = - F  sul cor-
po b. La coppia costituita dalla F e dalla Rs e’ il momen-
to torcente in A, trasmesso attraverso la cerniera cilindri-
ca, nella gquale essendo il corpo @ esente da carichi e man-
cando la forza tagliante in B per il vinceolo ivi esistente,
puof essere trasmessa solo una coppia nel piano di traccia r;.



160

Si noti che lo schema della fig.118 diventa anomalo se
gli assi r; e ra sono paralleli, mentre per quello della
fig.117 tale parallelismo sarebbe privo di inconvenienti sem-
pre che r, e rg mnon coincidessero.

¢) Lo schema della fig.119 e’costituito da due mensole a
90° solidali al loro estremo P. Si assumeranno come sovrab-
‘bondanti le sollecitazioni in tale punto. :I1 sistema princi-
pale e’ formato dalle due mensole indipendenti. Se p e’il ca-
rico distribuito, agente nella direzione x, dalla relazione

d2ﬁ;/dz2 =~ 9

si potranno calcolare i momentl principali coi metodi del
§ 11.8. Nella fig.119a sono indicati tre possibili sistemi
supplementari. Se le travi sono di sezione costante, i corri-
spondentl valori dei coefficienti & per le equazioni di ela-
sticita'nella forma [98] sono

8,, = U(L3/3EJ,), + U(13/3E]y), , &, = U,(12/2E],), .
85 =~ U (12/EJy),
83,0 = U&(Z/EJy)Q + Uc(l/GJt)1 » 833 =0 ,

839 = U, (1/EJy)y + U, (L/GJs ),

distinguendosi con l'indice 1 o 2 fuori parentesi i valori
relativi alle due travi. .

Una differente scelta per i sistemi supplementari J'=1
e X" =1 e'presentata nella fig.119b; questi sono ottenuti
sovrapponendo i sistemi della fig.119a con ugual segno o con
segni opposti. Queste combinazioni risultano particolarmente
utili nel caso della struttura simmetrica rispetto al piano a
45° cogli assi delle due travi passante per P. Con questi si
ha in tal caso:

§,, = 2Ul8/3EJ, , &,, =~ 20U l2/2EJ, ,
8,0 = 20,L/BEJy + 20U, L/GJy = 834
815 T 855 =0

i

i

Con questi sistemi il calcolo di X' e X" nella strut-
tura simmetrica resta del tutto indipendente da quello di X".
In particolare se le due travi sono soggetteﬁﬁllo stesso ca-
rico uniforme " e quindi per ambedue e' N = - p(t.-z)2/2,
si ottiene:

pl2/el,

Yr=xr=o9 , xv=_—t2l70
i+ EJy/GJt
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Fig. 119 - Sistemi supplementari per uno schema 3. volte iperstatico.
(a) X' =1: nella trave 1, Tx’.ZU M"‘U(Z l ) M —0
nella trave 2, T.=-10, M’ =ul, -Z) =0
X" = 1: nella trave 1, TﬁZM"— o, M7= Uc
nella trave 2, Ty =¥ =o, 1‘4’,’=Uc
X" =1: nella trave 1, Tp =My =0, M)/ =1
nelila trave 2, T; :M;',' =0, M'z" = Uc
(by X" =1: nella trave 1, Ti=0o, M =1, M =-0
nella trave 2, Iy =0, M/=-0;, M=
X" =1: nella trave 1, Ty =0, My = =N
nella trave 2, T;.’ =0, Ms”” = Uc Zl}f;'

11 - P.CICALA
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d) 8i consideri il telaio ad anello della fig.120 nella con-
dizione di carico ivi indicata. Lo schema principale viene de-

finito ponendo ¥, = T, = O nella sezione w=0 e H, =0

per w = 7/2 (fig.120a). Per l'equilibrio alla rotazione in-

torno al diametro orizzontale deve essere anche ¥, = O per
oMy =7, =0

ﬁt:FRsina

ey ®
-F M, = ,IJ-Mt’ =l M/ =UR
- \’\ | _YJx,,t ;""\\\
Xr=1 =1

\_’ ,I(u —_ U
"_ (b) f x” ()
M =0 rl’M’t =R
Fig. 120 - Telaio ad anello caricato trasversalmente.
(a) Schema principale. (b) Sistemi supplementari.
X=1, Bj=U cosw , M=-U sinw , Ty=
X'=1 , =0 sinw , {!:Uccosw ., Ti=o

=1, M'=0 , M/=UR , Ty=-10

@ = 37/2; per lequilibrio alla rotazione intorno al diametro
verticale e ¥, = O per w = 7; in quella sezione e’ anche
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TJr = 0. Lo schema principale e’ dunque simmetrico rispetto ad
entrambi i diametri, rispetto ai quali i carichi sono antime-
trici; quindi si puo’limitare il calcolo ad un qQuarto di anel-
lo. Per questo l'equilibrio alla ro’s,vazione intorno alla retta
r vale ad individuare il momento Mt in O. 8i trova quindi:
~ ~ )

¥y = FRsinasinw , My = FR sina cos w
fino al punto A4 dove agisce la forza F. Oltre tale punto e’

~ ~

M, = FRcosacosw , My = FR(1L - cosa sinw)

Tre sistemi supplementari sono definiti nella fig. 120b.

I primi due sono simmetrici rispetto.ai due diametri anzidet-
ti1 e quindi non intervengono nelle condizioni di carico consi-
derate. Il terzo da'luogo ai momenti:

—E(a + cos 2a) -1
7

da aggiungere ai moménti principali torcenti. Quelli fletten-
ti mantengono come definitivi i valori del sistema principale.
Si osservi che i tre sistemi supplementari della fig.120b
sono ortogonali e quindi le tre iperstatiche sono calcolabili
separatamente per qualunque condizione di carico.



	Cicala0147
	Cicala0148
	Cicala0149
	Cicala0150
	Cicala0151
	Cicala0152
	Cicala0153
	Cicala0154
	Cicala0155
	Cicala0156
	Cicala0157
	Cicala0158
	Cicala0159
	Cicala0160
	Cicala0161
	Cicala0162
	Cicala0163
	Cicala0164
	Cicala0165
	Cicala0166
	Cicala0167
	Cicala0168
	Cicala0169
	Cicala0170

