CAPITOLO ¥

SISTEMI PTANI IPERSTATICI

V.1 - Sistema principale. Si .e'visto che, nella risoluzic-—
ne di uno sc¢hema di struttura, il primo passo consiste nel con-
teggio deil vincoli che si debbono idealmente troncare per ri-
durre il sistema a corpi semplici isolati. Se.il numero delle
caratteristiche dei vincoll soppressi eguaglia quello delle
equazioni che la statica mette a disposizione, lo schema e'sta-
ticamente determinato e quindi risolubile coi procedimenti dei
Capp.II & III. 8e il numero delle incognite supera di /4 quel-
lo delle equazioni di equilibrio disponibili, ossia se il si-—
stema e’ A volte iperstaticb;'si potrannolassegnare-a piace-
re 1 valori per un numero % di caratteristiche di solleci-
tazione o di vincolo e la determinazione di ogni -altra carat-
teristica sara’ possibile mediante le equazioni diequilibrie.
Gli sforzi che cosi'’si ottengono non coincideranno di regola,
con quelli che i carichi producono nella struttura reale.Tut-
tavia la loro calcolazione costituisce una operazione neces-
saria nel procedimento di risoluZione a cui si .accennera' in
primo luogo. Diremo sistema principale lo schema strutturale
modificato per l'aggiunta di un numeroc A di assunzioni atte
a renderlo staticamente determinato: sforzi principali saran-
no quelli che su tale schema produce l'applicazione dei cari-
chi. In genere questi sforzi saranno controdistinti sovrappo-
nendo il segne ~ al simbolo.

I1 procedimento piw immediato per rendere isostatica una
struttura A volte iperstatica comsiste nel supporre uguali
a zero h caratteristiche di sollecitazione o di vincolo.Que-
sta via ha un vantaggio di evidenza; ‘le assunzioni fatie sono
visualizzabill sullo schema stesso della strutbura che puo: es-
sere rappresentata trasformata nel sistema principale, con £
vincoll soppressi. Tuttavia occorre subito precisare che il
sistema principale puco' anche essere introdotto mediante posi-
zioni analitiche che difficilmente si potrebbero mettere in
evidenza sul disegno ma che non sono tuttavia di uso piu' dif-
ficile. ' ' :

E'evidente che vi sono infinite maniere di rendere iso-



90

statica una struttura sia pure una volta iperstatica. Unica
limitazione indercogabile alla liberta’'di scelia del sistema
principale e'che questo non sia un sistema anomalo nel senso
indicato nel §-II.6. Qualunque scelta che non cada in quel-
lierrcre e' concettualmente ammissibile. La pratica puc' peral-
tro suggerire una scelta come piu'opportuna che altre. Un cri-
‘terioc particolare e'il seguente: se la struttura possiede una
certa simmetria, conviene che il sistema principale la posseg--
Ea anche. Un criterio di carattere piuw generale, che ha im-—
portanza nella esecuzione materiale dei caleoli, numerieci o
grafici, e’ il seguente: gli sforzi principali debbono essere
non troppo lentani dai definitivi, per gquanto puo’ a priori pre—
vedersi. L'attuazione di questo criterio, algquanto vago, ri-
chiede matura esperienza per la applicazione. Tuttavia qualche
esempio mostrera’ come la sua adozione possa in molti casi es—
sere facile,
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Fig. 70 - Vari schemi principali di una stessa strutturs iperstatica,

La trave continua su 4 appoggi (di eui uno opera da cer—
niera per eventuali forze orizzontali) puo' essere resa isosta-
tica mediante soppressione dei due appoggi centrali (fig.70a}.
E intuitivo che la struttura cosi'modificata, caricata come
e*di solito da forze tutte verticali, volte nello stesso ver—
S0, sl trovera’ in condizioni assai peggiori che mnella reale
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gsituazione. Invece, se come sistema principale si assume quel-
1o della fig.70b con la continuita’ sugli appoggi interrotta da
cerniere, si avra'una situazione meno discosta dalla effetti-
va. Un'altra possibile scelta consistera'nella riduzione ad
uno schema Gerber (fig.70c), meglio se questo rispetta l'even-
tuale simmetria della struttura (fig.70d). Si noti come la ri-
duzione ad una trave Gerber e’ in sostanza equivalente a guel-
la della fig.70b, con l'aggiunta di momenti sugli appoggi ( fi-
gura 70e). Generalizzando possiamo dire che si puo’ sopprimere
un vinecolo [trasformando, ad es., il vinecolo tripleo di conti-
nuita'della trave in uno doppio, con l'inserzione di una cer-
niera) oppure si puo'porre una condizione analitica circa la
reazione di quel vincolo oppure si puo' fissare il valore di
quella reazione in base a risultati di un calcolo analogo o di
tabelle prefissate: le varie scelte sono concettuzlmente equi-
valenti e si differenziano soclo nella materiale esecuzione dei
calcoli numerici. Occorre infine osservare che se la risolu-
zione e'condotia per via amalitica o se sono disponibili stru-
menti per il calcolo numerico, le preferenze accennate perdo-
no ‘valore; per 1l:uso delle calcolatrici numeriche passa in pri-
mo piano di importanza nella scelta del sistema principale la
semplicita’'di impostazione.

Flg. 71 - Travatura reticolare iperstatica,

Nel caso di travature reticolari, la maniera piu' immedia-
ta di definire il sistema principale consiste nel sopprimere
" h aste, ossia nel supporre che in ognuna di esse sia 4 =0
Cosi'nel caso di una travatura a croce di S.Andrea a 4 maglie
(fig.71) si potranno tagliare le diagonali a,c,e,f scriven-

do dungue » T - ~

Ny =W, =N, =Hg =0 (78]
Qvvero si potranno fare le assunzioni |
~ o ~ ~ ~ ~s o~ ~
Na:-* b o+ Nc =-N; , Ne ="Nf i Ng:—ft’h ['?9]

che piu’da vieino possono riprodurre l'effettiva situazione.
Questa e’ una posizione che difficilmente si riuscirebbe a rap-
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presentare sullo schema ma che in pratica conduce a ¢alecoli
parimenti semplici (*}.

V.2 - Sistemi supplementari. Nella struttura resa isosta—
‘tica mediante soppressione di 4 vincoli scelti come sovrab-
bondanti possiamo produrre sollecitazioni senza intervento di
'forze esterne applicando presso ciascuno dei vincoli prima sop-
pressi azioni uguali ed opposte sulle due parti,come le eser-

© cilterebbe quel vincolo.Ad esem—
pio, se in una sezione la con—
tinuita'della trave e’ stata in-
terrotta ponendo, per il siste-
ma principale, una cerniera, si
potranno idealmente applicare
coppie uguali e opposte sulle due
parti (fig.72). Se in una data
sezione si e‘collocata una cop-
pia prismatica si‘ da annullare
lo sforzo ¥ nel sistema prin-
cipale, si potra'artificialmen-
te introdurre una forza naormale

fra le due parti (fig.73a); se
Fig. 72~ (2) Coppla presso la cer- la coppia prismatica e’ stata
niera, (b) Indicazione schematica. collocata in modo da annullare
(¢) Unione con dislocazions rotatoria. il taglio in quella sezione, si

applicheranno le due forze tra—
sversall opposte indicate nella fig.73c. Le sollecitazioni che
$l producono in gueste condizioni sono ancora calcolabili eoi
procedimenti del Cap.II, perche’esse si riferiscono al siste_
ma isostatico principaie.

In tal modo per la siruttura % volie iperstatica si pPO-—
tranno produrre /£ di tali sistemi di sollecitazioni che sa-
ranno detti supplementari. E' assoclutamente necessario che que—
Sti sistemi siano fra loro indipendenti, ossia che nessuno di
€581 possa essere ottenuto per combinazione dei rimanenti.Ta-
le condizione e'certamente realizzata se condizioni di carico
come gquelle delle figg.72 e 73 vengono esercitate presso cia-
scuno del vinecoll soppressi, separatamente. B opportuno pero’
rilevare che, oltre guesta scelta immediata altre sono possi-

{(*) Le [70] significano che, in ciascuna maglia la forza tagliante si
divide in parti uguali sulle due diagonali, invece che ricadere su una
sola come vorrebbero le [vg].



bili talvolta piu' convenienti.
che un sistema supplementare
potrebbe essere definito fa-
cendo intervenire simultanea-—
mente tuttl 1 wvincoli sovrab-
bondanti, con rapporti arbi-
trariamente fissati fra le va-
rie reazioni. Sulla eventuale:
convenienza di tali scelte com-
binate si discutera’pin’ avan-
ti. Qui si sottolinea la pro-
prieta’ essenziale di questi
stati di sollecitazione: essi
sono prodotti da due forze (o
due coppie) uguali e contra-

rie, esercitantisi fra gliele-

menti affacciati presso il
vincolo soppressop. Essi potreb-
‘bero essere originati creando
sconnessioni (dislocazioni)
presso 1 vincoli sovrabbondan-—
ti, ossia saldando.h}posizio—
ne ructata (nel casoc della
£fig.72) o traslata (nel caso
della fig.73} le due parti af-
facciate. :
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In linea generale si puo’ dire

10 ¥ .
(a) > —— -
1 U
¢ = i
() | i N
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! U“ ||'

Pig. 73 - (a) Porze assiali che creanoc
una dislocazione. (b) Dislocazione lon-
gitudinele per asportazione dimsteria-
le. {t) Forze taglianti che creanc una
dislocazione trasversale.

V.3 - Combinazione degli sforzi principali:e supplementari,

Per precisare e iLdee,
due volte iperstatico.
-tagliando due aste a,b

entrambe accoppiamenti prismatici attl a rendere N =
calcoleranno, analiticamente o graficamente,

sforzi:

{*) Gumando la reazicne s8i esercita fra uno I
dei corpi e il terreno (fig.74) si tralascia AT
talvolta 41 segnalare l'abbinamento

due forze opposte, dato che degli

dere.

e} riferiamo ad unc schema

effettl L4
della forza sul teirreno =i suole prescin-—

reticolare
Il sistema principale venga definito
o, pluwiprecisamente, interponendo su

S5i
di

0 L
tre sistemi

delle

Fig. 74 - Iperstaticita’ re-
iativa ad un appoggio.
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principale con F#0, g =0, ¥, = 0
1° supplementare, con F =0, Ny =U, ¥, =0
2° supplementare, con F =0, Ng =0, Ny =17

Dunque nel prime caso si assoggetta la struttura resa iso-
statica ai carichi F, nel secondo la si assoggetta alla for-
za (! agente con versi opposti fra le facce del taglio pra-
ticato all’asta 4, nel terzo alla forza { presso l'asta 0.
Si indicano rispettivamente con Ni,le,N;' g1i sforzi nell'asta
generica 1 mnei tre casi. Combiniamo ora i tre sistemi som-
mando agli sforzi del primo quelli del secondco maltipliecati
per un fattore X', indefinito al momento, e quelli del terzo
moltiplicati per un altro fattore arbitrario Jf". Secriwviamo
ciocei per un‘asta generica i

o Pl W0
Ny =Ny + XZN, + X°¥; [s0]
e in particolare per le aste a e b
¥og = X°U . Np=X"0 [81]

E' fagile controllare che, per gualungue coppia di valori
che si assegnino per X' e X" 1le condizioni di equilibrio
di ciascun nodo restano verificate {*). S5i e’ dungue cosiruita
nella [80] l-espressione piu’ generale per lo stato di solle-
citazione che possa crearsi nella travatura rispettando le con-
dizioni di eguilibrio e prescindendc dall'esame delle defor-
mazioni che a questi sforzi corrispondonc. Similmente,per una
travatura inflessa due volte iperstatica si scrive per i mo-
menti in gqualungue sezicne 1'espressione

¥=N+ I8 + XN [a2]

Espressioni analoghe si scrivono per tutte le caratteri-
stiche di sollecitazione. Si rapprésenta cosli lo stato gene—
rale di sollecitazione come combinazione di Quello principale
e dei sistemi supplementari, ciascunoc di questi moltiplicato
per un fattore indeterminato. Gli sforzi principali possono
essere definiti come prodotti dai carichi esterni, per [/ =
= XY*% = 0; i due supplementari sono chiamati sistemni yiwg
e X" =1 rispettivamente.

{*) Infatti, poiche’gli sforszi _ﬁ fanno equilibrio &i carichi appli—
cati sara! 2 N cosa + F, = 0; poiche'i sistemi supplementari sono in
equilibrioc senza che intervengano carichi esterni saral ZN'cosa =
=2 N" cosa =0. Guindi e ZN cosa+ F,=35Ncosa+ X' ZN cosa+
+ X" Z N cos a +F, = 0. B cosi' per qualsiasi nodo in qualunque direzio—
ne si proietti.
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Talvolta si usano per gli sforzi risultanti nella strut-
tura iperstatica espressioni apparentemente differenti dalle
[BO],[Sz]. Ad esempio in una campata di una itrave continua si
possono scrivere i momenti nella forma [24)]. I momenti- sem-
plici possono essere interpretati ]
come momenti principali per la tra- z
ve spezzata da cerniere sugli ap- R.—_' p
poggi. I fattori (Q/ZP),(P/Q) rep I l TTT111T
presentano 1 guozienti M’/UC,M"/UC U~ E
se le condizioni X" =1 e 1" =1 ii's
vengono definite introducendo momen-
ti [, =al posto di N® e K? ri-
spettivamente. Similmenie per 1la
trave della fig.75 si puo’ serivere

Mg, 121, FE1
e 1

Fig. 75 - Trave iperstatica sog-
¥ =_ ,ng/g"_}'_ Rz [a3] getta a carico uniforme.

essendo p il carico uniformemente distribuito, K& la reazio-
ne dell’appoggio. La [83] rientra nella formulazione [82] se
81 considera come siipema principale quellc corrispondente al-
la trave a sbalzo (¥ =-$=22/2) e come sistema supplementare
I’ = 1 gquello corrispondente ad una reazione K = U (ossia,
H¥' = Uz). Quindi e R = UX', Rz = X'M’. In ogni caso e’ con-
veniente ricondurre il calcolo allo schema generale rappresen-—
tato dalla legge di scomposizione [82). I momenti X, ¥',H¥" e
quelli degli altri sistemi supplementari se la struttura e
piu’ che due wvolte iperstatica, saranno rappresentati da gra-
fiel separatamente tracciabili prima ancora che si siano cal-
colati i valori di X7/ e X" (*).

V.4 - Le equazioni :di 'elasticita’. Supponiamo, per precisa-
re le idee, che il sistema supplementare X! = 1 sia genera-
to dalle azioni rappresentate nella fig.72a,b esercitate pres—
so una cerniera introdotta per artificio di calcolo nella de-
finizione del sistema principale. Attraverso la cerniera stes-
sa nello stato di sollecitazione rappresentato dalla combina-
zione [82] si trasmette il momento X'0.. Se questa configu-
razione di sforzi combinatl deve essere guella medesima che
si ha nella struttura reale (mella quale la cerniera non esi-
3te e i tratti a e b di trave song solidali) nella defor-

(*} Gueste sono gui definite come fattori numerieci, alle scopo di man~
tenere per K/, ¥" le dimensioni di momenti, per N/, #", T/, 7" dimensio—
ni di forze. ‘
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mazione risultante .la rotazgione relativa dei due tronchi deve
essere nulla. Esprimiamo questa condizione mediante 1l'equazio-
ne dei lavori wvirtuali, assumendo come sistema a4 11 sistema
supplementare ¥’ = 1 e come sistema & 1la configurazione
reale di deformazigni. Il lavoro Le' deve essere nullo in que-
sto caso: e percio’sara’ L; — 0. Ossia, scrivendo la [41] con
la scelta sopra specificata per i sistemi @ e b avremo

fM’MdZ +fN’NdZ +fo'sz o]
EJ EA ca, = ° -

Analoghe relazioni sussisteranno per ciascuno degli altri
eventuali sistemi supplementari. Cosi‘se, ad esempio il siste--
ma X" = 1 sara’generato dalle azioni della fig.73a eserci-
tate presso la coppia prismatica intrcdotta per artificio di
calcolo nella riduzione al sistema principale, liequazione che
si ottiene dalla [84) sostituendo M ,N', T’ con N" N",T" in-
dichera‘’che, per la deformazione relativa agli- sforzi risul-
tanti M, N, T 1la traslazione relativa assiale delle due se-
zioni affacciate deve essere nulla. Se un altrc sistema sup-
plementare e’ creéato come mostra la fig.73c 1la corrispondente
equazione esprimera’l’annulliarsi dello scorrimento relativo
delle due facce separate dalla coppia prismatica per artifi-
cio introdotta. Le equazioni [84] vengono dette equazioni di
elasticita’. Esse esprimono le condizioni di congruenza: esi-
gono cioe’che la deformazione risultante rispetti 1la connes-
sione della travatura evitando formazione di vani o .compene-
trazioni. Per far comparire esplicitamente nelle fa4] 1e in-
cognite iperstatiche X', X", ecc. occorrera’ sostituirvi, al
posto di ‘M, N,T 1le espressioni analoghe alla [82]. Scriviamo
esplicitamente queste equazioni per una travatura reticolare
due volte iperstatica, sostituendo per brevita‘con p i fat-
tori [I/E4. Cosi'dall’equazione Z N'Np = O si ha

IIN2p + XSNIN"p+ SN Np =0 [85]
e dalla E:N”Np = @ _
XSHE"p + X"SKH"2p + SN"Np = O [86]

le sommatorie intendendosi estese a tutte le aste. La strut-
tura generale delle equazioni di elasticita’ appare evidente
dalle [85],[88]. Gl1i sforzi principali entranc sclec nei ter-
mini noti. Cio!'significa che, se la medesima struttura dovra:
esgere caleolata per diverse comdizioni di carico 1 coeffi-
cienti delle incognite nelle equazicni di elasticita- vanno cal
celatli solo unma velta per tutte. Ggnuna delle eguazioni diela-
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sticita e in relazione con un sistema supplementare: gli sfor-
zi a questo relativi figurano a fattore nelle somme o integra-
1i, che costituiscono termini noti e coefficienti di quella
equazione. Tl coeff1c;ente dell‘lncognlta X{i} nell'equazio—
ne relativa al sistema X{ =1 contiene i prodotti degli sfor-
23 relativi al due sistemi supplementari. Queste  espressioni
non mutano valore se si scambiano i numeri dfordine 1,k del-
le due JX. Ouindi, i coefficienti delle incognite, scritti in
forma di determinante danno un quadro simmetrico rispetto al-
la diagonale.

V.5 -~ calcolo di un telaio simmetrico. Applicheremo il pro-
cedimento sopra indicato alla risoluzione di umn elerento strut-
turale frequentemente impiegato per le ordinate di fusolieran

Iﬂ': l XJ'H: 1

@ - (a) )

Fig. 76 - Telaio tre volte iperstatico. (&) Sistemi supplementari gimmetrici.
(b} Sistema antimetrico. '

In questo caso . la (8], con m =1, &+ = 1, =$=g=0 da’
£ = 3. Allo sceopo di sfruttare le proprleta- di simmetria ri-
spetto al piano di traccia s (fig. 76] che il telaio possiede,

assumiamo come sovrabbondanti le caratteristiche di solleci-
tazione in una delle sezioni sul piano di simmetria. Definia-
mo quindi i tre sistemi supplementari come mostira la fig.786 e
quindi abbiamo

W=y, . N'=T =0
¥ =-05 . N"=1lcesa ., T"=-Usina
H,,, - JE: ’ ﬁrm e U sina , Tm o U cos a

¥ - P.CICALA
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essendo cos a = dz/dZ , sina = dy/d7 1lungo la linea d-asse.
Per la simmetria della struttura risulta che 1le espres-
sioni

Mfﬁm//EJ , NFJVM/EA . TFTW/GAQ,

assumono valori uguali e di segno opposto nei punti simmetri-
camente situatl rispetto al pianc di simmetria di tracecia s.
Effettuando le integrazioni si trova che i coefficienti di J1*
nelle prime due equazioni di elasticita’, e quindi quelii di
X7 e X" nella terza di quelle equazioni, sono nulli. Il si-—
stema si scinde percio’ in due equazioni nelle incognite X'/ e
X" ed una terza eguazione dalla quale separatamente si ottie-.
ne X%,

Trascurando le deformazioni relative alle sollecitazioni

N e T e usando la notazione dw = dZ/AJ 1la prima equazicne
di elasticita‘diventa

4 ra T " - :

X'/H’de + X”/Hfﬁ”dw + ¥ Mdw = Q [a7]

Nella sezlone presso la quale il taglic e’ praticato =i

hanno le caratteristiche di sollecitazione ¥, = X4, Ny =

= X", Ty = UX". Tenende conto di queste espressioni e di

quelle di X' e M" si ottiene dalla [a7]
o - [A‘
Mb'dw—TNO!y dw +; Mdw = © Leg]

Dalla seconda equazione di elasticita

» A -

X*’:/M"M”dw + ,rff_‘[wzdw + ] Wiiw = o [es]

si ottiene

T

ngé duw ~1¥O_flif9dw N DU [50]

o

La terza eguazione da

E]

TO.,.! 72 dw +_'I’?Ef dw = 0 [91]

Si e gia‘rilevato che i sistemi supplementar i possono es~
sere definiti mediante combinazione delle reazioni dei vinco—
li sovrabbondanti. Nel casc in esame si puo dare il sistema
A" = 1 come indica la fig.77, essendo A4 wunz lunghezza ar
bitraria: si introduccnc, cioe, nella seziocne in chiave uno
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sforzo normale I ed un momento [Jh. 81 ha allora M”::U(h—y):
= — [Jy. Della iiberta’ di scelta di h
si puo' far uso per annullare la guan-

titaf_rﬁﬁﬂ"dw: questa condlzione for-
nisce la relazione

o 3
hldw = {—' dw G2
i Le2] i
La distanza #h e dunque guells
che intercorre fra il baricentro dei
pesi elastici dw e quello della se-
zione in chiave. Col nuovo sSistemna
supplementare risulta
MO 2 UCX; o gh béi ) ‘NO = gr Fig. 77 - Sistema supplemen-

tare combinsazione dei due del-
Le equazioni di elasticita’assu- ' la fig.76a.
mone ora 1a forma 2 incognite separate

" ¥ . n
i ¢ .

Hydw, U ’”/EEdw + /E  dw

»

| chXf/dw.+_fﬁ7dw = 8, 'UX’:!;?dw =

o

0

V.6 - Interpretazione geometrica delle eguazioni d-elasti-
cita'. Per coneretare gueste considerazioni, ci riferiamoc al-
l:espressione [85]. Ricordiamo che ¢li sforzi ¥’ sono quelli
che si producono nella travatura quando, tagliate le aste a
e b, fra le facce del taglio dell-asta a a1 applichino for-
zZe che producanc in essa una trazione [J. Se sl assume questa
configurazione di sforzi come sistema a e come sistema b =i
assumono le deformazioni del sistema principale, dall‘equazio-
ne dei lavori si ha la relazione

N 4
7, = SN Np [93]
™
posto che con &, si indichli la diminuzione di distanza del

due nodi estremi dell-asta a nel sistema principale. Sceglien-
do come sistema b quello corrispondente alla forza {0 ap-
plicata sul taglio dell‘asta b si ha, per lo stesso sistema 4,

Ud,p, = 2N N"p [54)

posto che con 5., Si indichi la variazione di detta distanza
nelle condizioni di ecarico A£” = i Similmente, assumendo per
entrambi i sistemi quello stesso prima definito come sistema 4
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si ottiene la relaziaone
Ddyg =ZHB P [o5]

Qui &,, rappresenta l'accorciamento della distanza fra
le sezlonl tratteggiate nella fig.73a, quando la trazione nel-
l asta a wvenga esercitata mediante il dispositive ivi rap-
presentato. In definitiva, scrivendo 1l‘equazione considerata
nella forma

S,407 + 8,, X" +8, =0 [96]

possiamo concludere che liequazione [98] afferma 1 -znnullarsi
dello spostamento relativo delle facce del taglio nelliasta a,
ottenuto sommando agli effetti dei carichi esterni con Jf7 =

= ¥” = 0 quelli della condizione di carico X' =i moltipli-
cati per X' e quelli della condizione X" = i moltiplicati
per X",

Si noti che nella sommatoria che definisce &, intervie-

ne il termine relativo al%-asta @ che nelle altre =zommato-
I

. = . s *
rie non compare essendo N, = ¥, = 0. Indichiamo con 3§;; 1=

sommatoria calcolata con esclusione dellfasta @; ossia poniamo
*® .k
: o L T
6y = g3 + Upg
Poiche’ in questa asta e N = {JX' possiamo scrivere la [96] in

questa forma
*x

NL/EA =-3,~ 8% xv- 8,27 (7]
ossia. 1'allungamento dell - asta a e uguale alla somma degli
aumenti che la distanza dei 3uci nodi subisce nel sistema prin-
cipale e nei sisteml supplementari clagscuno moltiplicato per
il rispettive fattore X

Per gualsiasl travatura, ogni equazione di elasticita puo
sssere scritta ed interpretata come si e fatte per 1la [9a8]:
zssa viene ad esprimere 1liannullarsi dellas dislocazione rela-
tiva al wincole soyrabvbondante a c¢ul quella equazione Si ri-
ferisce, tale dislocazione essendo espressa per sSovrapposizio-
ne degli effetti del sistema principale e dei supplementari.
Guesta intervpretazione geometirica puo essere utile per le ap-
plicazioni quando alcuni degli spostamentl che 1 ceoefficienti
8 esprimono possa essere calcolato per altra via piw spedita
che 1l applicazione del metodo generale, che si vale dell equa-
zione dei lavori.
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V.7 - Equazioni contenenti spostamenti. La 'fig.78 rappre-
senta uno schema assai semplice di struttura una volta iper-
statica che peraltro si presta a importanti considerazioni.

|

Fig. 78 - Schemsz & un grado di iperstaticita’.

Il procedimento di riscluzione €' immediato: scelto come siste-
ma principalie quellc delle due travi a sbalzo, senza l:appog-
gio mutuo in 4, e come sistema supplementare quellc generato
dalle due forze U segnate in figura, si secrive 1l'’equazione
di elasticitar '

% " "
X(/}cf’?dw + [Hm dw) +/ M Y'dw +/[ ¥¥'dw = © [o8]
‘a “h a b :

nella guale sono stati distinti coi simbeli a,b gli integra—
1i relativi alle due travi. S1 applichi alla stessa struttura -
l’egquazione dei lavori virtuali assumendo come sistema a quel-
lo prodotto dalla forza ¢ agente verso 17alto sulla trave a,
con momenti M3 = [Jz identici agli ¥’ del sistema supplemen—
tare, ma limitati solo alla trave a (*¥). Si trova cosi:

=P :/ M Hdw [99].
“a

essendo 7, la freccia {(positiva verso il baszso) della sezio-
ne terminale della trave a. Si consideri adessoc la trave b,
soggetta alla forza [ wverso il basso; assumendo questi sfor-
zi per il sistema ¢ si ottiene

Uy :v! M Hdw [100]
b

essendo ng lo spostamento della sezione terminale della tra-

(*} Le deformazioni non sarebbero congruenti in queste condizioni per-
che’ 1'altra trave non si inflette: ma cio'non entra in questione nell ‘equa-
zicne dei lavori che non richiede la congruenza per il sistema a.
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ve b. Per la congruenza deve essere 7, = 7). Quindi somman-
do membro a membro le [99] e [100] si riottiene la [98] quan—
de si sostitulsca ¥ con N + XN'. Con ovvia generalizzazio-
ne possiamo affermare che le equazioni di elasticita' sono ot-
‘tenibill eliminando gli spostamenti dalle relazioni che lega—
no guesti allo stato di tensione. Bi vedranno nel seguito va—
ri casi in c¢ul l'eliminazione puo' essere meno conveniente che
l'uso dell’‘equazione nella forma, diciamo, mista, -contenente
‘sforzi e deformazioni.

Se lo spostamento 74 e'in gualche modo prescritto, si
puo’ calcolare l'iperstatica direttamente dalla [98]. Indican-
do con %, 1la freccia della sezione A4 nella trave a sbalzo
soggetta ai suoi carichi, con ﬁ; la freccia stessa prodotta
dalla forza [ ({verso l‘alto e percio'negativa)}, si ha dalla
[99] (*) ' ¢ @

Ta = ﬁa T Xﬂ;

I = (%a“ﬂa)/(‘né)

La reazione X[ risulta dunque nulla se lo spostamento
imposto eguaglia quello della trave isolata a sbalzo; essa pw'
agire verso l-alto o verso 1l basso a seconda del cedimento
‘assegnato. Appare dquindi che la sbruttura iperstatica puo es-
sere soggetta anche ad effetti sfavorevoli dei cedimenti dei
vincoli; le sue condizioni di resistenza possono risultare peg-
piorate rispetto a quelle dello schema isostatico.

Una trattazione nella guale si fa uso di un equazione del
tipo [99] e quella della trave continua, secondo liequazione
dei tre momenti; questa si deduce immediatamente dalla rela
zioné [68] che appunto e stata ottenuta mediante un sistema
di esplorazione costituito da tre forze applicate a tre sezio-
ni della trave rettilinea.

e quindi

V.8 - La trave continua. ‘L.a trave vincolata mediante una
cerniera ed un appoggio semplice e’ struttura staticamente de-
‘terminata che si calcola coi metodi del §II.8. Si considere-
ra’ quil il caso in cul la trave corra continua (ossia non in-
terrotta da cerniere come e’ la Gerber) su un numero n >2 di
appoggli. Uno di questi e’ costituite da una cerniera per sop-

{*¥}:Infatti 1'equazione dei lavori dal

—-U%g::’ﬁfﬁdw , -~ :w,guadw
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portare le eventuali camponenti orizzontall dei carichi; gli
altri si supporranno tutti appoggi semplieci: quindi e’ h=n- 2.

Siano A4d45_, , 44 . 44,4 tre appoggi comsecutivi, Ty.q4 , N4,
Mmi+q Le frecce o cedimenti di questi appoggi, Ny, . My, My
i momenti flettenti hella trave sul tre appoggi. Fra un appog-
gio e l'altro somo applicati carichi trasversali; con i pro--
qﬁdimenti'del. § I1.7 possiamo calcolare i momenti semplici,
ossia 1 momenti flettenti che gi avrebbero se ciascuna campa-
ta fosse semplicemente appoggiata ai due estremi.Se prima del
primo appoggio 4, si ha un tratto di trave (sbalzo) carica-
to, queste azioni danno un valore staticamente determinato per
H,; se questi carichi mancano e' ¥, = O. Parimenti, e’ stati-
camente determinato il momento sull'ultimo appoggioc. Difatti
il grado di iperstaticita’ A e’pari al numero di appoggl in-
termedi: altrettante equazioni di elasticita’si dovranno scri-
vere.

|. L'equazione dei tre momenti. A proposito del problema
£), p.82, si e'dedotta la relazione [88] che gqui riscriviamo

BiMiy + 2By + Broa)ly + Braalysy + K5 = 84 = (101]
= M- N1 M4
Ly Liva

Questa lega le frecce e i momenti in tre sezioni di una
trave ‘rettilinea qualsiasi, in connessione col carichi agenti
fra le tre sezioni: gli effetti di guesti carichi ‘intervengo-
no nella quantita’ f; espres-

sa dalla [70] in funzione I l

: : Y S i T+1
dei momenti semplieci M. - L.a 2y 27— Bpiq
(101] trova applicazione nel- &, i}
la riscluzione della trave 34 EJipmr Ediv
continua col nome di equa- A g 4; Aiq
zione dei tre momenti o di X

.
Clapeyron.Supposti noti gli . L
spostamenti degli appoggi si

ha nella [101] una relazio-

ne che lega i momenti su tre | E;;} B |
appoggi consecutivi a guan- FRN~_~__,//WF‘“~—-*’1 {v}
tita' tutte note. In parti- ~N ‘N

ceclare se ¢gli appoggi non WES WEI

si spostano,o anche, se spo-. Fig. 79 - Campate contigue dells trave
standosi essi si mantengono continua.

allineati, le espressioni 84 ~
si annullano. Restano da calcolare 1e gquantita’ Xi; gquesto ri-
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M
chiede la determinazione dei momenti ¥ e il calcolo degli

integrali [70] (*). Cosi'si scrive la [101] per ciascuna ter-
na di appoggl consecutivi ponendo per 1 il numerc dfordine
assegnato a cliascuno degli appoggi intermedi. I momenti sul
primo e sull‘ultimo appoggic vengono introdetti con i wvalori.
dipendenti dagli eventuali carichi sugli sbalzi; naturalmente
di quesE} carichi non si dovra’ tener conto nel calcole dei mo-
menti N mnelle due campate che fanno capo al primo e all'ul—
timo appoggio, 1 loro effetili essendo gia’ inclusi nei due mo-
menti sugli appoggi di estremita’.

a] Trave continua su 3 appoggl soggettza ad una coppia sul-
lappoggio centrale {fig.80)}. Supposto che gli appoggi non si
spostino, e’ 6, = 0. Consi-
derata la coppia ( come

L
,} 7 o ,l agente sulla prima campata,
Ao Crd, Ay 'si hanno i momenti sempli-
- 2
AN 7 Pocd

cl della fig.80a e quindi

N K, = - 208, dalla [70]. Es-
/ ¥=-CldyL4,) sendo My = K, = 0, dalla
(a) | ' ' (101} abbiamo
i

My = Cﬁi/{ﬁi + ﬁg)

¥ 4, /4,) Dalla [24] abbiamo quin-
! R di nella prima campata

=8+, L 4) =

(c) I/M'/ I | ~ Bo

L———-""/J-I = - )‘8-1“:"5*; (’40 £ Ai)

mentre nella seconda e

{v}

Fig. 80 - Trave continua su 3 appogegl ca-

ricata da une coppias ([ sull'appoggio cen- = / -
H= Ny (4, LA,) =
trale. (a){b} Momenti sempiici. (c} Momen-
ti risuitanti. = p _A (A Ll )
b ' a
51+“ﬁ2

Naturalhente si avrebbero gli stessi risultati %ﬁribuemQ
do la coppia ( alla seconda campata. Coi momenti M delia

{*; Per 11 calcolo di EE puo’ servire liinterpretazione statica indi-
cata nella nota allteq. [70] o liinterpretazione geometrica: ?’ e'1l'ango—
lo che farebbero sull'appoggio 7 le tangenti alle linee elastiche del-
le due travi semplicemente appoggiate nelle due campate adiacénti.(figu—
ra 79a).- :
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fig.80 si avrebbe liequazione:

Ml = Cﬁg.—/ (}51 +182)

Questo e’ il momento a sinistra dell'appoggio, mentre a
destra e ¥ = ¥, + C. Risulta dunque che la coppia (C si ri-
partisce fra le due campate in ragione inversa ai relativi Pa
rametri B che ne misurano la deformabilita’..

b} Trave con 4 campate uguali, caricata su uno sbalzo (fi-
gura 81). Supposto che gli appoggl non si spostino (e quindi
8; = 0O}, poiche non insistono carichi sulle campate (e quindi
zi = 0} e poiche' i fattori 8 sono tutti uguali,la [10i] scrit—
ta per ¢ = 1,2,3 das

a¥, + ¥, = 0 My + 4M, + ¥, = 0 My + 4y + ¥, = O

WJ#F_%Y% 4. l

Fig. 81 - Trave continua su 5 appoggl con carichi su ung sbalzo.

¥

51 ottiene quindi
MQ = e 41’(1 » ME - 151&1 ) M.ﬁ.':‘: = 56”1

Poiche’ ¥, e'noto in base ai carichi applicati sullo sbal.
Zo, sonc immediatamente note le sollecitazioni di flessione in
tutta la trave (fig.m®si1).

c¢) Trave con 5 campate uguall, soggetta a carico uniforme

nella campata centrale (fig.82). Supposti nulli i cedimenti

deg%} appoggi, abbilamo 6; = 0. Anche f; e’ nullo; per la [70]

e K, = p18/24£J. Quindi dalla [101] per t=1 e 1t=2 si ha
pLs plz

24EJB o 4 _—

aM, + ¥, =0 My + 4M, + My = -

Per la simmetria e° My = M,; non cccorre guindi scrivere
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‘altre equazioni, ottenendosi dalle [102]

p12 pL2
¥, = By =~
419 2 19
| P
4o 4, A, Ag 4, 45

lw | ~
\/ -{a)

{b)
S A —
#l spl  faapl\ tapy sl pl
76 ) 75 5] 7 fié 78
Pig. 82 - Trave continua su § appoggi.
d) Trave incastrata ai due estre- _
mi. Il problema viene ricondotto {aaijﬁ’f
all'equazione del tre momenti, po- (a) ¥3
tendosi sostituire un incastro con 2—‘ Z
una campata rigida (8 = 0).
" Quindi la trave della fig.a3b, Bi=0 | | B =
con B, = f; = 0 e equivalente a K = : = .
quella della fig.B83a. Nel caso in 4, 4, ®) A4, 4y

cui la itrave incastrata sia sogdget- Fig. 83 - Trave incastrats agli
ta a carico uniforme, facendo uso ' estremi.
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della [70] si serive

pls ple
2, + M, = - o
= " T 24EJB 4
e quindi, essendo M, = M,, si ha M, =-pl2/12.

Se agisce una forza F (fig.83a) nella campata, secondo
la [87] si ha - -
oM, + M, = - Fab(l +b)/8lEJB = - Fab(L+b)/12
I'Mi + 21‘{2 == Fab(f. +a)/l2

e qQuindi

¥, = - Fab2/12 , M, = - Fa2b/l2 [103]

2. Calcolo delle sollecitazioni. Una wvolta determinati 1
nomenti sugli appoggi, il tracciamento completo del diagramma
dei momenti e immediato; come indica . la {24] e la fig.33, ba-
sta riportare i momenti semplici a partire dalle rette che con-
giungono i punti del diagramma gia' trovati, sulle verticali di
appoggio. Per il taglio fra ¢gli appoggi 3+ -1 e i, come in-
dica la [25] basta sommare la quantita’ (M; - ¥;_,)/l; ‘ai va
lori del taglio trovatl supponendo la campata semplicemente
appoggiata. Cosi' ad es., per il caso e sopra considerato, il
taglio e’ costante in ognuna delle prime

due campate e vale . pl/76 e ~-5pi/78 R;
rispettivamente; wvalori opposti si han-

no nelle campate simmetriche, mentre in ———— ERE
quella centrale il taglio non differisce 7, 8

da quello che si avrebbe se la campata =

fosse semplicemente appoggiata {fig.82b). Fig. 84 - Equilibrio_del-
In corrispondenza di ciascun ap- 1’ elemento di appoggio.

poggio si ha una discontinuita nel dia-

gramma del taglio, dovuta alla reazione. La condizione di equi-

libric per l°elemento di trave situdto sull'appogglo 1 (figu—

ra 84) dal | |

essendo T;.. il taglio nella sezione z;-dz, 7T;, il taglio
nella sezione z; + dz, R; la reazione d’appoggio. Indicando
con K; il valore della reaziomne calcolata nell’ipotesi che
ogni campata fosse semplicemente appoggiata, si ha

A~ My - Mg M; —¥;_
.R’i = R'z, 4 +1 [ 1 i-1 [3041
Livs Ly
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3. Trave continua su appoggi elastici. Se il cedimento 7y
e' proporziconale alla relativa reazione, ossia se, per ogni ap-
Poggio si conosce una costante k; per cui e ‘

Ry = kymy [105]

eliminando dalla [101] g1i spostamenti 7); mediante le [105]
e [104] 8] ottiene unfequazione nella quale intervengono i mo:
menti My o , My 4 ¥y . M;y . Hjy,, detta percio’ equazione dei
cingque momenti (*).

V.9 - La scelta dei sistemi supplementari. Un ‘@sempio di
‘trave continua su 5 appoggi (fig.85) sara’ qui usato per trar-
re conclusioni generalizzabili relative alla scelta dei siste—
mi supplementari. ;

Assunte come sovrabbondanti ‘le reazioni degli appoggi
4;,4,,4;, possiamo definire i sistemi supplementari:

Y'"=1, econ R/ =10, R R =9
I"=1, con R]=10, R =R =%

=1, con Ry=1U, R =& =0

‘I relativi momenti sono indicati nella fig.85a. Le equa-
zioni di elasticita'che cosi’si ottengono hanno una forma po-
co conveniente per i calecoli numerici. Le incognite vi com-
paionc con coefficienti poco differenti 1'uno dall‘altro e si
richiede una grande precisione nel calcolo di guesti se 5i vao-
le raggdiungere una precisione soddisfacente nei risultati fi-
nali. Una scelta piu opportuna per 1 sistemi supplementari et
la seguente:

'=1, con Ry =~ G /ly-U/ly, Ry = U, /0, ., RS =0
Y=L, won B ST R me- D/l =00ty » Bg = G171,

= 1, con R:‘ =By R'; - Uc/za ' R;r ":'Uc/ls “‘Uc//la
Come e' facile controllare, per questa scelta le equazio-

ni di elasticita'assumonoc la forma, certamente vantaggiosa,
delle equazioni dei tre momenti.

(*} L'equazione dei tre momenti, in quanto vi si considerano fissati
gli spostamenti degli appoggi, e'un’equazione della forms [00].8e in par—
tieolare ¢gli spostamenti sono nulli, essa coincide con l’eguazione di eln-
sticita’ relativa al sistema supplementare Ay = c > ¥~ 0. Con questa
equazione coincide: quella dei § momenti per appoggi elastici.
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Altre scelite sono peraltro possibili, atte a rendere an—
cor piu’semplice la risoluzione delle eguazioni di elasticitar,
Evidentemente si giunge ad una situaZione molto vantaggiosa
quando ciascuna di guelle equazioni contenga una 'seola inco-
gnita! ossia qQuande si riesca ad .annullare i coefficienti di
X" e X" nella prima, di X' e X" nella seconda e di X’ e
X" nella terza equazione di elasticita’. Questo obbiettivo puo
essere raggiunto operando nel modo seguente,

(b)

(c)

Plg. 85 - Differenti scelte deji sistemi supplementarl per la trave continua
sa 5 appoggi..

"Fissato a'placere 1l sistema degli sforzi #', si deter-
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minano it momenti MX" in modo da realizzare la condizione
/H'H”dw =0 | [108]

Per far questo basta considerare che gli sforzi ¥* pos-
sono definirsi combinando gll sforzi M’ con gualsiasi diffe-
rente sistema supplementare ¥ mediante un fattore di com-
binazione Y il cui wvalore puc’ essere scelto in modo da ve-
rificare la [106], 8i potra'cioce' scrivere

" = " + YN [107)

e calcolare Y dall’'equazione che si ottiene sostituendo la
[107] nella [108]. Similmente i momenti K" possono essere
ottenuti combinando i sistemi ¥', ¥”" con un terzo sistema ,ﬁ”
indipendente da essi scrivendo

N = B+ Y 4 YR [108]

‘e poi calcolando i coefficienti Y’ e V" in base alle con-
dizioni '

IH’M”’ dw = jM”H”’ dw = O [109]
£

Quando ‘si siano cosi‘trovati i sistemi N', ¥" e ¥", la
risoluzione delle equazioni di elasticita’risulta immediata
poiche' queste si riduconec alla forma

,H H'dw + X /H’de = 0

jﬁ! ¥dw + X ’}-f”? dw

f’i HJ.H dw + ‘xﬂf /‘Hﬂfz dw

Nel caso particolare della trave con 5 appoggi si posso-
no introdurre i momenti ¥’ come nel caso della fig.B85c, po-
nendo R; =0, R; = R; = 0, I momenti H" potranno essere
prodotti applicando reazioni R;'e R;, con Rg = 0, tali da
dare spostamento nullo in A;: cosi’, come si vede immediata-
mente dall’equazione dei lavori virtuali, si soddisfa allacon-
dizione [10e8]}. Tale sistema supplemeniare e’calcolato -facil-
mente mediante l'equazione dei tre momenti: nel caso in cul
le 4 campate siano uguali, si puo scrivere R, = - 110, Ry =
= gll. Per la stessa via si ottiene il terzo sistema supplemen-

M 1 M & . = £
tare con forze R, ,R, ,R; che diano spostamenti nulll in A,

[110]

[l
o

i
o
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e A,: mel caso di campate uguali si ha R, = 360, ks =- 650,
Rg = 4807. I momenti sono rappresentati nella fig.85c¢c; non oc-—
corre precisare le scale, potendo fissarsi a piacere i1 fat-
tore [ per ciascun sistema. Calcolate le X si dejerminano
le sollecitazioni risultanti con lfordinario metodo di sovrap-
posizione. In particolare, con il medesimo fattore [ per i

tre sistemi si ha
R,/U=X'-11X" + 38X™ , R./U = 9" - esX" , RS/U = 486 X"

Un altro esempio nel qguale si e‘sciolto il concatenamen-—
to fra le equazioni di elasticita’ e'stato mostrato nel § v.5.
L opportunita’ di procedere alla determinazione di questi spe—
cialli sistemi di sforzi supplementari, che vengono detti or-
togonali, dipende dall‘usoc che deve farsi delle equazioni di
elasticita’. Se la struttura deve essere calcolata per molte
condizioni di carico, il lavoro addizionale che si deve af-
frontare per determinare questl sistemi viene ampliamente com-
pensato dalla semplificazione che essi arrecano nella risolu-
zione. Viceversa, se vie‘modo di usare mezzi meccanici per il
calcolo numerico, 1l vantaggio svanisce in gran parte. In ogni
caso pero‘ogni accorgimento che nel determinante dei coeffi-
cienti delle equazioni di elasticita’ porti a rinforzare i va-
lori situati sulla diagonale principale rispetto agli altri,
e' vantaggioso per i computi numerici.

V.10 - Deformazioni delle travature iperstatiche. Si e’ gia
osservato che lo stato di sollecitazione corrispondente ai ca—
richi di esplorazione deve essere determinato in accordo con
le condizioni di equilibrio, ma non si richiede il rispetto
della congruenza per le deformazioni che a quelle sollecita—
zioni si accompagnerebbero; cio perche' 1l equazione dei lavori
virtuali esige sclo che ¢li sforzi 4 siano equilibrati. TPa-
le proprieta’ e’ assail utile nel calcolo degli spostamenti in
una travatura iperstatica. Le sollecitazioni effettive vanno
determinate, naturalmente, in modo da verificare, oltre alle
condizioni della statica, le equazioni di elasticita’; quando
poi si applicanc carichi -fittizi per liesame delle deformazio-
ni, le relative sollecitazioni possono essere calcolate sulla
struttura resa isostatica nel modc che si ritenga piu’ oppor-
tuno. E' facile vedere che, se si calcolassero le iperstati-
che per questo secondo sistema, queste sarebbero prive di ef-
fetti sul risultati. Si supponga, per semplicita’, che la strut-—
tura sia una volta iperstatica e che si considerino solo gli
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effetti della flessicne. Siano
3 1~
MG = )3 4 fap

i1 momenti trovati secondc gli usuali procedimenti d4i risolu-
zione della travatura lperstatica scggetta al carichi di esplo-
razione. Sostituendo nell'espressione di Ly s8i trova

Ly = ’M“Hdw :J?ﬂ Wdw + 16 Wik dw

1~

'I1 coefficiente dell:incognita [f% relativa ail carichi

di esplorazione e'nullo: appunto lannullarsi di quell’integra—
le costituisce la condiztone di elasticita' inm base alla quale
“ e’ determinata 1'incognita iper-

L_ . statica per gli sforzi gffet’
1 l 4’ tivi. Solo gli sfarzi N3 de-
QA }_J By terminati sul sistema prin-
l bt cipale danno coniributo nel

F valore di Lj. ,
a —F b *’ Nella fig.86 e'mostrata

liapplicazione di queste con-
siderazioni al calcelo della
freccia nella sezione cari-
cata dalla forza F di una
trave incastirata ai due estre-
mi. I momenti effettivi (fi-
gura 86a) sono determinati in
base alla soluzione [103].
Nella sezione P, secondo la
[24] e

_FabQ

L2 A l2 1
> Fab 2Fa2b2
A _—
Y e l I3
Fig. 86 - Calcolo della freccia sotto la Come momenti MZ% si po-
forza F. (a) Momenti reall. (b),(ec),(d) trebbero adoperare i momenti
Possibili scelte per i sistemi di esplo- effettivi, con F = [{I; ovve-
razione. ro quelli della fig.86b che

corrispondono alla trave in-
cernierata ai due estremi, o quelli della fig.86c relativi al-
la trave liberata del vincolo di destra, o quelli della trave
liberata del vincolo di sinistra. Le due ultime scelte condu-
cono piu’ rapidamente al risultatc. Con i1 momentli della fig.86c
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l‘integrazione va estesa al tratto AF com

oFa2 b2 Fab
M3 = - [a(P/A) , NMb=H= ”EW( LP) - ~—-—~—(PL'A)
Si trova cosi’ _
L Fa8bs
T Ty : ’r} ek el
i 3EJLS

V. I1 - Metodo dei vincoli addizionali. §Si consideri una
struttura {(fig.87) costituita da piw travi variamente carica-
te, incastrate ad un estremo e all 'altro collegate da un mutuo
appoggic, come le due della fig.78. _
Ponendo Ta r

,—'F’A

-
oz 2 e : | -3-_
b L/J’z dw 5= 8,86 d) iz 4 b !
<
1
e sviluppando la [98] si +trova la %_C l &
rekazione lF
~d 3 “ d iy
ke(mg-m) = Ty (1131 4 _ S
dove %i e’ la freccia della menso-
la 1 con estremita: A libera, T;  Pig. 87 - Mensole vincolaie da
e'il taglio in guesta sezione nelle mutuo appoggio in 4.

condizioni di reciproco vincolo per -

le quali 7 e'la freccia comune delle 4 travi. La quantita‘
'Ti = kiﬂi rappresenta il taglio che si avrebbe in 4 se ta-
le punto non si spostasse. Se qui si applicasse nella direzio-
ne -y la forza

F=%k% (i = a,b,¢,d) [114]

ciascuna trave si troverebbe nella situazione di wuna mensola
con un appodgio fisso, soggetta a momenti N =¥ + T;z. 1In-
troduciamo ora la forza -R-—in assenza di altri carichi. Si
produrra’ allora una freccia 7 data dallia

nSky = R [115]

Ciascuna trave riceve per effetto di tale forza un taglio
addizionale

! A
Il taglio definitivo in A sara‘dato da T 4+ T. Le sol-
lecitazionl in ciascuna trave sonc date dalla somma dedli sfor—

8 -~ F.CITALA
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21 nella mensola con appoggio rigido e di quelll dati dalla
forza Ti. _

31 osservi la differenza fra questo procedimento e quel-
lo sviluppato nei §§ vVv.1-¥.4. Li'la risoluziocne procede ‘da
una combinazione di stati di tensione che rispettano le con-
dizioni di equilibrio ma non la ccngruenza, singolarmente pre-
'si: la congruenza viene imposta alla combinazione che deve rap-
presentare gli sforzi effettivi. Qui sono invece combinate due
soluzioni congruenti (per le quali cice’le sezioni -terminali
delle travi subiscono lo stesso spostamento} ma separatamente
non equilibrate (nel senso che una forza #+F viene aggiunta
ai carichi reali); dalla composizione delie due soluzioni na-
'sce la configurazione effettiva, mnella quale la forza addizio-
nale sparisce. Nella determinazione della seconda scluzione,
quella relativa al sistema scaricato delle forze effettivamen—
te agenti, si puo’ assumere come incognita lo spostamento 7,
come e' fatto nella [115] o si puo’eliminare tale spostamento,
scrivendo che f%/ki deve avere per tutte le travi lo stesso
valore: in ogni caso pero un‘equazrione di .equilibrio conclude
‘i1 procedimento di ‘risecluzione.

Si noti ancora che £ ‘e una caratteristica di rigidezza
delle travi componenti; essa rappresenta il rapporto fra for-
za e spostamento per la sezione terminale nella direzione Y.
La [118] presenta una proprieta’ gdenerale dei sistemi ipersta-
tici: fra diversi elementi cperanti in parallelo ciascuno as-
‘sume una parte del carico proporzionale alla sua rigidezza;
£li elementi piu cedevoli sono 1 meno caricati.

V.12 - L'equazione dei quattro momenti. Fi :consideri . una
struttura composta da travi rettilinee; le estremita di ognu-
na di queste fanno capo al terreno, a cul sono vincolate da
incastro o cerniera, oppure ad un incrocio, punto di gilunzio-
ne di piuv’ travi (*). Pissiamo la nostra atienzione sulla tra-
ve PQ (fig.@8) di lunghezza [,, sulla quale viene stabilita
a piacere la direzione della*coordinata longitudinale F-4 e
quella del versore normale j1: direzione dell ‘asse 'y loca—
le. Si applichi il sistema di carichl di esplorazione della

{*} Le travi che si congiungono possono anche essere solo due, nel
qual caso piu' che di incrocio si puo' parlare d4i deviazione della 1i-
nea dfasse.
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fig.8B8a. Per questi ef

L = _ @@ [117]

S
essendo 7%, 7% 1 vettori che rappresentanc gli spostamenti
9

dei nodi P, e @Y la rotazione gdel nodoe {. ©Nel caleolo

(£}

(c) ¥EL

Fig. 88 - Bchema per 1a_deduzione dell%equazione dei 4 momenti,

di [L; trascuriamo, al éelito, il. termine relativd_&Ltaglio.
Per i momenti flettenti adotiiamo la scomposizione

[ - Py ..
¥=¥+ K {118]
indicando con # i momenti che si avrebbero se clascuna cam-
pata fosse perfettamente incastrata agli estremi. Questi mo-
menti si calcolano coi consueti metodi {(ad es., con lequazio-
ne dei tre momenti) e soddisfano di conseguenza alle relazioni

Q q_ :
/ de::():/ ¥z dw
vr “p
qualungue sia l’origine dalla quale si misura 2z. Mentre i mo-
menti X dipendono solo dai carichi trasversall applicati al-
la campata, 1 residul ¥ sono legati alla deformazione del-
‘1liintera struttura: essi nella trave PO hanno andamento li-
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e o F
neare -fra i valori estremi HF¥ e MU. Se la.rigidezza £EJ del-
la trave e' costante risulta

Li/U, = (#® + 2§%), 8,

essendo By :“(I/6EJ)1; gli indici fuori parentesi stannc a
distinguere i valori relativi alla trave che si considera; si
deve infatiil tener presente che per uno stesso nodo ¥ assu-
me diversi wvalori sulle wvarie travi che vi concorrono.

- sl — 1, ks L,
%fl Br B @°rC @ rD
_ X N N EY
ls L,
F te H
i 4 ' =4 -
o o LT
s
L £ £
X, N2 ok (N /e
_15? W] 4 LR 4 %é%*
V24 b T 7
Xyq
7 {a)
./
4 o L . ~\P° ~ 9" E
o = 7 } -
7 R 22
R 7
M)
T

Fig. 88 - Trave solidale con pledritti. (a) Sistemi primcipale e supplementari.
(b} Schema con mobilita orizzontale.
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Liequazione dei 4 momenti vale per strutture per le gua-
1li gli spostamenti dei nodi possano ritenersi trascurabilli.In
tal caso l'eguaglianza L, = L; da’

(fF + 2 H%),6, = ¢¢ [110]

Se si associa il sistema di carichi di esplorazione del-
la fig.88a con guellc della fig.88d =i elimina 1°angolo ¢
ottenendosi L, = 0. Quindi dalla L; = 0 si ottienme l'equa-
Zione dei 4 momenti (*}

(H® + 2H9), B8, + (24 + H®),8, = 0 [120]

dove i wvalori con indice 2 si riferiscono alla adlacente cam-
pata (R.

Equazioni di gquestc tipo possono scriversi per ogni cop-
pia di travi adiacenti. Il sistema vawpomg}etato con le con-
dizioni di eguilibrio per i momenti H¥ + ¥ in ciascun in-
crocio. _

Per il conteggio delle eguazioni disponibili nella riso-
luzicne di travature con incastri reciproci fra le travi con-
correnti nei nodi conviene riferirsi alle equazioni nella for-
ma [119]. Consideriamo lfesempio della fig.89. Scrivendo 1le
[119] per ciascuna estremita’delle travi che formano la tra-
vatura si hannc 14 equazioni. Per quelle riferentisi alle estre-
mita’ incastrate al terrenc il secondo membro €' nullo; nelle
altre appaionoc i tre angoli ¢%,9%, " Il sistema viene com.
pletato dalle %tre equazioni di equilibrio per gli incroci: s:
hanno in totale 17 equazioni contenenti come incognite 14 mo-
menti e tre rotazioni.

V.13 - Formulazione negli spostamenti:incogniti. Il metodo
del ‘vincoli addizionali si presta ad una formulazione in ter-
mini di spostamenti incogniti, come s’e’ visto dal semplice
esempio della fig.g87. Si considereranmoc ancora due applica-
zioni del metodo.

|. Trave solidale coi piedritti. Si consideri 1o schema
della fig.89. Esso e’ 12 volte iperstatico; per risolverlo me-
diante le eguazioni di elasticita si potrebbe adottare il si-
stema principale della fig.89a ed i sistemi supplementari ivi

(*) Per tensr conto dello spostamento dei nodi.si _'fﬂ'”'ebbe,, aggiun ere &
secondo membro délla [120] l'espressione (TR —7F)j1/Ly — (P =71)-75/ Lo
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indicati, costituiti, tutti ad eccezione del primo, da coppie
presso le articolazioni (*}. Trascurando le deformazioni re-
lative agli sforzi assiall si possono ottenere, come sopra e
accennato, dopo eliminazione delle rotazioni ¢f, ¢f, o , 14
eguazioni, dalle quali si individuano i momenti ai due estre—
mi delle 7 travi. Accenneremo ora al procedimento che 'sulla
‘base delle medesime egquazioni si puo’ sviluppare tenendo in evi-
denza le rotazioni ¢.

supporremo ancora deformabili solo a flessione le travi:
quindi i nodi 1,2,3 non si spostano. Allora a definire la con-
figurazione del sistema bastano le rotazioni ¢?,9%¢®. Cia-
scuna trave, sia essa una campata orizzontale o un piedritto,
si viene a trovare nelle coandizioni di una trave appoggiata,
soggetta sulle sezionl estreme a momenti che ne imponganc le
rotazioni. T momenti si scompongono nella forma {118] e si

SCrive e

(@ + o™* **)/U [121]

dove ¢* e @** sono le rotazioni delig sezioni estreme (nul-
le negli incastri al terreno};, ¥ e K sonc i momenti che
corrispondono ad una rotaziocne [J (f1g.90a) su un appoggio
e nulla sull‘altro. Cosi’, 1ndlcango con * {1 il rapporteo EJ/!
per ciascuna delle travi [(tutte supposte di sezione costante)
81 ottengono le equazioni :

C® - 49®(0y + O, + G) - 2¢°, = 0
CC - 49°(f, + 05 + () - 29%0, - 29" = O [122]
CF - 49”0, + 0, +0,) - 29%L, = 0 ?

H

essendo (* 1la somma dei momenti ¥ (coi rispettivi segni,
individuati com’e’detto a proposito della fig.31l) trasmessi
all inerocio B dalle travi che vi concorrono; cosi'per i no-
di (" e D. I carichi applicati intervengono sole in queste
coppile. Qualungue sia la loro distribuzione e’ facile calcola—
re ciascuna campata come pg;fettamente incastirata {e quindi
indipendente dalle altre). Il successivo calcolo delle rota—
zioni e ‘quindi dei momenti definitivi secondo 1l& [122] e [121]
risulta cosi'piu’ spedito che la determinazione delle ipersta-
tiche secondo i procedimenti prima accennati.

{*} 5i noti che 1'equazione 4i elasticita'relativa ad uno dei sistemi
supplementari della fig.80a (ad eccezione della prima) non differisce
dalla corrispondente [120] se vi =i fanno comparire i momenti risultan~
ti M : le differenze derivano dalle diverse scomposizioni - [82] o
[118].



Con facili modifiche
si puo’ passare ‘al caso
‘in cui 1 piedritti silano
incernierati alla base.
S5i puo’ usare l'espressio-—
ne [118] intendendo che
¥ sono i momenti prodot—
ti dai carichi 'sul pie-
driitto supposto incastra—
'to in alto e incerniera-
to in bassc; per 1 mo-
menti ¥ vale lespres-
sione @ K'/U_. essendo
@* la rotazione della
estremita’ superiore e '
i momenti indicati nella
fig.o0b.

All*opposto 4i quan-
to avviene nella risolu-
zione della struttura me-
diante calcolo delle iper-
statiche, qui la comples-—

sita'del calcoli aumenta

al diminuire dei gradi
di vincolo delle strut-
ture., Ad es., per risol-
vere la travatura della
fig.agb che differisce
dalla precedente in Qquan-
to 1 vincoli alle estre—
mita’della trave orizzon-—
t,ale consentono sposta-
menti in questa direzio-
ne, si deve hﬁrodurfe_un
altro parametro di spo-
stamento: lo spostamento
orizzontale [, costante
lungo 1la trave 4F per
la supposta indeformabi-
lita'assiale di questa.
Guindi per i1 pledritti
'si deve aggiungere alla
espre551one di ¥ un ter-
mine - H***/U Per 1la
trave di se21one costanﬂ
te i momenti H*** sono

{c}

40[]@

119

9
6 Ucp/z

H***/Uﬂ ﬂ SQ/L

~60/1 L/

Fig. 90 - Deformazioni e momenti in um tronceo

(8) @ =

vy ¥
{c) =

il

N=
s
7=

d

H

i

1]
0
=0

trave a sezione costante.

z=¢, 9=U;,M=0 per

per
per
per

Z=0: ¢=
znq307?=

» =0 per

ner

z=]
z=1
z=1



120

ind:cati nella fig.Q0c. Percioiai primi membri delle equazio-
ni [122] sono da aggiungere rispettivamente le quantita’ 8 £{Q/1 )s,
sL(V1), , 6{(Q/1l),, mentre una nuova equazione viene intro
dotta dall‘equilibrio della trave AF alla traslazione oriz-
zontale. Sia R 1la forza da applicare lungo l'asse della tra-
ve per stabilire lfequilibrio nelle condizioni ¢ = pF = @b s
= mD = 0. Guesta forza e' facilmente determinata trattando i
piedritti come travi perfettamente incastrate agli estremi.
Si ‘ha guindi l'equazione:

Fet|() + (E) (5)] :
- 0*(7) - 00t (T) - ee(F ) = 0

2. Strutture composte di archi e travi. 8i consideri wun
arco lncastrato ad un estremo. Collochiamo ¢gli assi y,z (fi_
gura 9la) in posizione tale che risulti

f“j!dw e jgdw =

Liorigine degli assi e’dunque il baricentro G dei pesi
elastici. Secondo la [78] applicando alla sezione terminale
ura forza qualsiasi per ( quella sezione non ructa. Secondo

[123]

Fig. 81 - Travatura composta di archi e travi.
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la [77] una forza U agente secondo l'asse y produrra’ uno
spostamento secondo ¥ dato da 7 = 244 U ed uno spostamento
seconde 2z dato da :{ = a,,0 essendo

”~

g :j52dw g Ty = _fyédw

Una forza [ secondo 2, sempre per la [77] da’ gli spo-
stamenti m = aiég e [ =a,,l essendo

aéz = f§2dn‘)'

Sotto l'azione di una forza per G di {:omponenii- 12V
secondo 2z e y rispettivamente e di un momento ¥% si avran-
no gli spostamenti :

N= ay, 0+ 0.,V , [ =60+ a8,V [124]

e la rotazione ¢ = ¥*W essendo ¥ :./&w. Quindi se alla se-

zione terminale e’ impresso uno spostamentc rappresentato dail
parametri '{,7,¢ e'facile calcolare N® e, dalle [124] gli
sforzi H,V:

7= B3 8- G357 .V _ 8297 — G458

[125]
D 7

. 2
essendo D = a,,a,,-85, - _

In base a gueste espressioni si calcolano le sollecita-
zioni nell‘arco. In particolare per 1 momenti si puo’ scrivere

M= §‘+ o/ + Eﬂ(a92§ +‘a125)'"é(a12§ + 0115)]/D [126]

essendo ¥ i momenti che le forze agenti sull'arco produrreb-
berc quando questo fosse perfettamente incastrato ai .swuoi
estremi. :

Se piw archi e travi si congiungono in un nodo (fig.91),
in funzione delle caratteristiche di spostamento di questo si
possceno esprimere le sollecitazioni nei varl elementi e quin-—
di le reazioni trasmesse al nodo. 81 potrannoc gquindi, in con—
dizioni piu‘ generali di quelle contemplate dalle [122], scri-
vere le equazioni di equilibrio per ognuno di gquesti incroci.
Da gqgueste si calcolano i parametri di spostamento incogniti e
poi le solleéitazioni nei vari elementi, Ad es., per lo sche-
ma della fig.91l se i piledritti sono assialmente deformabili si
scriveranno tre equazioni di equilibrio per ciascuno dei nodi
A, B, dove figureranno come incognite le tre componenti di spo-
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stamento dei nodi stessi. Se si trascura la deformabilita’ as-
siale dei piedritti, le equazioni e le incognite si riducono

a 4.

V.14 - Travature simmetriche. Quando ‘una travatura, oltre
21 plano di simmetria che ne contenga la linea d'asse,posseg-
g2 ancora altri elementi di simmetria, conviene nei relativi
calcoli staticl trarre vantaggio delle semplificazioni otte-
nibili. Occorre anzitutto precisaré che per una travatura iso-
statica, se la linea d’asse e i vincoli sono simmetrici ri-
spetto ad una linea s (fig.92a) cio'basta perche’ le proprie-
ta’'dl simmetria sussistanoc per le caratteristiche di Solieci-
tazione; invece per le strutture iperstatiche si richiede an—
che che la simmetria sia rispettata nella distribuzione della

B

o— S
9
- Eui 5?5835
(a) .
. ()
@Jﬁ . 77
5 {72 s
a le' F/2
11 / 7
() (c)
74 7 .7

Fig. @2

{a) Schema isostatico simmetrico

(b) Sistema simmetrico

(¢) Sistems antimetrico

(d)} Sistema asimmetrico = (b) + (c).

rigidezza flessionale £J, nonche'delle caratteristiche F£4 e
GAy se si tien conto degli effetti dello sforzo assiale e del
taglio. In una struttura che goda di tale simmetria &' oppor-
tuno definire i sistemi supplementari in modo che sianc sim—
metrici o antimetrici {come nella fig.78). Si ottiene cosi‘che
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il gruppo di equazioni relativo alle iperstatiche simmetriche
sia separato da quello relativo alle antimetriche. Circa 1la
definizione dei sistemi di carico simmetrici o antimetrici va-
le quanto detto a proposito della £ig.9. '

Le proprieta'di simmetria si possono esprimere come Se-
gue: in una struttura simmetrica carichi simmetrici (antime-
trici) producono sollecitazioni simmetriche {(antimetriche).
Cosi‘nella travatura caricata come in fig.92b il taglio nella
sezione § deve essere nullo, poiche’ guesto rappresenta una
sollecitazione antimetrica; viceversa nel caso della fig.92c
saranno nulli lo sforzo normale e il momento flettente nella
sezione S. La figura mostra come un carico asimmetrico possa

ottenersi per sovrapposizione di uno simmetrico e uno antime-
trico.
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