CAPITOLO IV

TRAVATURE PTANE CARICATE NEL LORO PIANO
CALCOLO ‘DELLE DEFORMAZIONI

1V.1 - Rappresentazione delle piccole :deformazioni. ‘'Gane—
‘ralmente le strutiture, finche'non sianc sottoposte a carichi
che ne compromettano il normale funzionamento, presentanc de—
formazioni piccolissime. E'naturale quindi c¢he nel loro stu—
dio si faccia uso corrente delle semplificazioni che possono
ottenersi trattando gli spostamentil sotto carico come infini-
tesimi e sl riserbli un‘*analisi piu’ approfondita ai casi spe—
ciali per i quali essa si dimostri necessaria, Di una sempli-
ficazione che si giustifica con l'assunzione che le deforma-
zZionl siano piccole s8i fa uso nella trattazione precedente:
l'equilibrio della struttura viene analizzato con riferimento
alla configurazione iniziale, mentre in realta esso si stabi-—
lisce nella configurazione deformata.

Essendo ¢li spostamenti estremamente piccoli, non 51 puo’
rappresentarli nella stessa scala in cul si disegna la strut-
tura. 51 usa talvolta riportare sulla stessa rappresentazione
della struttura nel piano di simmetria gli spostamenti di al-
cuni punti, fortemente ingranditi rispetto alla scala del di—
‘sedgno. 81 intende che tale rappresentazione non vale a defi-
nire la posizione relativa dei punti stessi a deformazione av-
venuta, _ '

Siano  A4;,4, (fig.44) due punti della struttura indefor-
mata, &£4,£, 1 vettori che da un‘origine fissa vanno ai pun-
i stessl e sia [ la distanza A4;4,. Siano AlA; e .AQA; 1
vettori %h;ﬁg che rappresentano fortemente ingranditi gli
spostamenti dei due punti per effetto della deformazione. La
rappresentazione essendo convenzionale nel senso sopra detto,
la distanza dei punti Ai,A; misurata sul disegno non rappre-
senta la distanza deil due punti a deformazicne .avvenuta. In-
dicando con [ + 6l tale distanza, si potra calcolarla in ba-—
se alla relazione:

(4 81 = (6 4 Fp- &y B)° = (6,- 607 +
t2(6e-61) (Me- M) + (B - 1)
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L'ultimo addendo nello sviluppo dei quadrati viene cancellato
per la semplificaziome ammessa, tenendo ancora presente che e’

> 2> o
(gg‘*gl) =12
si ottiene

> ->

51 = 22==5 1 (f)y - 7a) | [38]
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Fig. 44 - Vettori spostamento 7 rappresentati in scala fortemente ingrandita
e :
rispetto alle coordinate £,

11 primo fattore del prodottio scalare rappresenta il ver-
sore della direzione 4,4,. Si conclude che la variazione di
‘lunghezza del segmento A,;4, e'data dalla differenza delle
proiezioni sul segmento stesso degli spestamenti degli estre-
mi. In particolare, se tale variaziome e'nulla, come €' noto
dalla cinematica dei moti rigidi, gli spostamenti dei due estre-
mi debbono avere la stessa proiezione sulla congiungente,Seb-
bene il disegno falsi certe misure, da esso si puo' dedurre 51
come mostra la figura, leggendo nella scala degli spostamenti
la differenza fra la proiezione del segmento Aj4, su A, 4,
e 11 segmento iniziale.

Frequentemente si usa una rappresentazione cartesiana de-
gli spostamenti: si riporta la componente, su una data dire-
zione, dello spostamento dei punti di una data linea in fun-
zione di una coordinata misurata lungo la linea stessa. Ad
esempio si riportano verticalmente {(£ig.45) ¢li spostamenti
verticali 7 dei punti della linea d'asse orizzontale di una
trave, in funzione della coordinata 2. Naturalmente sono as-
sai diverse le scale delle ascisse e delle ordinate di tale
diagramma; siccheile letture sul dgrafico dovranno farsi nel-
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liuna o nell'altra direzione, mai in direzione obligqua. In
particolare la variazione di distanza di due punti della linea
d'asse non potra’ dedursi dal grafico. Volendo misurare 1a pen—
‘ denza ¢ che la tangen-

¢ — te alla deformata viene
f ad assumere, non Si po-—
tra'desumere tale angolo

£ e _ ' direttamente dal grafico,
ma si dovra' dedurlo dal
/\ ~ gquoziente degli incremen-
7 dl . ti di ordinata e di ascis~
wf‘(ﬁ sa, letti nelle rispet-—
‘f \ tive scale. Buindi siscri-
L vera':
/ b

" tang @ = = tang ¢* [39]

Fig. 45 - Diagramma degli spostament:i verti- essendo K il rapporto,
cali 7 . (linea elastica), Computo della. ro- -assai grande, di ingran-
tazione relativa in corrispondenza della. cer- dimento delle ordinate

niera (. ' | rispetto alle ascisse,ed

: essendo o* l'angolo che
si misura sul disegno. Peraltre, essendo piccolissimo 1"ango-
lo ¢ che figura a primo membro, sara'lecito confonderlo con
1a sua tangente. Per lo stessco mptivo, volendo misurare 1la ro-
tazione relativa @, — ¢ di due direzioni 81 potrafécrivere:

: . 1 ' :
1~ 9 = ?(tane 9] - tang o*)

Ossia, si misurera'nella scala degli spostamenti 1‘intercetto
d wverticale fra le due direzioni e lo si dividera’per la di-
 stanza orizzontale & letts nella scala del disegno {fig. 45).

IV.2 - Cinematica dei picecoli moti rigidi. 'In vari proble-
mis capita di dover considerare moti rigidi piccolissimi delle
varie parti della struttura. Richiameremo brevemente alcume
nozioni di cinematica necessarie per gquello studio. '

Nel moto piano esiste sempre un punto C, debto centro di’
rotazione, al finito o & distanza infinita, che non subisce
“spostamento. Lo spostamento di un punto generico P della me-
desima figura sara' perpendicolare al segmento 'CP e misurato
da ry essendo r la distanza di P da ¢ e Y 1la rota-
zionme (piccolissima) del corpo. La proprieta vale per 1l moto
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relativo come per quello assoluto, cioe'riferito ad un siste-
ma fisso. Indicheremo col numero O questo riferimento, 'con
1,2,... le altre figure in moto, con 01,02,... 1 centri di
rotazione assoluta di gueste, con 12 11 centro di rotazlione
del corpo 1 rispetto al corpo £. Si osserva che se i corpi
1,2 sono collegati da una cerniera, il centro 12 stara’ nel-
- la tracqia=dell‘asse-di guesta; se essil sono collegati da una
coppia prismatica il centro 12 si trovera'all’infinito, sul-
la direzione normale alla guida; se fra i due corpi esiste un
appoggio, il centro 12 stara’sulla normale -all’appoggio.
i Altra proprietd’ importante e'quella di ‘'allineamento dei
tre centri: nel moto piano dei corpi 1,2,3 i centri 12,23,31
sono allineati, ' e

Applicheremo le propfiéta‘enunciate all’esame del moto
di schemi strutturali isostatici trasformati in meccanismi ad
un grade di-liberta'mediante la soppressione 'di un
Questo esame ha interesse, fra
l'altroe, in quanto permette di roz
ricenoscere gli schemi anoma-
1i nel senso 1indiceato nel
§ I1.68. Infatti e'evidente che,
se la struttura, resa labile
dalla soppressione di un vin-
colo, esegue un movimento che
quel vincolo non e' in grado
di impedire, -la struttura e’
-difettesa. In questo control-
lo si ha un metodo equivalen—
te a quello statico che nel
§ Il.8 e' stato indicato per il
riconoscimento del sistemi

vincolo.

anomali.

Si consideri ‘uno schema
a tre wvincoll semplici, come
quello della fig.21, Soppres-
s0 .11 vincolo di reazione Ry,
il corpo ha possibilitar di

ruotare ‘intorno a P,: il sistema sara'difettoso

d'azione di Ry passa per
vincoli passane per un punto.

3i consideri uno schema a itre cerniere
‘sopprima il vincolo orizzontale in (

P,, ossia:se le reazioni

FPig. 46 - Centri di rotazione per 1" ar-
co a tre cerniere liberato del vincolo
orizzontale in (. &1 trova 02 in al-

.lineamento con 01 € 12, sulla vertica-

le dtappoggio.

se la retta
dei tre

(figg.22,23}. Bi
(fig.46), ossla si tra-

sformi quella cerniera in un appoggio verticale. Con la co-
struzione 'indicata si trova il ecentro di rotazione 'del corpo

2, I1 vincolo soppresso in C(

‘sarebbe inefficace ge

02 ca—
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desse in (, ossia se le tre cerniere fossero alllineate fof s
gura 27a).

8i trova 02 in allineamen-
to con 01 e 12 e sulla ver-
ticale per H. @uindi si
ottiene 03 allineato con
02 e 23, sulla verticale
per (.

8i trova 14 allineato con
19 e 34 nonche'con 12e 24,
Quindi si ottiene 04 alli-
neato con 01 ¢ 14, sulla
verticale per (.

Fig. 47 - Centri di rotazione per gli schemi di strutture del tipo indicato
nella fig.27 c) e d) liberati di un vincolo orizzontele in (.

31 egamini uno schema del tipo di guello della fig. 27 c.
Soppresso il vincolo orizzontzle in € (fig.47a) si ottiene
uan meccanismo con i centri di rotazione indicati; 11 vincolo
soppresso e inefficace se 03 cade in (; ossia nelle condizio-
ni della fig.27c. Similmente (fig.47b) si esamina uno schema
del tipo presentato nella fig.27d, dopo scppressione del vin-
cole orizwontale in (; se il centro 04 cade in (), ossia nel-
le condizioni della fig.27d4, il sistema e’ anomalo.

NDltre a determinare 1 centri d4i rotazione delle varie par-
i del sistema, interessera per le applicazioni dare una rap-
nresentarione degli spostamenti. Si supponga che il corpo in
esame effetbtui una rotazione picecolissima intorno a € e si
vogliano determinare gli spestamenti comseguentil in una data
direzione, poniamo, verticale. Indiecando con x la distanza
orizzontale da (- del punto generico P, il relativo sposta-
mento verticale, con le motazioni della fig.48 sdra’ espresso
da

ry cos a = Y x

Si conclude: tutti i punti della verticale distante x

da  subiranno lo stessc spostamento verticale iﬁ}. 51 po-
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tra’ quindi con un solo diagramma a ordinste verticali rappre-
sentare gli spostamenti di tut-

ti 1 punti del plano: sara' un :
diagramma rettilineo che taglia g
1'asse delle ascisse mnel punto
in cui si proietta (. P
(3li spostamenti in una da- v o o
ta direzione derivanti da piu’ c %’ ?L
motl rigidi piccolissimi combi-
nati si sommano algebricamente.
8i consideri ad esempio 1l mec-
canismo della fig.49. La rota-
zione del corpo 1 intorno alla s
cerniera 01 da' gli spostamentl ol
verticali rappresentati dalla
retta (1) a partire dalla fon- - 5
damentale (0} che rappresenta il
riferimento fisso. La rotazione Fig. 48 - Spostamentl verticali cor-
del corpo 2 rispetto al corpe 1, rispondenti ad una rotazione .

12.

23
1 \“‘...i~\
01 'oi;,
s
| (2) {3}
5 I |
{1} ; ; '

i

. ¥
L \

Fig. 49 - Spostamenti verticali piccolissimi,

P
2

7

con centro relativo 12 da'mel punto P lo spostamento ngl
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proporzionale alla distanza & della wverticale di P da 12.
Lo spostamento assoluto n; di. P e'dato dalla somma di quel-
lo relativo ¢ dello spostamento n: che ¢gli competerebbe se
fosse sclidale al corpo 1. L& rotazione relativa ¢ e’ misu-

rata da rapporte fra ﬂzl e la distanza orizzontale ©6, nel-

le relative scale. A ricordare che 1la misurazione dell‘tango-
lo picéolissimo Y non va fatta col goniomeire dalla figura,
sulla rappresentazione si adotta il tipo di freccia indicato.
Se inveece che riportare gli spostamenti, si rappresentassero
i rapporti m/yr =al posto dello 5postamen£o ngl si dovrebbe
portare il segmento b. :

51 noti che la retta (2) che rappresenta gli spostamenti
assoluti del corpo 2 taglia la fondamentale (0} in corrispon-
denza del centro 02; la retta (3) ha in comune coh Ia {2} il
punto corrispondente al centro 23 e taglia la {01 verticalmen— .
te sotto 03; le rette (17 e (3) si intersecanc in un punte che
in verticale corrisponde al centro relative 13, lontano dal
disegnoc nella Fig.49. |

IV.3 - L’ equazione dei :lavori virtuali. In una datas trave—
‘tura si eonsideri un sistema a di sforzi rappresentato dal-
le caratteristiche ME,N?, TA, il guale verifichi le caondlizio-
ni che ia statica impone, in connessione con sistema di forze
esterne KFE&. Non si fa alcuna distinzione circa la natura di
queste forze, se cloe’ esse siano reazioni vincolari o carichz,
concentrate o distribuite. Si pone solc 1a condizlone che,per
gualungue tronco di struttura che si pensl isclato dal restc,
risultino verificate le condizmioni di equilibrio fra le ca—
ratteristiche di sollecitazione MG, N2 T® ¢ le forze M ewn-
tualmente agentl sul tronco.

Per la astessa struttura si consideri un sistema b di
deformazloni piccolissime, al guale si prescrive solo la con-
dizione che esso rispetti la connessicne el corpo: ossia  in
nessun punto deve avvenire che tra le facce opposte di una me-
desima sezione 51 verifichi un moto relativo..

Si precisa inoltre che 1 due sistemi sono del tutto .in-
dipendenti. Non entrano in questioﬁe le deformazioni che gl:i
sforzi @ produrrebbero nel corpo ne'le sollecitazioni che
si accompagnerebbero alle deformazioni b. Il fenomeno che guil
'si considera mon si riferisce ad una situazione reale, bensi’
ad una posizicne ideale, o virtuale nel senso oridinario dei-
la parola, in cul non intervengonc affatio le proprieta fisi-
che del corpo in-questione. b

D
a ;
Diciamo lavoro esternc Le il lavoro che 1le forze FC¢
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effettuanc guando 1 rlspett1v1 punti ‘di ‘applicazione subisce-
no gli spostamenti 7%  che lore competono nella deformazione
b. 8Se le forze F& sono concentrate, si ha: '

1otk 5 fa e - [40]

1a sommatoria essendo estesa a tutte le forzé. Se si 1iratta
di carichi distribuiti sopra linee, superfieci o volumi, 1la
sommatoria sara"sostituita_da[integrali,.semplici, doppi. o)
trlpll. ' : : e
. L’equazione del lavorl v1rtua11 stabillsce l‘eguagllanza
2=t [41]
dove il lavoro interno ‘[; rappresenta.la somma dei lavori
che su ciascuna particella isolata di strutiura farebbero le
sollecitazioni del sistema a nella deformaziocme b. Peér le
travature piane con sollecitazioni definite dalle sole carat-
. teristiche M3 NG T8 il lavoro interno assume la forma:

* o

L‘:b — /,va ebd? + /Mﬂ xkbdZ +/’Iﬂ ‘&bdz [a2]
essendo gli integrali-estesi;all'intera-linea d'asse della tra—
vatura. S - ' |
- 11 significatg dei fattori
€,<,y appare evidente quando 'si
cansideri un elemento di trave {fi-
‘gura 50!} prima e dopo la deforma—
zione b, e si porti 1la seziocne
terminale P ad occupare la me-
desima posizione nei due stati.
Poiche' 1@ ybdZ e il lavoro del- 3 ; _
la forza tagliante T%, sara’ ¥ dZ  pig. 50 - Blemento di trave defor-

i1 segmento di cui la sezione li- - _mato (linea a tratto) con una se-
‘bera si sposta nella dlreZLQne Yy zione terminale portata nella po-
'scorrendo -su se stessa: la quan— . . ‘'slzione iniziale_. -

‘pita’ y e’ per01o‘detta scorrimen- : ; _

‘te. Poiche' N2 €dZ e il lavoro dello sforzo assiale. NG ‘sa-
rat gtdZ 1'allungamento che l'elemento dZ subisce; -percio’
€ e il coefficiente di dllat321one medio. Il lavoro M8 xbdZ

. rivela una rotaziome «b»d7 della sezione considerata:la quan-.

tita' xb e’ detta curvatura per la ragione che apparira’
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piu? awvanti {*}.

Da queste considerazioni appare che € e ¥ sono gquan-
tita' adimensionali, mentre « ha dimensioni reciproche di
una lunghezza.

Liequazione [41] sussiste per qualunque sistema di forze
e sollecitazioni in equilibrio e per qualunque deformazione
infinitesima congruente, ossia compatibile con la connessione
della struttura o di guella sua parte alla gquale si vorra'ap-
plicare l'equazione stessa. Stante tale liberta di definizio-
ne dei due sistemi, appare evidente la vastita’ del campo di
applicazioni aperto allfuso di quella equazione. 3Si possono
distinguere sostanzialmente due classi di applicazieni:

a) con spostamenti virtuali. Si voglia esaminare 1l'equili-
brio di un sistema di sforzi e sollecitazioni.Si assumera’ que—
sto come sistema a; per ogni scelta congruente del sistema b
si otterra’ dalla [41] una eguazione che rappresenta' una con-
dizione alla quale il sistema a deve soddisfare se esso ri-
spetta le condizioni della statica. E' questa applicazione la
piu’ frequente in Meccanica. Trattandosi di corpi indeformabi-

1i l'equazione si riduce alla Lgb = 0.

b) con forze virtuali. Si voglia esaminare la connessione
cinematica di un sistema di spostamenti e deformazioni.Si as-
sumera' questo come sistema b; per ogni scelta di un sistema
a equilibrato si otterraidalla [41] una equazione che rappre-
senta una delle condizioni a cul il sistema ©& deve soddisfa-
re se esso rispetta le condizioni cinematiche per le deforma-
zioni congruenti. Eiquesto l'uso che gui si fara' piu’ sovente
dell 'egquazione [a1].

Per illustrare subito questo secondo impiego, si appli-
cherar la [41] alla determinazione degli effetti di wuna dila-
tazione termica. Si consideri una trave diritta, vincolata in
modo isostatico {trave a sbalzo, appoggiata o Gerber) sogget-
ta ad un regime non uniforme di temperature, per 11 guale in
una sezione generica sl verifica una differenza di temperatu-
"ra t fra fibre distanti A nella direziome Y. Detto a il
coefficiente di dilatazione termica del materlale, supposto
che la temperatura vari da un punto all'aliro della sezione

(*) Si noti che la posizione di coincidenza della sezione per P pri-
ma e dopo la deformazione e'stata assunta per comcdita' di definizione;
in realta' essa non modifica i1 valore dei lavori perche' per ogni moto
rigido piceolissimo le forze sull'elemento fanno lavoro nullo poiche' so—
no in equilibrio.
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come ‘funzione lineare di y, saral Kk = at/h ‘come appare nel-
la fig.51a. Adottando queste deformazioni come sistema b: si
‘fissino come sistema ‘@ gli sforzi che nella trave Gerber in
considerazione {fig.51) si producono applicando due coppie UC
con versi opposti, ai due lati della cerniera (. "Il lavoro
di gueste due coppie misura la rotazione relativa dei due tron-
chi di trave in corrispondenza della cerniera. Quindi tale ro-
tazione eidata da: '

Fhe

T t
ho = — |— MBdz [43]
UC Y h %
i momenti M3 essendo rappresentati dal grafico triangolare

della fig.5ib.

t/h variazione di t/h
lungo =2

’L‘dz_jtu—J'/a tdz = x hdz

Fig. 51 - Rotazione relaiiva pressc la cerniera ' prodotta da salti termici.

Con :la medesima espressione, variando solo la scelta del
carichi fittizi che oridinano i1 momenti M3 si puot calcolare
qualungue caratteristica degll spostamenti conseguenti alla
variazione termica in esame. S1 tratta in clascun caso di in-
tegrare, su tutta la struttura il prodotto dei momenti K% per
i parametri «? derivanti dall'effetto termico.Si e’ qui sup-
posto che la struttura sia staticamente determinata; in caso-
contrario la variazione termica si accompagnerebbe ad uno sta-
to di tensione e gquindi i coefficienti di dilatazione non sa-
rebbero piu semplicemente espressi da -at, |
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Nella scelta dei carichi fittizi per la determinazione di
una certa caratteristica di spostamento vale il criterio ov-
vio: occorre individuare un sistema di carichi che diciamo di
esplorazione tale che il suo lavoro nella deformazione in esa—
me misuri la quantita’ che si vuole conoscere. Se quindi si ri-
chiede 'lo spostamento di un punto P in una data direzione,
g1 applichera'in P, in quella direzione una forza -U-{;)e_ad
esaa si fa equilibrio con le necessarie reazioni vinccolari.
Se i vinecoli sono rigidi, il lavoro delle relative reazioni e’
nullo e gquindi il wvalore di -Lé/U rappresenta lo spostamehto
cercato. Se si vuole conosecere lo spostamento relativo {va—
riazione di distanza) di due punti P, si applicheranno in
questi due forze con versi opposti. Volendo determinare la ro-
tazione di una sezione vi si applichera’una coppia Ub (*}) di
esplorazione: =LB/UE da' 1a rotazione cercata, per calcolare
‘la rotazione relativa di due sezioni, si introdurranno in es-
‘se due coppie U. opposte.

Le sollecitazioni relative a questl ‘sistemi di carichi,
di esplorazione entreranno nell'espressione di -Li come Si-
stema a: il sistema & sara’costituito dalla deformazione in
esame. Cosi’, determinato L; secondo la [42] e quindi L, per
la [41] si trova lo spostamento in guestiocney: _

. Per il calcolo delle sollecitazioni del sistema a non
occorre prendere in esame le deformazioni - che a queste corrl_
spondertbbero, ma basta solo curare, com’e’detto nella pre—
messa all'equazione dei lavori, che le condizioni della sta-
tica siano rispettate. D1 guesta proprieta’si trarra’ vanbtag-
gio nelliapplicazione alle strutture iperstatiche, per le qua-
'1i gli sforzi a potrannoc essere calecolati dopo aver reso
isostatico lo schema con adeguate troncature.

1{V.4 - peformazioni elastiche. Per :i materiali metallici
impiegati nella costruzione di elementi resistentl, finche’le
sollecitazioni non superino determinati limiti, si producono
deformazioni proporzionali al carichi applicati ¢he scompaio-’
no quando 1 carichi sono tolti. Queste deformazioni sonc det—
te elastiche; se 11 materiale presenta, nei riguardi di tali
deformazioni, le stesse proprieta’in tutte le direzioni esso
e'detto isotrope. Se, entro certi limiti di approssimazione,
si puo’ ammettere che il materiale costituente una trave sia

(*) 8i indica con U una forza qualsiasi di- valore comodo per i comti
numerici (ad es., U= 1;). Parimenti U, e'un momento fissato & piacere.
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elastico, omogeneo e isotropo, le deformazioni €,k,7Y, che le
sollecitazioni producono in un elemento di trave poSsSOno es-
sere calcolate mediante le relazioni che fornisce 1la teoria
di St.Venant delle travi:

e = N/EA , x = N/EJ , v = T/GA, [43],[44], [45]

Figurano in gqueste espressioni’ a numeratore le caratte-
ristiche della sollecitazione a cui la deformazione e’ dovuta,
Nei denominatori compaliono caratteristiche geometriche della
sezione: 1:'area A della sezione, il momento d'inerzia ri-
spette all asse X

»

J= [yzdd | [46]

e l'area Ay. 11 caleclo di guestiultima carattéfistica e as—
sal complesso. Nelle ordinarie applicazioni gli scorrimenti ¥
danno un contributo trascurabile al valore di L; e gqulindil
valutazioni di prima approssimazione sono giustificate.Nel ca-
so di sezioni, come guella 4i un prefilato a dopple T, compo-
ste prevalentemente da due aree distanziate nella direzione Y
(piattabande o solette) collegate da una striscia parallela a
y di larghezza limitata s (animaj) S1 puo'porre in via ap-
prossimatal

4y = 2s VJ/A [47]

Figurano inoltre nei denominatoril delle [43]~[45] le ca-
ratteristiche del materiale rappresentate dal modulo elastico
E e dal modulo tangenziale G. Come appare dalle espressionl
stesse, queste quantita’ hanno dimensionl di una forza divisa
per un‘area. J valori di £ vanno da 21.000 kg/mm2 per g1i
acciai, a 7.000 kg/mm2 per le leghe d'alluminio,a 1.000 kg /mm?
per il legno di qualita’, teso secondo le fibre. Il modulo tan-
genziale per i materiali usuali da costruzione sl approssima
a 0,4 F.

La [42], in base alle [43]-[45), assume dunque la forma

(wowh  yawv  TaTh
by = / + + a2z [48]
T\ E4 EJ G4,

l'integrazione essendo estesa sempre all’intera linea d'asse.
In molte applicazioni 1liultimo addendo, relativo agli effetti
del taglio, viene irascurato.

Si noti come le espressioni [48] ‘siano lineari nelle sol-
lecitazioni b. Vale gquindi per gli-SPOStamenti elastici, cO-
me per gli sforzi, la sovrapposizione degli effetti enunciata
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nel §1i.5. Difatti se M/ e M" scno due generiche distribu
zioni di sforzi ed e M? = M’ 4+ ¥", et anche

’ dz iz 47
.rqa _ﬁf b — = x'l'{a M fF— + d‘!a lq il G
| EJ EJ I,

s et

IV.5 - Defoymazioni .delle travature reticolari. Ammesso che
su ciascuna asta € assuma valare costunte, poiche’la $olle—
citazione & si riduce allo sforzo #% costante lungo l'asta,
1l espressione del lavorc interno qui diventa

Ly = Zyaeb] [49]

essendo 1a sommatoria estesa a tutte le aste.

Con questa relazione e la equazione dei lavori wvirtuali
£i puo’ determinare lo spostamento di un mode qualsiasi in una
direzione assegnata quando si conoscano le dilatazioni € del-
le aste nello stato di deformazione in esame: basta applicare
in quel nodo una forza U nella direzione prescritta e deter-
minare un sistema di sforzi AN% che realizzi liequilibrio di
ogni node, con l:intervento di forze esterne nei nodi fissi.
Se le forze equilibranti sono introdotte in nodi che subiseco-
no spostamentl, l‘equazione dei lavori condurra' a determinare
gli spostamenti relativi a guesti riferimenti.

Se si esaminanc le deformazioni elastiche corrispondenti
ad una data configurazione di sforzi si potra'far usoc delle
[43]) e [48] serivendo: ' '

L; = 2 N6 ¥b1/EA [50]

Si applicheranno queste relazioni per 11 sistema di ca-—
richi fittizl indicato nella fig.52, agenti sui nodi conseou-
4tivi 1,2.3 del corrente inferiore. Il lavoro di questi cari-
ghi &' L, = U0 essendos

Te-Th e 7 (g1l

Ly Ly

8 =

In questa espressione 7,.7,,7y Sonoc gli spostamenti verti—
cali dei tre nodi. Per il calcolo del relativo lavoro interno
si osserva che solo le aste segnate con linea continua nel
dettaglio della fig.53 risultano caricate. Adoperando le [35],
[38] =1 hanno per 1) nodo 3 le condizioni di eguilibrio

Sa + S, =0 , Sgh' + S (r+bh?)+ U /L, =0
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dove sono indicati con “Sa,Sc gli sforzi nelle aste a,c di-
visi per le relative lunghezze. Similmente per il nodo,l1', con
le notazioni della fig.53 si ottiene: '

Sy 48,20 4 Ss08-R")-80" + B/ =0

T;‘ll—-—r"'—“‘—~z2~—'|i

Fig. 52 - Costruzione del poligono di

inflessione del corrente inferiore di

una travatura reticelare come fumico-
lare di pesi &.

Quindi si trova:

S, =-8, = G/hly, , S, =-8y = U /hl,

a

Per il nodo 2' si ha l'eguazlione.
Splh—h") + Sgh + S, (h+h') =0

Con queste espressioni, e considerando che per l'asta I
es ¥ =-0/l, si puo calcolare L;. Di solito si tiene conto
solo del contributo apportato dalla deformazione dei due cor-

5 - P.CICALA



86

renti e quindil s8i1 scrive:
Li/U, = Ngl%/hl EAq - NyL3/hl BA, [52]

dove ¥,,N, sono gli sforzi mnelle aste a,b nella condizio-
ne di carico per la guale si calcolano le deformazioni, [,
LprAg-Ap sono le lunghezze e le aree delle sezioni delle due
aste. Per l'equazione dei lavori l*espre551one [52] da' il va-
lore definito dalila [51].

Fig. 53 - Porzione.della travatura della fig.s

sollecitata dai carichi di esplorazione.

51 osserva che, se a partire da una fondamentale qualun-
due sl riportassero le frecce 7 (fig.52a) e poi da un punto
qualunque P si conducessero.le parallele ai lati EP, e PPy
della poligonale ottenuta, queste intercetterebbero suuna ver-
ticale posta a distanza #F da P un segmento dato da Hd nel-
la scala delle frecce. Viceversa quindl se su detta wverticale
riportiamo le quantita: HF& calcolate come sopra con carichi
di esploraziocne nelle terne di nedi 0-1-2, 1-2-3, ..., 4 -5-86
otteniamo come poligono fumicclare il poligono di inflessione,
ossla la spezzata che da' ¢gli spostamenti del nodi del corren-
te considerato (*¥).

(*) Infatti con le notazioni della fig.54, se le rette P e p’ sanopa—
rallele rispetto a PP, = PP, ed e f wun'orizzontale qualunque,si ha!

Tie *';E-‘ ™ — T Ty + T = 7o — %b o

| e

’ L o

{continuaj
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La determifazione degli spostamentl dei nodi di una tra-
vatura reticolare si puo' anche effettuare con il procedimento
grafico seguente.

Occorre anzitutto determinare gli allungamenti delle va-
rie aste, espressi da

b1 = Hili/BAq

Supponiamo che si siano determinati gli spostamenti '%P;%Q
di due nodi P, (fig.55) di una travatura; questi vettorl sia-—
no riportati a partire da uma -
origine (¢ 'in 0P, 0Q7. Sia
£ un nodo collegato a P e
0 rispettivamente dalle aste
1,2. La proiezione del vet-
tore ('R’ (che rappresenta
la differenza 7R~ %“) sulla
direzione (R deve essere:
uguale all'allungamento £,
~dell'asta 2, mentre la proie—
zione di P'R’' (ossia della 5
differenza 7R -7®) su PR
deve misurare liallungamento  Pig. 55 - Costruzione di Williot per un nodo.
{1- Quindi per trovare lesire-
mo R’ del vettiore 7® basta riportare {; a partire da P/’
nella direziohe e nel verso PR, se il suo segno e positivo
(nel senso cpposto se ¢{, efnegativo, ossia se l’'asta si ac-—

-“‘kh"‘«-\“N NP

\"‘-\

//}\

o
a-qd_ﬂ4§9a’}
7 (9

[continua nota da pagina precedente)

e quindi, peiche'e’

(7 - Tl = (T - _"72)/‘19

Fig. 54

8= (d - d'VH

s8i ottiene .
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corcia) ¢ condurre poi una normale allfasta dall:'estremo del
vettore aggiunto; poi, effettuata l'analoda costruzione a par—
tire da (' in base all’allungamento {,, mnell'intersezione
delle due normali si individua R’.

La costruzione, detta di Williot, si puo cosi'effettuare
procedendo di nodo in nodo per una travatura del tipo di quel-
la della fig.40. Per una struttura secondo lo schema della fi-
' ' gura 56, poiche- non si
ha modo di iniziare la
costruzione da due punti
-fissi, si puo' procedere
per falsa posizione.Pis-
siamo arbitrariamente il
puntce (e sSupponiamo che
la spastamento di D si
verifichl nella direzio-
ne (D. Quindi si inizia
il diagramma di Williot
da un punto (' e si se-
gna come spostamento di
D un vettore (D! di-
retto secondo (P, .ugua-
le all:allungamento del-
1l asta, S5i trovano poi,
con la costruzione prima
indieata, i punti B &/,
A’ , successivamente {*),
Gli spostamenti cosi'tro-
vati vanno correttl per
tener conto che il punto

Fig. 56 A rnon si sposta e che lo

spostamento di A deve

essere orizzontale. Per gquanto riguarda la prima condizione
basta soltrarre ai vetiori trovati il vettore ('A'7, ossia as-
sumere A4’ come origine dei veitori spostamento. Riguardo al-
la seconda condizione, 51 nocta che dgli spostamenti ottenuti
cemportano un abbassamento 4/FE7 di £ che deve essere cor-

retto imprimende alla struttura una rotazione addizicnale in-
torno ad 4. I vettori che rappresentano gli spostamenti do-
vutl a questa rotaziome costituiscono una figura onmotetica a

(*} Gli allungamenti { sono segnati in figura col numerc della rela-
tiva asta; quelli delle aste 2,4,3 sono supposti negativi.
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quella che si sposta, rotata di 90° rispetto ad essa (¥); ad
individuare questi spostamenti di rotazione, basta dunque se-
gnare A"B'C"D"E" simile alla ABCDE con A"E" werticale e
E" all'altezza di E'. Con cio' la costruzione e'ultimata: gli
spostamenti dei punti B,C,D,F saranno rispettivamente rap-
presentati da B"8/, C"CF, pEpe, ETEY,

IV.§ - Flessione delle travi diritte. Mediante 1l equazione
dei lavori [41] e liespressione [42] si possono determinare
tutti gli elementli che si ritengano necessari ad individuare
1o stato di deformazione elastica di una travatura qualsiasi
comungue caricata; oltre a guesto procedimento del ‘tutto ge-
nerale, esistono metodi per la determinazione delle defofmam
zioni che in casi particolari possonc sensibilmente facilita-
re tale calcolo. Essi sono deducibili dal procedimento gene-—
rale mediante speciall scelte dei carichi 41 esplorazione.

8i consideri un tronco PQ di trave ad asse rettilineo,
sollecitato da sforzi M. N.T noti: assumeremc come sistema b
le deformazioni che gquesti producono. Indichiamo con @ 1n ro-
tazione di una sezione generica, positiva nel senso che porta
l'asse +y su +2z. Volende determinare la rotazione relativa
delle sezioni estreme del tronco, applicheremo a queste, come
azioni di esplorazione, due copple U, opposte: cosi'il rap-

porto Le/Ub rappresentera’ 1a rotazigne cercata. In queste
condizioni su tutte le sezioni del tronco e M = (., N? =
= 78 = 0, Quindi e':
Q
0= of :f K dz [53]
P

Facendo tendere a zero la lunghezza del tronco,si ottiene
do/dz = « = Y/EJ [54]

Si noti che nella [53] non appaiocno termini dipendenti
dal taglio: gquesto guindi non influisce sulle rotazionl rela-
tive delle sezioni. Allo stesso tronco si applichi ora il si-
stema di carichi fittizi della fig.57. Nell'espressione di Le

(*)} Se gli spostamenti Yr (fig.48) corrispondenti ad una rotazione si
riportassero a partire dal centro di rotazione ( nelle direszioni del
raggi r, si otterrebbe una figura omotetica a quella in movimento. Poi-
che' detti spostamenti sono da riportare in direzieme prerpendicolare al
raggi stessi, si ottiene una figura omotetica e girata di 90°%
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figura il lavoro che le forze U /! fanno per gli spostamen—
ti 7mP,7m% dei due estremi del tratto e il lavore della coppia

. per la rotazione della se-
] i q% zione (. Sara guindi:
]
L R_ a9
_____ P QQEEL—_ E£ = IL—EJZ--+ ° [55]
I Pt s e 1 c
TQgQ ' lqgﬂ Per il calcolo di [L; si
: trascurera lieffetto del ta-
glio; si note che mnel tratto
’ PO et ¥o = (szQ)Ué , N8 =0
. lUP ' e quindi:
\\ 1
\\x L ¢ Q Mdz
7 7; :f (PLOY — [56]
f c o4
Interessa particolarmente
/ T considerare la relaZione alla
/ quale guesta equazione conduce
_ar quando si faccia tendere a ze—
@ ro la lunghezza || del tratto.
Fieg. 57 - Carlechi fittizi per 1a de- 51 nota a tal riguardo che,poi-
duzione della [s5]. che’' la funzione (P/(Q) varia

fra O e 1 e la guantita' M/EJ
51 mantiene finita, l:'integrale dell'espressione di [L; ten-
de a zero come la lunghezza del tratto. @Quindl 1+ equazione
B = L dag
e 1
dn ) o
a;'I‘fD:-O L8871
1l diagramma che rappresenta le frecce 7 in funzione
della coordinata 2z e-detto linea elasticae delia trave. Dal—
la {57] risulta che la pendenza dn/dz di guesta linea (*) ha
valore uguale e di segno opposto alla rotazione P. Questa re—
lazione ha un importante significato geometrico: se le defor-
mazionl dovute al taglio sono trascurablli, le sezionl si di-
spongono nermalimente zlla linea elastica; ossia sezioni e as-—
se della trave si mantengono perpendicolari nella deformazio—
ne. Sostituendo ¢ nella [54] dalla [57] si ottiene liequa-

{*1 Al solito le pendenze si intendono misurate come rapporti di in—
crementi di ordinsate e ascisse, lette nelle relative scale. Pra gli an—
goli misurati sul disegno e quelli reali intercorrone relazioni del ti-
‘po [39].
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zione differenziale della linea elastica in assenza di defor-
mazioni di ‘taglio

d2m M

Sl g - [s8]
dzg BJ

La quantita’ d2r/dz2? da'la curvatura, ossia il recipro-
co del raggio di curvatura ¢, della linea elastica nejl limi-
ti di approssimazione che conseguono al ‘trascurare (dn/dz)2
rispetto a 1 (*). Per quanto riguarda i segni, la [58] indica
rhe, se § e'positivo, la convessita della linea elastica si
volge dal lato delle ¥ positive; dove ¥ si annulla si ha
un flessoc della deformata; dove ¥ e’ ' negativo, la lines ela—
stica volge la concavita'versoc +Y.
Si ogsservi lranalogia fra le relazioni precedentemente
viste:
d2y/dz2 = — p = dT/dz 18], [18]

d2n/dz = — M/EJ = - dg/dz [s8], [54]

Il confronto permetie di concludere che tutti 1 procedi-
menti mediante i guali dal diagramma del carico P si ottie-
ne quello del taglio T e quello del momento fletierte ¥, per
la trave diritia con deformazioni di taglio trascurabili pos-
sono essere usatl per ottenere dal drafico delle curvature
¥/EJ 1le rotazioni ¢ e quindi le frecce 7. In particolare:
la linea elastica puc essere ottenuta come funicelare nel dia-
gramma delle curvature considerato came diagramma di carico (**):
il taglio in gueste condizioni rappresenta con sSegno cambiatc
le rotazioni @ delle sezioni {tecrema di Mohrj.

Si ricorda che, tracciatza la funicclare di un dato dia-
gsramma di carico, si deve individuare, in base alle condizico—
ni statiche di wvingcolo, la fondamentale dalils guale vanno let—
ti in ordinate i momenti; similmentc, tracciata la funicolare

{(*) L'esatta espressione della curvatura 1/r si ottiene dividendo la
quantita' d?n/dz2 per {1 + ¢?) 2. Posta liortogonalita' delle sezioni e
della linea elastica, la relazione discende piu'direttamente dalla [54]
quando si osservi che e dz = rdg.

(**} A precisare le scale di rappresentagzione si noti che, diviso il
diagramma delle curvature in strisce, per ognuna si dovra' considerare
come carico la quantita' (M/EJ) Az essendo Az 1a larghenzza della stri-
acia e (M/EJ) i1 valorc medio della curvatura. Se si misura la distan-
za polare # nella scala del disegno, si riporteranno nel relativo po-
ligono 21 postoc deile forze le lunghezze .(MKEJ)HYEZ nella scala delle
frecce, che puo' fissarsi a piacere,
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Fig. 58 - (a) Momenti in una trave a shalwo soggetta @ carico triengolare,

(b) Frecce in una trave a shalzZo con diagramma triangolare di curvature,

(c) Frecce in una trave appoggiata con diasgramma triangolare di curvature.

-{d) Frecce in una trave con vincoli obligui, curvature come sopra. La retta di
riferimento (44, e trovata profettando R in A sulla verticale di A e

costruendo 4, con la relazione (4 A /A 4) = 1/3,

5i noti che 1a medesima funicolare f serve nei quattro grafici, con dif-
ferenti fondamentali.
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di un diagramma di curvature, si deve determinare la fondamen-
tale dalla quale son da leggere le frecce, in base alle con-
dizioni cinematiche imposte dai vincoll, condizionl 1in gene-
rale diverse da quelle che gli stessi vincoll impongono ai mo-—
menti. Ad esempio, per una trave a sbalzo (fig.58 a,b) per 1
momenti si hanno le condizioni K = 0, T = d¥/dz = 0 per z =
= Q; per le frecce si ha 7 = 0, ¢ = — dr/dz = 0 per 2z = [.
Il peoligono funmicolare {segnato come curva continua) e'lo stes-
so nei due casi perche’ si sono considerati diagrammi triango-
lari di carico e di curvature; ma per i momenti 1le ordinate
sono lette dalla tangente all'estremo libero, per le frecce
dalla tangente all'estremo opposto.

Nel caso di trave appoggiata (fig.B58c) la fondamentale
per la lettura delle frecce e’tracciata in modo che sia nullo
lo spostamento dégli appoggl, se questi sono fissi.Se gli spo-
stamenti in corrispondenza dei vincoll sono assegnatli, di es-
si si dovra‘tener conto nel tracciare la fondamentale.Talvol-
ta sl richiedera' previamente un esame della situazicone di vin-
colo, da condurre in generale mediante l'equazione del lavori
virtuali. Cosi‘nel caso della fig.58d, applicando due carichi
di esplorazione [ in 4 e B si trovano momenti M = 0 e
gquindi, trascurando gli effetti degli sforzi assiali, s1 con-
clude che deve essere per qualsiasi condizione di carico m* +
+ 7}3 — @, In base a questa si traccia la fondamentale come ¢
indicato in figura. Per una trave Gerber {fig.59), sl traccia
in primo luogo la fondamentale per ciascuno trattl ad appoggi
fissi {tratto (0 1in figura): gli spostamenti dei tratti che
si articolano su quelli si ottiene in conseguenza. Volendo,s:i
puc' tracciare una funicolare con un soloc polo per l'intera tra-
vatura Gerber e si tracciano conseguentemente poi le fondamen-
tall, una per ciascuno dei tratti fra loro incernierati.

Occorre dunque tener presente che dal teorema di Mohr e
corollari si ottengono spostamenti e rotazioni a meno di un
moto rigido. Cosi'ad es.: la reazione in F che si trova con-
siderando un tratte PQ di trave diritta come semplicemente
appoggiato in P e @ e caricato dal diagramma delle curva-
ture misura la rotazione della tangente in P relativamente
alla corda PO della linea elastica: se P e (] non si spo-
stano, quella reazione misura la rotazicne assoluta.

Ad esempio, 1l diagramma triangolare di curvature della
fig.58b, considerato come diagramma di carico Su una trave ap—
pogglata al due estremi, darebbe in £ wuna reazione

2 FlL 1 Fl

3 EJ 2 3EJ
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P
AL_
., !
EJ
et
f2
1

L

Fig. 53 - Costruzione della linea elastica per una trave Gerber mediante funico-

lari. Col polo P si costruisce la funicolare f: abbassando su questa le ver-

ticali degli appoggt B e 0 si1 individua la fondamentale *. Trovata cosi la

freccia TC per la funicolare f’ costruita con polo P! si determina la fon-
damentale 71/,
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Questa gquantita' misura la rotazione P della tangente in B

alla linea elastica rispetto alla corda, tratteggiata in fi-

ura: naon la rotazione assoluta che in guella sezione ef nulla.
»

IV.7 - Deformazioni dovute al taglio. Quando si consideri-
no gli effetti del taglio, mentre le [53] e [54] sussistono
invariate, nella [B8] si aggiunge al secondo membro la quan-
tita’

3 T

b o, Gty

essendo 1% = [/l per i carichi fittizi della fig.57. Que-
sta espressione per [ -0 vale 7/GA,. Indicando con o + @4
e m+ 7 le rotazioni e le frecce che si calcolano tenendo
conto del taglio si ha:

do + o) ¥ d(n + )

— + -+ =
dz EJ dz PP

64y

Sottraendo da queste rispettivamente le [54] e [57] si
otliesne:

dp,/dz = 0 , dng/dz + @¢p = T/GA, [59], [60]
b z ; P
: 1 g LU
p. 7
Yy b—¥F—a

i | { pab/GA,

NE po(e+1) | 7 ﬁ_
. oA 5 l paz/2GA,
o = - FO/L G4,y Y ; -

Fig. 80 - PFrecce prodotte dagli effetti del taglio.

Le quantita' gpg,7; rappresentano le correzioni da aggiun—
gere a @ e 7 rispettivamente per considerare gli effetti
del taglio. Risulta che guesto produce una rotazione costante
delle sezioni e un diagramma di frecce addizionali legato al
taglio dalla relazione [B0]. Applicazioni di queste egquazioni
sono presentate nella fig.e0.
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IV.8 - Calcoloe analitico delle deformate di flessione. :La
determinasicne analitica della linea elastica puo' essere con-
dotta in hkase alla [58]: una prima integrazione conduce al cal-
colo delle pendenze dn/dz, una seconda da le frecce 7. La
prima operazione introduce una costante di Intedraziome (la
rotavione della sezione inizialej}:; la seconda apporta una co-
stante ancora (la frececla Iniziale]. Le due cestantl scono in-
dividuate dalle condizioni di vincole, come per la costruzio-
ne grafica era Iindividuata la posizione delle fondamentale di
riferimentec della linea funicolare. Consideriamo, ad esemplo,
ii easo della Tig.58 ¢; con le notarioni ivi indicate gi ha:

d2n Fz dn Fz2 Fz8

———— o — e UG - R o S , TR - 0o 4
dz? EJ dz 2 EJ . 4 8 EJ % 2

Le costanti (,,C, sono individuate dalle condizioni:
C,a + C, = Fa3/8E7 , C,1 + C, = Fl2/akJ

Per il calcolo di singeoli parametri di deformazione, ad
es. la freccia o la rotazione in una daita sezione, e'piu’ con-
veniente 11 procedimento generale di applicazione' dell equa—
zione dei lavori virtuali. Per il computo degli integrali [48]
conviene far uso della formula di Simpson:

Q
rf d7 = (fF + ar* + f9)1i /8 [61]

essendo [ la lunghezza dell'intervallo di integrazione, fTF,
fe & f¥ i valori della funzione integranda f ai due estre-
mi e nel punto di mezzo. La [B1] fornisce valori esatti del-
ltintegrale se la funzione integranda e‘un polinomio di terzo
grado in 7: altrimenti i risultati saranno affettil da errore
tanto piuw sensibile quanto piu' accidentato sia 11 diagramma
di f. @Quando questo presentil discontinuita' occorre frazio-
nare 1l‘intervallo di integrazione.

Altre formule utili per lrapplicazione sono le seguenti:

f(PéO)dZ = f(f)[P)d? = /g (82]
f(PZQ) 47 = f(QZP)QdZ = 1/3 [63]
f(ﬁ LD ZLPYAT = 1/8 [64]

che si provano immediatamente con le definizioni [23]. Nelle
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[62], come mel seguito quando entri nella funzione integranda
i1 fattore (PZQ) o "(0/ZP) si intende che i limiti stanno
nei punti P, Q.

Si svilupperannc alcune applicazioni del procedimento ge-
nerale.

a) Trave a sbalzo soggetta ad un carico concentrato. Supponia-
mo in prime luogo che 1 incastro sia perfetto, ossia che esso
impedisca completamente gli spostamenti e la rotazione della
sezione vinecolata. In tal caso, per il sistema di carichi di
esplorazione della fig.8ia viene a far lavoro solo la forza
nella sezione =2 = Z,; quindi Le/U misurera’ la freccia in
quella sezione. Con la [41], per EJ costante, si ottiene:

Fz, B 2y sz
7'}(8231} = g‘é}"[ﬁil + 4 E(Z = E)} bt 6EJ (31"‘31) [65]

M=- F(l-2)
% 7 s -
A L—p
o *
'y
E : F}Ja:ﬂ (-Zl_ Z)
(b) Jz .
1£I 51_f13

Fig. 61 - Trave & shalzo con carico concentrato all’estremo libero. (2) Carichi
di esplorazione per il calcolo di 'n(zl). (b) Cedimento del vincolo.

at

Bt facile controllare che guesta espressione soddisfa al-
1a [58] e alle condizioni di vincolo 7N=dn/dz,=0 per 2, = 0.
Se l'incastro subisce un certo abbassamento 7 € una ro-
tazione 1, anche le azioni fittizie applicate a guella sezio-
ne fanno lavoro: quindi dalla [41] si ottiene:
Fz®
, - 1
n-mp - gz, = —2 (3l-35;)
& EJ
Dungue le frecce indicate dalla [85] rappresentano nel
caso di incastro imperfettc gli sposiamenti verticali a par-
tire dallaza tangente alla linea elastica.
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Per la sezione dove 1l carico e’applicato si ha, con in—
castro perfetto:

n = FI8/3FJ

b) Trave a sbalzo soggetta a carico uniforme. Nella fig.62 e
riportato 11 diagramma dei momenti, simiie a quello delle cur—
vature posto che sia JJ costante. Supponendosi 1l'incastro
perfetto, il lavoro dei carichi di
esplorazione fornisce 1la freccia

B nella sezione 2z = z,. Si ottiene
HT cosi‘dalla [41]:
i 1
(b) p12/264, pz, [ 12 oz (1-2/2)°T
l Tz=n, T By T A s T
i 6 E5J 2 2 2 1
P2 ,
i 2 = - 16 2_.43 2%
\M:._;‘)(l—z)/z 24EJ( L 2y + 21)

Anche qui e facile controlla—

i [ < “ 4 f
% 1 re che la [88] e le condizioni di
3 T
v i vincolo sono verificate.
2
. . )
[~\H ¥ = (z 2) c) Trave appoggiata caricata su ung
T - i : ; 2
fkﬁ(‘ \\\ shalzoc. Per una trave di sezione
: 7 costante appoggiata in H e §F {fi-
7 { o 1 , :
LT & (a) gura 63) soggetta ad una forza tra-
i - _ .
sversale nel punto f dello sbal-
Fig. 62 - Trave a shalzo cor ca- 20, Siano da calcolare le rohazio-
rico uniformemente ripartito. ni della tangente alla linea ela-

() Carichi di esplorazione per stica su due appoggl e la freccia
il calcoio di 7}(21).. (by Frecce sotio 1l carico.
addiZzionali dovute al taglioa. Per determinare la rotanione
o" si applicano i carichi fittizi
della fig.83a. Di guesti sclo la coppia V. fa lavoro ed e
L,/U. = ¢". Con i valori indicati per i momenti #% & M¥ dal-
la [41], [B4] si ottlene:

o = FbOL/6EJ

Per determinare la rotazione della sezione £ si adope-
rano i carichi di esplorazione della fig.63b con i quali si
ha L,/U. = - @%. Con le [41], [83] si ottiene:

@ = — Fbl/3kJ

Per la determinazione della freccia 7 wvalgono i cari-
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chi della figura B3c con i qualil si ha:

Fb2 f ) f 2} Fb2 L+ b
o gy Y d g B, o
7 EJ[ (4 L0%4s + | (W LE)" |az =

l—;
L

Loy o i;m

)4

s I
L

1

_Ar.

)

-q:‘
¥=_Fb(LLE) 7
HM
|
Wzm 0
B TUC/L VL B
W = (HM\
lqc/z AN
M3 = W/Nm by
oL ? © |

Flg. 83 - Trave asppoggiata caricata sullo sbalzo. (&) Calcolo della rotazione
in H. (b) Idem tn K. (c) Freccia in L.

d} Rotazione delle tangenti sugli appoggi di una campata. Sia-
no A, ¥ i punti di appoggic di una campata nella quale 1 mo-

menti flettenti sianc rappresentati mediante un‘espressione del
tipe [zal.

Per determinare la rotazione q}ﬂ i usano i carichi fit-
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tizi della fig.e4a, col guali risulta ILy/Ul = ¢®. Cosi’, per
la trave 2 sezione costante, mediante le [68], [64] si trova (*)

Wdz  M%1 WE]
_q_}H = f(ﬂ’ L H) = - c ) (861
: B sEJ @ 6 EJ

11 primo addendo di gquesta espressione dipende dai cari-

chi :applicati nella campata. Nel caso in cul insista una for-
za F a distanza 6 da K (fi-

gura 64b) il diagramma dei mo-—

-t _/gf:j// menti puo’ essere ottenubto sot-
~NF _ . K 08 traendo al triangole HK'K, che
Jg\\aqff_,f;ffﬁén nell'intervallc HK etespresso

~ da {(H/K)Fb, il triangolo H' KK’
Wa = (FLE) I che nell'intervallo PK e’ espres
Ul b so da (P/ZK)Fb. In questo in-
(k ’ (&} dervailo & (KZH) = (K LPY/L,
i L 1 81 trova quindi
r"' v b f(!{zj B) Ndz = Fb [ f (KLDYHLK)dz -
7 |' L (b}
J2 b
— — | (FLPY(RLEK)d
£ N * (weneine)
! Sviluppando mediante la [64]

e tenendo presente che [2- 62 =
= a(l +b) si ha 1la rotazione

K.l'
{
\M://B/ ) per NP =HE=0
-9 = Fat(l +b)/6lEJ [87]

Fig. 64 - Calcolo delle rotazioni del- Se la campata e'scggetta ad
le tangenti sugli apposgi. un carico P uniforme,dal dia-
gramma dei momenti (figura 64c)

per la [@1] si ottiene:
plz 4l 1 ple
aEJ 2 6 24 EJ

H —

-9

(*) 8i osservi che le deformazioni dovute al taglio, che nom influen—
sano le rotazioni relative, danno un contributo nella rotazione o da-

to da: -
1f Tdz  ME— M°

L) Ga, G4yl
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Le espressioni della rotazione @‘ si ottengono da quel-
le di -@f scambiando le quantita’ riferentisi all'appoggio #
con quelle relative alltappoggio K. Si osserva che 1 risul-
tati sono wvalidi anche se i punti H# e ¥ si spostanc, pur-
che? g1i angoli trovati si intendanc nmisurati rispettc alla cor-
da che congiunge le posizioni di # e f a deformazione av-
venuta.

e; Linea elastica di una trave soggetta a carichi concentrati
{£ig.858). Il punto ( si trovi all‘estremo liberoc di una tra-
ve a sbalzo; da guesto pun-

tc viene misurata la coor-

dinata =2 e sia =z; la co- a Py P
ordinata della sezione Py
deve agisce la forza Fi; nel-
la figura 65a e' segnato il
diagramma dei momenti dovu-
ti 2 questo carico; rella fi-
gura 65b sono indicati i1 mo-
menti prodotti dai carichi
di esplorazione. Per questi
e’ Le/U = 7N=-"g + 2Pg; i re-
lativi momentl sono ripor-
tati mella fig.B5c. Suppo-
nendo che la trave abbia se- {a)
zione costante si ottiene:

—-———

—Fi(zwzi)

MO = Uz ..zy)(PLEy)

Ma Hd=z

Uy EJ Iz (

Filz—2z;: ) _ : i
= "E"—ngi——‘llpitip)(PZfPi)dZ': T[I {bj l

Fi(z——zi)s Fig. 85 - Qalcolo delle frecce prodoite
= aEJ i ds un carico concentrato.

Quindl per la [41], se piu carichi F;  sono compresi fra
0 e la sezione P che ¢i considera, si ottiene in questa

M= N — 2@ + S Fy(2- Zi)B/GEJ

Con guesta espressione si possono calcolare le frecce per
gualunque trave diritta in condiziomni demerali di vincolo; bi-
sognera’ caso per caso, determinare 7, e Qp in base alle con-
dizioni gecmetriche imposte alla linea d-/asse ¢ comprendere fra
le forze F; le reazionl 4i eventuali vinccecli contenuti nel
tratto 2. '

3 - P.LIiCALA
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f) Angolo di due corde consecutive della linea elastica. Sia-
no Aj_, .44, 444, (£1g.68) tre punti di una trave diritta;
sianc Ty_q1 » M4 » Nita L€ frecce in quel tre punti., Kel tronco

Ay A4 Ag4a
Li Li+1
(qua’f Aq;_l)M [ (Ai ZA?Z+1)M1+1 -
(A3 LADM
= S Agag LADHG
¥
I
T
T4
ni+1-*n¢ N 5
Li+1
! 4 L
L
%ﬂ+ 1 q .
L‘L LT;'?’l ¥ e
1
U U, = @
I yo s

Fig. 66 - Angolo di due corde della linea elastica.

l; fra A;_, e A;, come nel successivo Ljz,, fra 4; e A4,y
i momenti sianc rappresentati mediante espressioni [24] sia-
no EJ; e EJy., le rigidezze flessionall, costanti nei due
tratti. Si applichino alle tre sezioni 1 carichi di -esplora-
zione della fig.868c. Questi danno luogo &l lavoro L, = H.8;
essendo

5. — I@"‘Wﬁ—; _ M
‘ Li li+1



83

Questa quantita' rappresenta l'angolo che fanno le due cor-
de consecutive della linea elastica, gquotato nella fig. 66b.
Liegquazione [41] da’ quindi:

.
5 ¥ Hdz ]'
© = Jy TE 4 4 A,
o 2
PTRTE b el
l'integrale essendo esteso dal- ’
-
la sezione A‘i—l alla Ao 0 % by " L,

in questo tratto i momenti Mo
assumcone 1 'andamento indicato
nella fig.68¢c. Sostituendo 1
momenti M scomposti secondo
la [24], come indica la fig.68a
e facendo uso delle [83], [64]

si ottiene (*): Fig. 67 - Trave appogegiata trattata
~ come trave continua con appoggio ce-
81 = ﬁri + ﬁiMi-q + [68] devole.
+ E(Bi +ﬁf£+1)ﬁ!i"+'ﬁi+1yi+1
egssendo (%%}
By = Li/8EJ; . Biys = bgea/ 6B 4aq [69]
~ | ﬂ?dz ﬁ?dz :
K:fA_éA) +fA- LAY - [70]
1 = f(Ag-q £44) — (440 £44) —

Applichiamo la [88] al calcolo della freccia mella sezlo-
ne di applicazione di une forza F 1in una trave appoggiata di
‘sezione costante (fig.8%7). Si scrive la [68] com =2 L, in—
tendendo che A, e 4, siano le sezioni di-appoggio, A, quel-

(*} Se la rigidezza [J varia da sezione a sezione i termini comtenen—
ti i fattori £ nella (s8] assumono la forma seguente:

| Mi_lf(Ai,lm,;)(Aiz%,ij EJ+ ¥y [( LAy )
+ "'?' .[(Az-t—i / ‘41'. EJ + M1,+1f(‘4'£+1 £ Aﬁ)(“i & A’L+1)

Sl %; si puo' interpretare come la somma delle reazioni che si avreb—
bero in corrispondenza dell'appogglo 4; caricando con i rispettivi dia—
grammi delle curvature H/EJ la trave ai luce l; appoggista in Ay,
e A; e la successiva appoggiata in A; e Ajig +
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la di applicazione del carico. 'In gquesto Q&aso e':

Si ha quindi

T = Flilg/SEJ(z'i'*'l_z)

g) Aggregati di tra-
vi rettilinee., Ci
riferiamo diretta-
mente ad un esempio
il gquale mostra 1le
particolarita’ del
calcolo di deforma-
z2ioni per le trava-—
ture isostatiche aven-
ti per linea dfasse
una spezzata., Lo sche-
ma della fig. 68, vin-
colatec e caricato
com‘e’ ivl indicato,
' simmetrico rispet-
to all'asse 5§§5; es-
so e' formato dai
tratti AG, GH, HL e
simmetrici, 4i ri-
gidezze EJ,EJ,,EJ,,
rispettivamente; 1
momenti flettenti nei
tratti AG, HL so-
ne indicati nella
fig.8Ba; nel tratto
GH il momentc ef co-
stante.

Volendo caleco-
‘lare la freccia in
G* .si. applicano i
carichi di esplora-

0
~ 1
=0 , K =0, 7M=7=0

L + £
1 I .

e, posto J; = J, =

, My =Rl 1,/ +1L,)

Flaly (B 1,
Ly + 1,\38J, S3EJ,

s
A Bl ¢ % b —4
o ‘r{_ .
be gy, l

F

EJ.

- - 2
7 J4 ﬂ_'lL
5

\Fb/z | / )

PR

AN Mﬂ l."-“:Ubi ,r]

rd
”

Pig. 68 - Deformazioni di un albero a gomite.

zione della fig.&8b ai quali corrispondono i momenti della fi-
gura 88c; nel tratto GHL e nel suo simmetrico, ¥% e costan-
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te. Si trova quindi con facile calcolo:

b2 bb,  bb, b2

2

+ + +
8EJ ' 2BEJ, 2EJ, 4EJ,

m°® = Fb(

Per calcolare la rotazione ¢ della sezione A4 si ado-
perano due coppie fittizie opposte applicate a questa sezione
e alla sua simmetrica, le quali danno M® costante su tutte
le sezioni. Cosi'si trova:

b2 bb bb b2
+ 1_+ . 2_+ 2
eEJ  2EJy, 28], 4EJ,

A

Volendo determinare lo spostamento orizzontale relativo
& del punto A4 rispetto &l suo simmetrico si adoperanc i ca-
richi fittizi della fig.88d; con i momenti ivi indicati si trova

bb,  bb, 55

2

+ +
oBJ, EJ, 28,

& = Fby

IV.9 - Travi curve., Sia ¢ la curva piana (fig.69) che rap-
presenta l'asse della trave. In un suo punto (@ poniamo l'ori-
gine di un sistema cartesiano ortogonale ?,E.Iﬁspetﬁo_a que—
sto, gli assi locali ¥,z in un punto generico P della 1li-
nea d'asse siano rotati di un angolo o nel senso che porta
ltasse +¥ su +z. In un punto S dellrasse stesso appli-
chiamo un carico fittizio I nella direzicne y e ad esso
facciamo equilibrio con una forza ed una coppia applicate al-
"la sezione (. Distinguendo con indice (O 1le guantita’ rela-
tive all'origine e con indice 1 quelle della seziome S si ha

MO = [(z-2,) , N8 =- Fsina , T8 = [cosa

+ @z f (z-2,)dZ /N in adZ +
B = = —\Z -2 - - 511 O ’
T~ 7o Po1 77 1 Py

d/'T
+
GA

¥

[#4]

cos o d2

essendo ¢gli integrali estesi dalla sezione ( alla sezione S;
in essi figurano le caratteristiche M, ¥, T della sollecita-
zione che produce le deformazioni in esame.

Applicando alla sezione (¢ e ad una sezione qualungue
due coppie fittizie uguali e contrarie si ‘trova, come per la
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trave diritta, la relazione:

I
9-90 = [ 5 dZ [72]

Tenendo conto della relazione dg = MdZ/EJ che si dedu-
ce differenziando 1la [72], si trova che

i[0-90)(E-32)] = (B-%1) == 2 + (9= 0o)d3

Fig. g9 - Sistehi di esplorazicone per gli
spost amenti;

(&) secondo ?, (by secondo z
{c) arco incastrato,

Si integrino ambo 1 membri fra le sezioni 0 e S. Il pri-
mo membro da'zero perche'dei due fattori in’'[ ] il primo si
annulla in {, 1l sgcondo in S. A secondo membro il secondo
dei due integrali si puo‘sc}ivere nella forma

ﬁtp 3 (Po)dg = fq) dz - cPOE':].

mentre il primo coincide col primo della [71}. Il valore cosi’
trovato puo’ essere sostituito nella [71] 1a quale, tenuto pre—
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sente che lungo la curva ¢ e’
sinadZ =-dy , cosadZ = dz

assume la forma
7 B )
n_noz—fq;-dz +/.-- d}f-]- GA dz [73]

Gli integrali si estendono dalla sezione (¢ =alla sezio-
ne a cul si riferisce il valore 7 a primo membro. Nella [73]
come nella [72] si e omesso i1 simbolo relative alla sezione
finale poichei non v’e’ luogo ad ambiguita'.

‘La [73] vale per gli spostamenti in una direzione qual-
siasi purche' si sostituisca a dy 1la proiezione dell’archet—
to dZ .in quella direzione e 2 dZ 1la proiezione del mede-
simo su una direzione rotata di 90° nel senso y— 2. In par—
ticolare per gli spostamenti nella direzione =z si sostitui-
ra'nella [73] dy con dz e dz con -dy.

Spesso si riduce l'espressione a secondo membro della [73]
al primo addendo, trascurando i termini derivanti dallo sfor-
z0o normale e dal taglio. In questiordine di approssimazione,
derivandc due volte la [73] si trova: '

d2mn dg ¥ dZ7 M

P J . S [74]
dz2 dz EJ d=z EJ cosca

5i presenta dunque analogia fra la [74] e 1la corrispon-
dente espressione [58] per la trave diritta, e guindi possi-
bilita' di adottare in questo casoc i metodi graficl preceden-
temente accennati. Si deve pero’tener presente:

- che la variabile di integrazione nom e’ misurata secondo
ltasse della trave;

— che il fattore cos a che qui divide la curvatura puo' far
si’ che il metodo cada in difetto; quando a raggiunga 90°,
le espressioni integrande divergono, mentre cio’ non av-
viene nel caso della [73]:

~ che, anche trascurando gli effetti di ¥ e T ¢li sposta-

' menti 7 non rappresentanc gli 5postament1 totali; le com-—
ponenti normali hanno lo stessoc ordine ‘grandezza. La
gquantita’ data dalla [74] non rappresenta la<nnwatura: s0-
1o nel caso in cui o sia piccolo si’'che si possa sosti-
tuire 1 a cos a puo’ affermarsi che d27/dz2 rappresen-
ta la variaziene di curvatura della trave.

Applichiamo le {7il, [72] ad un arco incasirato nella se-
zione O (fig.6%c). Indichiamo con dw la quantita' dZ/EJ ,
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detta peso elastico dell'elemento d7. Se l'arco -e'soggetto ad
una coppia (, e quindi M = (C, si deduce

: S
m:Cfdw ; 7}:.-le (z-2,)dw [75]

o) o]

Ossia: la rotazione della sezione terminale €’'uguale al pro-
dotto della coppia applicata per il peso elastico dell'arco;
lo spostamento e'proporzionale -al momento statico di quel pe-~
S0 rispetto alla retta secondo la quale S$i misurano gli spo-
stamenti.

Se i momenti N sono dovuti all'applicazione di una for-
za F alla sezione terminale, con retta dizzione comungue si—
tuata nel piano, indicando con ?.:lE'distanze da questa, si ha

S s - _
cpzpfmw-, n:Ff?(E_El)dw (781, [77]

8] : o

Ossia: la rotazione e'proporzionale al momento del pesi ela-
‘8tici rispetto alla retta diazicne della forza; lo spostamen-
to e’proporzionale al momento centrifugo dei pesi elastici ri-
spetto alle due rette, quella d'azicne della forza e quella
lungo la quale si misurano gli spostamenti.

Queste proprieta’ costituiscono i fondamenti di un‘elegan
te trattazione per l'analisi delle deformazioni delle travi
curve, ‘la teoria dell'ellisse dlelasticita’.
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