CAPITOLO III

TRAVATURE RETICOLARI PIANE
EQUILIBRIO DEGLI SFORZI

‘I1X.1 - Grado di iperstaticita’. Una trave ad.asse retti-
lineo, destinata a sopportare solo sforzi assiali ¢ chiamata
asta. Le travature reticolari sono strutture composte da.aste;
infatti gli elementi che le compongonc sono travi diritte,ar-
ticolate alle estremita' mediante cerniere in punti, detti no-
di: solo in questi punti agiscono le forze esterne. Si consi-
dereranno ora schemi piani, per i quali cioe' gli assi di tut-
te.le aste giacciono in un piano.

La definizione formulata presenta uno schema ideale che
non e'mai esattamente realizzato in pratica. Le travature che
vengono trattate come reticolari hanno in realta’le aste uni-
te nei nodi da reciprocl incastri e sono spesso caricate da
forze .anche .agenti  fuori dei nodi. Percio’ flessione e taglio
si .accompagnano sempre, in maggiore o minor misura, alle sfor-
zo asstale. Tuttavia la schematizzazione in uso, notevolmente
semplificatrice, si dimostra.accettabile in pratica. Necessa-
‘riamente essa.implica un certo errore: e’ intuibile che gquesto
e’ tanto piu’ sensibile gquanto maggiori siano le dimensioni tra-
aversali delle aste a confronto della loro lunghezza.

Consideriamo uno schema reticolare ilsolato dal -terreno
(fig.38). Per ciascun nodo si possono scrivere due equazioni
di equilibrio. Se 7 sono i nodi, si hanno 27 equazioni. Da
queste dovranno essere determinati gli sforzi delle. aste; inol-
tre, poiche’i carichi non possono essere fissati del tutto ar-
bitrariamente ma vanno assoggettati .a tre condizioni dfequi-
librio globale (le guall non sono indipendentl dalle 27 men-
zionate}, 'tre delle forze esterne sonc da .annoverarsi fra le
incognite. Il grado 4di iperstaticitar e’ dunque:

h = 3+ a- 2n [31]

Per mettere in relaziome guesta espressione con 1a (8]
si . effettul .1l computo delle cerniere secondo quanto si. e’ os-
servato 2 proposito deila fig.13. Si numerino i nodi da 1L @&
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n. Se nei nodi 1,2,...,% concorrono rispettivamente a,,a,,
+e.,0, .aste sara':

c=(a;-1) + (a,-1) + ... + (ay -1)

Poiche’ ciascuna asta ha due estremita’, nel conteggio su-
;indicato ciascuna.interverra’ due volte; ossiae' a;, + a, + ...
+ a, = 2¢ e quindi ¢ = 2a-n. So-

2 4 stituendo nella [8] questo:valore di

¢ e ponendovi m = a 'si attiene

precisamente la-[31]. Questa concor-

3 danza ci.assicura che la relazione

1 - [31], dedotta.esaminando :il grado
.diiperstaticita’sulla base .della
.ipotesi .che:le .aste lavorino:a sfor-
zo .assiale, vale anche se 'le .aste
sono .caricate fuori dei nodi. Si no-
‘ti che, se:lo .schema .si presenta,
come quello della fig.38, costitui-
‘t0.a partire da una . maglia triango-
lare per successive aggiunte di un
Fig. 38 - Schema reticolare iso- nodo .collegato.ai precedenti da due

statico. Nel conteggio delle cer- :aste, esso . e’ certamente: isostatico.
niere e’ @, =a =2, G, =, = Se la struttura .e' legata .al
=3, a; = 4. Nel caso (a) e terreno da ‘v, vincoli semplici,

Uy =3, sara':
h:v1+a_2n [32]

poiche', sempre facendo riferimento,alla'[B], si deve ora in-
crementare m di 1, mentre.i vincoli risultano . accresciuti
di wv,. Se la travatura e' collegata.al terreno da ¢’ cernie-
re e g _appoggi, sara' v, = 2¢’ + ¢g. Si osservi che il valo-
re di h ottenuto dalla [31] pensando di staccare Xa strut-
tura dal terreno puo' essere negativo, la labilita' essendo poil
eliminata da un congruo valore di v,.

Le considerazioni di questo capitolo si riferisconc .al
‘caso in cui sia k& = O.

III.2 - Equazioni di equilibrio. T:a condizione diequilibrio
[1] per la proiezione orizzontale delle: forze concorrenti in
un nodo K (fig.39) puo’ scriversi: '

ZN1 cos a; -+ Fx =0 7[33]

essendo N¥; 1lo sforzo assiale in una delle aste che fammo ca-
po al nodo, a; l'angolo che con la direzione orizzontale +X
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fa i1 vettore che va da K allraltro nodo dell'asta. F, 1la
componente orizzontale del carico applicato in K; la somma
si estende a tutte le aste concorrenti nel nodo. La [33] si

puo’ convenientemente porre nella forma [2] ponendo G, = 1,
ay = a5, = 0 e scegliendo per il segmento f 1lrasta stessa;
cosi' e':

fx = fi—-fx , fy = 71-—7K

y1

—
X x,
Fig. 39 - Equilibrio del nodo X.
Quindi e' f = l;, lunghezza dell'asta. Poniamo .inoltre:
Ni/li =S4 [34]

Si ottiene cosi'dalla [2]

58;(%;-%%) + Fp = 0 [35]
Dalla proiezione verticale, per la [2] con ay = 1, ay = a, =
= 0, si ha: .

38;(;-F%) + Fy =0 [38]

essendo F, 1l carico agente in direzione verticale. Il si-
stema delle equazioni di equilibrio scritto nella forma delle
[35], [38] presenta rispetto alle espressioni {33] i1 wvantag-
gio che . i coefficienti delle,ihcognite sono rapidamente cal-
colati in funzione delle coordinate cartesiane dei nodi. Dal-
le guantita' S si passa pol agli sforzi nelle aste mediante
l1a [34]. Si osservi che il calcolo delle lunghezze [ ; delle
‘aste e' necessario in ogni caso nelle applicazioni.
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Si osservi che nella [35] .il coefficiente dell'incognita
S; .e'positivo o negativo secondo che percorrendo 1l'tasta dal
nodo K .al nodo opposto si.trovi che la coordinata X cresce
o diminuisce. Percio'il coefficiente di S; nelle [35] rela-
tive ai due nodi ‘estremi dell'asta 1+ -ha valori uguali e op-
posti. Le condizioni di equilibrio sono scritte in .base alla
convenzione sui segni positivi di N: si otterranno valori po-
sitivi di S (e quindi di ¥) per:le aste tese, che son det-
te tiranti, e negativi per quelle compresse  (puntont).

La risoluzione del sistema delle 2n equazioni [35],[38]
e'certo laboriosa. Pero'assal spesso risulta possibile aggrup-
pare e ordinare le equazioni .in modo che siano da risolvere
l'uno dopo .l'altro, sistemi parziali con un ristretto numero
di incognite...In .molti casi, come in quello della fig. 40, la
risoluzione puo' effettuarsi procedendo da un nodo.all'altro.in
una successione tale che dalle equazioni di equilibrio di cia-
scun nodo siano da calcolare due soli sforzi incogmniti,gli al-
tri che vi compaiono essendo stati determinati in precedenza.

Fig. 40 - (a) Schema reticolare. (b) Relativo cremoniano. L& costruzione ha ini-
zio dal nodo 1. la forza F, viene scomposta nelle N; e N, (trisngolo trat-
teggiato). Si passa al nodo 2 dove N e scomposta in N% e Nj. @nirndi per il
nodo 3, la risultants di NC ,N, e F, viene scomposta in ¥; e Nf' Cosi’ di
seguito per i noedi 4,5,6,7,8.

Se neill‘equiiibric di un nodo si trova che la forza trasmessa da un’ asta si
allontana dal nodo, quellfasta e’ un tirante: se la forza va verso il nodo, 1’ asta
s un punitone. Sul cremoanianc gli sforzi unei puntoni sone segnati con tratto ingrosssto.



47

. Anche per le travature reticolari potrebbero presentarsi
situazioni anomale, da identificare col metodi indicati nel
§ I1.6. Negli schemi piani e' pero’ estremamente improbabile che
si .incorra in tali situazioni.

111.3 - Diagrammi :cremoniani. PRiu' rapida che la risoluzio-
ne .analitica si presenta in generale la determinazione grafi-
eca degli sforzi in una travatura reticolare. Si tratta di co-
struire i poligoni di equilibrio nodo per nodo; poiche' lo sfor-
20 di ciascuna.asta interviene in due poligoni di equilibrio,
si trova conveniente giustapporre i poligoni in modo che .ab-
biano a due a due un lato in comune. La figura che ne risulta e’
detta cremoniano.

Fig. 41 - Schema reticolare e relativo cremoniano., Si determinano anzitutto N,
Ns e ¥; mediante la sezione di Ritter 1. Poi si risolvono 1 nodi suil’ ordine
8-7-6"-6-5-4-4-3-2"-2-1.

La costruzione del cremoniano procede secondo lo schema
della fig.. 40b, sempre che sia possibile ordinare 1 nodi in
una successione tale che, in ciascuno .appaiano, oltre a forze
precedentemente determinate, due sole forze da calcolare. Il
procedimento, in linea generale, ha inizio con la costruzione
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del poligono dei carichi e delle reazioni vincolari. Tali : for—
Ze vengono disposte nell'ordine in cui le si incontra quando
si percorra il contorno della travatura.in un senso .fissato.
8i comincila poi a costruire il poligono d'eqguilibrio di un no-—
do con due . aste; da questo si procede di nodo in nodo cercan-
do sempre ‘di incontrare due sole incognite per nodo. Le :forze
di ciascun poligono:vanno disposte nell'ordine.in cui si in-
contrano .le.aste omonime quando si giri intornoc :al nodo nel
senso prefissato per tutta la costruzione (orario, nelle: figu-
re .40, .41).

Talvolta non si riesce.a trovare un nodo dal gquale si
possa ‘iniziare la costruzione. Questo, .ad es., e*il caso del-
la travatura della fig.41, nella quale non c'e'nodo dove si
‘incontrino meno di tre sforzi incogniti. In questi casi .soc-
corrono.i procedimenti indicati neil due paragrafi seguenti,

II1.4 - Scelta delle:linee di distacco. Le egquazioni diequi-
librio [35], [33] corrispondono ad una linea di distacco che
‘racchiude i1 nodo K soltanto. Talvolta puo’ essere convenien-
te tracciare linee di distacco differenti. .In particolare, se
v'e'modo di tracciarne una che-tagli solo tre aste, si potran-
no determinare gli sforzi in queste dalle condizioni di equi-
librio della parte di travatura che cosi’si viene ad isolare.
Cosi'nel caso della fig.41 la punteggiata 1, isolando una par-
‘te di struttura soggetta alle forze note F,, F,, Fy, F,, per-
mette di calcolare direttamente gli sforzi nelle aste gq,s,t.
Un'equazione di momento intorno al punto 8 da' ¥ _, una intor-
no al punto K da' N,. Se si volesse avere direttamente N
si dovrebbe scrivere unfequazione di momento intorno al punto
di concorso degli assi delle aste t e q; piu' comodamente,
da un'equazione di proiezfone in direzione normale a t, se si
e' calcolata ¥ si puo' trovare N.

Siffatte linee di distacco, quando isolino una parte di
struttura soggdetta a forze tutte note interrompendo +tre sole
.aste sono dette sezioni di Ritter; naturalmente gli assi del-
le tre aste non debbono essere concorrenti,altrimenti la strut-
tura e' difettosa. ‘

Talvolta una linea di distacco puo' portare .a ‘risultati
conclusivi .anche se tronca piu'di tre aste. Cosi' la punteg-
giata 2 della fig.41 permette di determinare ¥, mediante la
equaZione dei momenti intorno al punto 7 perche'in questo con-
corrono gli assi delle altre tre .aste troncate [,r’, r”, In
certi casi si puo'arrivare.alla soluzione mediante -due linee
di distacco che taglino due quaterne di .aste, purche’ due aste
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siano comuni alle due quaterne: se una sezione taglia le aste
a,b,c,d, e 1'altra taglia le a,b,e,f, scrivendo una equazio-
ne di momento intorno al punto di concorso degli assi delle
aste c¢,d e una intorno al punto di concorso delle e ,f si
hanno due equazioni negli sforzi Na/Nb dalle quali questi
possono essere calcolati.

In generale l'ostacolo alla costruzione di un cremoniano
che si presenta quandec non si riesce a trovare un nodo con due
sole forze incognite viene superato con una sezione di Ritter.
Anche durante la costruzione di un cremoniano che non presen-
ti tali difficolta una sezione di Ritter e‘utile, potendo ser-
vire come controllo atto a correggere eventuali imprecisioni
delle costruzioni grafiche.

I1I.5 - Metodo dell’ asta sostituita. Talvolta una travatu-
ra di difficile calcolazione puo’ essere trasformata in uno sche-
ma facilmente risolubile con un cremonianc quando si sopprima
un‘asta e si disponga, in sostituzione, un‘faltra asta o un

vincolo addizionale semplice, in posizione opportuna. Sia a
l'asta aggiunta, s quella soppressa; nella travatura modi-
ficata siano gli sforzi prodotti dai carichi ‘applicati,

N’ quelli creati dall‘applicazione di una forza [ agente con
versi opposti fra i nodi che l'asta s collegava. Le espres-
sioni:

Ni:ﬁi"‘XN; (i =a,b,c,...) [37]

dove X e'un fattore numerico, rappresentano un sistema di
sforzi che rispetta in tutti i nodi le condizioni di equili-
brio coi carichi esterni, e nei nodi estremi delltasta s, con
le forze XU. Assegnamo il fattore X in modo che per l'asta
aggiunta sia Ng; = 0: la configurazione che cosi' si ottiene
fa equilibrio ai carichi applicati e lascia scarica 1l'asta
aggiunta; quindi rappresenta gli sforzi nella struttura ori-
ginaria. Il valore di X cosi’calcolato posto nella 137] da’
la forza N per qualunque asta della travatura: 1in partico-
lare e N, = X0

Applicheremo gquesto'procedimento alle schema della fig.42.
La soppressione delltasta s e liaggiunta dedlla a tratteg-
giata riduce la struttura ad uno schema assai semplice nel
quale, per le condizioni di carico indicate, risultano scgri—
che le aste b,c,f,l,p,n,q,j,v. Il calcolo degli sforzi N si
fa quindi facilmente con il cremoniano della fig.42a. Per il
calcolo degli N’ si puo‘usare il cremoniano della fig.42b op-
pure si puo’ procedere per via analitica mediante le [35], [38].

4 - P.CICALA
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Queste, scritte per i nodi 1,2,3,4,5 danno le relazioni:
Sea + Sga-Spb =0=S.b - Spa-Sga
S;a + S,(a + b) = 0
~Sca-Spa = 0 = Sgb + Sg(a + b_)_Scb_Se(a + b)
-S;a- Sg(a +b) =0
S;e + Sfa—SLb— 25,b = 0= S;a + Sla_Sfb—zsab

k

h,mk

Dal sistema si ottiene
facilmente la rela-
Zione:

Ss/Sq = bla-b)/az

quindi essendo l /1. =
- !  ——

2b/a, si ha N&/Na =

(a-b)/2a. ‘In defi-
nitiva si trova:

[¢]

fad
Ve = X0 = Ng(b-a)/2a

Per via analitica
o grafica si calcoela
cosi' X e quindi g1li
sforzi risultanti [37].

Fig. 42 - Risoluzione di una travatura col.me-
todo dell® asta sostituita.

IIXI.6 - Travature caricate fuori dei nodi. iI1 calcolo deéli
sforzi in una travatura soggetta a forze applicate -alle aste
in punti qualunque non presenta sostanziali difficolta’ se si
mantiene ancora lfipotesi che 'le aste siano incernierate alle
" loro estremita', e quindi ‘la struttura si considera sisostatica
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quando dalla [32] risulti h = 0. Il calcolo delle sollecita-—
zioni puo' essere effettuato per sovrapposizione di effetti co-
me ‘indica la flg.43; L'asta 12 sia caricata da forze aventi
per risultante la F; si applichino
alle cerniere di estremita’'le forze
Rl,R2 con rette d'azione passanti
per un punto a piacgre della F e
tall che sia Ri + R2 + F=o0. Es-
sendo questo sistema di forze in
equilibrio, tutte le aste della tra-
vatura saranno scariche, ad eccezio-
ne della 12, posto che la struttura
sia isostatica; la 12 si comporte—
ra’ come trave e vi si potranno de-
terminare facilmente 1le sollecita-
zioni M,N,T. Successivamente sicon-
sidera la struttura soggetta alle.
forze —R1,~R essendo Qqueste ap-
plicate nei nodi, la travatura puo’
essere calcolata coi procedimenti
dei paragrafi precedenti.Infine so-
vrapponendo ¢li sforzi trovati nel
due casi e considerando che  nella
sovrapposizione le forze K;,R, in-
trodotte per artificio di calcolo Fig. 43 - Travatura caricata
vengono ad elidersi, si trovano le ‘fuori dei nodi.
sollecitazioni nella travatura ca-

ricata in punti intermedi fra i nodi.

E'da rilevare che questo procedimento, rigoroso quando si
supponga che esistano cerniere mei nodi, non e’ perfettamente
giustificato nella situazione reale: infatti vengono tenuti in
conto momenti flettenti che sono dello stesso ordine di quel-
1i, trascurati, ‘di mutuo incastro fra le aste. Deve percio’ in-
tendersi che il calcolo anzidetto degli effetti dei carichi
agenti fuori dei nodi fornisce l'ordineedi grandezza di questi
‘sforzi addizionali.
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