CAPITOLO X

IL CARICO DI PUNTA

X.1 - Lo schema semirigido dell’ asta pressoflessa. Si con-
sideri la struttura della fig.141: una trave appoggiata, for-
mata da due tronchi rigidi di ugual lunghezza A separati da
un tratto di rigidezza EJ ‘e lunghezza |l << h. La trave sia
soggetta a due forze F +trasversali, applicate alle estremi-
ta' del tratto centrale, e ad una forza P agente nella dire-
zione AB. Il tratto centrale sia cosi'corto che il momento

Fig. 141 - Schema semirigido dell’ asta presso flessa.

flettente vi si possa ritenere costante e quindi espresso da

2EJa
¥ = = [163]

essendo 2a l'angolo'di rotazione relativa delle sezioni estre-
me. Per esaminare le condizioni di equilibrio nella posizione
deformata si puo' far uso dell'equazione deil lavori, introdu-
cendo una deformazione virtuale corrispondente ad una varia—
zione ‘8a di a ed assumendo come sistema [a] quello degli
sforzi in esame. Lo spostamento del punto di applicazione del-
le forze F vale 8(h sina) = h cos aa mentre quello nella
direzione della forza P e'dato da -28(h cosa) = 2h sin ada.
D'altra parte il lavoro L;- e'dato da MINbL/EJ . dove MG va
espresso secondo la [183], mentre per Mb vale l'analoga espres-
sione 2EJSa/l. Si ottiene quindi l’equazione:
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4EJ da
2Fh cosada + 2Ph sin ada = i a

Dividendo per 2h3a e ponendo P, = 2BJ/hl si ottiene
Fcosa + Psina = aP, . [164]

Supponendo @ molto piccolo, scriviamo 1la [164] nella
forma

F = a(P,~P) . [165]

Secondo questa equazione, la proporzionalita'fra F e a
sussiste per ogni valore che si assegni a P. In particolare,
a F = 0 corrisponde la posizione di equilibrio ad asse ret-
tilineo (a = O). Pero’ la sovrapposizione degli effetti e’ qui
lecita solo per gquanto riguarda il carico trasversale,non per
quello longitudinale. Questo non produce una deformazione ad-
dizionale semplicemente propor-
zionale, come nei problemi pre-
cedenti s'’e'trovato, ma opera
el i in via indiretta; esso inter—
T viene nel rapporto fra F e a

e fa si'che, crescendo P dal

p 3 valore zero, si richieda wuna

forza F sempre piu' piccola

per produrre una data infles-—

sione. Per un valore fisso di

F, la relazione P(a) e' rap-

presentata da una delle curve

della fig.142; queste iperboli

indicano un aumento assai ra—

a pido di a quando P si av-

vicina a P,. La retta P = P

e' il loro comune asintoto. Per

Fig. 142 - Diagramma sforzi deformazio- P = P. non si trova una con-

ni dell’asta pressoflessa. figurazione d'equilibrio, per

piccolo che sia il valore di F.

Invece per F = 0 con P = Pc sussiste l'equilibrio qualun—

que sia il valore di a; per P > Pc si puo’ ottenere liequi-

librio a condizione che la F operi in senso opposto all’in-
flessione, contrastandola.

~ Un fenomeno del tutto analogo si manifesta se la trave

presenta un disassamento iniziale, ossia se, prima che agisca-

no carichi, il sistema si trova in una posizione deviata cor-

rispondente ad un valore ag, di a. Rispetto al caso antece-

dente si deve modificare liespressione [i63] sostituendovi a

—_—
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con Q- Qg, angolo che rappresenta la rotazione relativa le-
gata alla sollecitazione applicata. Si ottieme quindi, per
F = 0, invece della [165], l'equazione:

apgP, = a(P, - P) [168]

Le linee che rappresentano la variazione di a .al «cre-
scere di P sono ancora quelle della fig.142; su ognuna a,
e' il valore di a per P = 0. Al diminuire di a, 1l'iperbo-
le tende a degenerare nel diagramma spezzato, formato dal seg-
mento OPC e dalla retta P = P,.

Per ayg = 0 e F =0 (asta inizialmente diritta, cari-
cata solo assialmente), finche' P < P., non vi puo’ essere equi-
librio che per a = 0; e questa e'una posizione d’equilibrio
stabile, perche'per produrre una inflessione occorre applica-
re una F avente lo stesso senso dello spostamento. Per P =
= PC si ha una situazione di equilibrio indifferente: qualun-
que sia a la [165] e'soddisfatta con F = 0. Per P >P, nel-
la posizione a =.0 si ha ancora equilibrio, ma instabile:
infatti in una posizione -deviata si richiede un‘azione contra-
stante (a/F < 0). La linea degli equilibri, dopo aver segui-
to il segmento OP., si biforca nel ramo P = P, degli equi-
libri indifferenti e nel ramo a = O degli equilibri insta-
bili.

X.2 - La stabilita’elastica. L'ipotesi semplificativa del-
le deformazioni piccolissime e'stata utilizzata di continuo
nei capitoli precedenti. In particolare, le equazioni di equi-
librio sono state scritte sempre facendo riferimento alla con-
.figurazione indeformata, mentre in realta' e’ nella posizione
deformata che l'equilibrio si stabilisce. Di queste semplifi-
cazioni e'legittimo valersi nella generalita' dei casi, con la
riserva espressa che, se qualche problema rivela all'esame ap-
profondito fenomeni non contemplati dalla teoria lineare, le
conclusioni di quella debbono ritenersi applicabili a solle-
citazioni di entita'esigua. Nel paragrafo precedente si e' con—
siderato un problema tipico fra quelli per i quali 1la teoria
lineare risulta inadeguata. La fig. 143 da’la rappresentazione
dell‘equazione [184] valida per inflessioni comunque grandi.
Nelliambito della teoria usuale, dovendo trascurarsi i termi-
ni quadratici in a come pure i prodotti di a per la forza
P quella equazione dovrebbe ridursi a F = aPC. Con questa
relazione si puo’studiare solo quanto avviene 1in prossimita’
dell origine, nella fig.l143, ossia nella zona a doppio ‘trat-
teggio. La [185), pur poggiandc sull‘acsunzicrz che l'angolo
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a sia piccolo, tiene conto del prodotto aP. E 1l'effetto di
questo termine che fa apparire i fenomeni indicati dalla fig.
142: in particolare la biforcazione che la linea degli stati
‘di equilibrio per l'asta di-

p \% ritta senza carichi trasver—
sali presentaper P =P . la

F=g ~ quantita’ Pc e'detta carico
7, critico: esso e'caratterizza—
to dal fatto che a partire da

F= 0,15, tale carico appare una nuova

\ possibilita' di stati di equi-
: librio, nella configurazione

d'inflessione laterale. La
trattazione che si fonda sul-
la [165] e’ in grado di esa-
minare i fenomeni che avven-—
gono nella striscia-del gra—
fico 143, in prossimita’'del-—
l'asse delle ordinate .(zona

' : * ; * ' tratteggiata). La fig, 142 rap-

0 10° 20%° 30° 40° 50° g0° ind s 'y 3
presenta quindi 1'immagine,
con ascisse ingrandite della
Fig. 143 - Rappresentazione della striscia anzidetta. ' In essa
equazione [164]. . la curva F = 0 della figu-

ra 143, ad ordinate lentamen—
te crescenti appare come una orizzontale, le curve trascenden—
ti F = costante appaiono trasfor—
mate in iperboli. Questa teoria

linearizzata, ossia semplificata Fc ¥
dalla omissione dei termini Qqua— A
dratici negli spostamenti e’ dun— F

que in grado di individuare il ca-
rico critico, e quindi i 1limiti
della stabilita' dell'equilibrio
elastico. Occorre segnalare che
esistono fenomeni per i quali 1la
analisi non puo'essere limitata
alla considerazione dei termini
lineari negli spostamenti, pur sup-

ponendosi che gquesti siano picco- : 7
1i (comportamento delie pareti sot- Fig. 144 - Collasso di scatto.
tili curve a carichi ultracriti-

¢i). Esistono ancora fenomeni, sempre nel campo elastico, per

1 quali occorre svincolarsi completamente dalla assunzione dei
piccoli spostamenti. Abbandonando ‘la teoria linearizzata si
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possono studiare fenomeni come dﬁello schematicamente indica-

. to nella fig.144: esistono strutture per le quali il diagram-
ma forze deformazioni presenta un massimo ¥; oltre il quale
nel ramo discendente non puo' sussistere equilibrio stabile sot-
to una forza F costante; quando la forza cresce oltre il va-
lore F_. si manifesta una deformazione istantanea che porta
dal ptnto ‘¥ ad una nuova posizione di equilibrio, in gene-
rale con deformazioni inaccettabili; piu’ frequentemente in N
si verifica il cedimento istantaneo della struttura (collasso
di scatto). La teoria lineare e!in grado di esaminare solo la
parte iniziale tratteggiata del grafico.

Per il fenomeno del carico di punta in campo elastico la
teoria linearizzata fornisce indicazioni sufficienti per 1le
applicazioni pratiche, in tutto il campo di valori di P. Quan-
do sia P << P, si puo'applicare la teoria lineare.

X.3 - L’ asta caricata di punta. Si considerl 'una trave di
sezione costante, vincolata in B mediante una cerniera (fi-
gura 145), guidata all'altro estremo mediante un appoggio ed
ivi soggetta ad una forza
P diretta secondo la ret-
ta AB che coincide con
l'asse dell'asta scarica.
Nelle articolazioni A4,B
siano disposti contrasti
elastici 1 quali opponga-—
no alla rotazione della
linea d'asse momenti pro-
porzionali alla rotazione
stessa. Si esamineranno le
condizioni 'di 'equilibrio
della trave inflessa (che
inizialmente e' un' asta
compressa ) facendo uso del-
la teoria linearizzata: si
supporranno cioe'le frec- Fig. 145 - L’asta caricata di punta.
ce 7 piccole, come nei ’ .
capitoli precedenti, ma si terra'conto dei momenti che nasco-
no dal carico P in conseguenza delle inflessioni dell'asse.
Cosi', per l'equilibrio del tronco compreso fra l'estremo 4 e
la sezione =z (fig.145a), 'si ha

¥=Pn+ Xz + 1, [187]

essendo X, 1la reazione dell'appoggio A4, X, il momento op-
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posto dal contrasto elastico ivi esistente. Poiche'nei limiti

di approssimazione ammessi e' ¥ = - EJd27m/dz2? si ottiene
d2n ‘
Bl — + P+ Xz + X, =0 ~ [1e8]
z ;

Poniamo la soluzione generale di questa equazione nella
forma

s
=7, + C sin Z—(z-—c) [189]
. e

essendo C,c,le costanti ed essendo My l'integrale parti-
colare

n = - X,2/P - X,/P (170]

E' facile controllare che la [188] risulta identicamente sod-
disfatta dalla [189] se e

n/l, = VP/EJ [171]

Confrontando la [170] con la [167] si vede che la linea
7 =7, e'una retta lungo la quale }¥ = O; questa e' la retta
r d'azione della forza risultante di P e delle reazioni del
vincolo A4 (fig.145) a cui la trave e’ soggetta. La [189] in-
dica che la linea elastica e’tracciata riportando le ordinate
di una sinusoide .a partire dalla retta menzionata. Pur essen—
do la sinusoide deformata dal riferimento obliquo, i punti di
flesso permangono nelle sezioni dove ltargomento della funzio-
ne seno della [169] assume valore nullo o multiplo di . Per—
cio’ le rappresenta la distanza di due flessi successivi del-
la linea elastica, punti in cui questa o il suo prolungamento
ideale incrocia la r. La distanza le, detta lunghezza equi-
valente o lunghezza libera di flessione, definisce il carico
critico P = P, per il quale la trave si trova in equilibrio
nella posizione inflessa, carico che si ricava dalla [171]

PC = 72 — [172]

La determinazione del carico critico.per una data condi-
Zione di vinéolo‘per la trave di sezione costante, e' dunque
equivalente alla determinazione della lunghezza libera. Vedre-~
mo per alcuni casi di maggior interesse applicativo come si
conduca tale calcolo.
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I) Asta incernierata agli estremi :(fig.148). In questo
caso la forza a cui la trave inflessa e’'soggetta deve restare
diretta secondo la AB; 4 e B sono due punti di flesso e

percio'e’ L, = [. .
e X1
P
A Mo
z /
/
/
/
/
//
) L
/
/
%
/
/
/
/
LC 4
Fig. 146 - Asta incernierata.
B
ITI) Asta incastrata alla ba- “
se (fig.147), soggetta all'estre-
mo libero ad una forza che pas- Fig. 147 - Asta incastrata soggetta
sa sempre per un punto < si- ad una forza per (.

tuato ad una distanza [ dal-
l'estremo 4. Detta my la freccia in A4, l'equazione della
.retta d'azione della forza a cui la trave e'sottoposta e'_

Ny = 7o (1 - 2/L)

Sostituendo questa espressione nella [169] e tenendo pre-
sente che e ¢ = 0 perche'in 4 sta un punto di flesso,dal-
le condizioni di vincolo in B (9 = 0,dnf/dz = O per z = 1)
si hanno le equazioni ’

l A !
770<1——>+Csin77——:Oz—mﬁ-i()cosﬂﬂ— [173]
L : L, L l le

e

Da queste equazioni si ha la relaziomne
T l
—(L-1) + tang{m— )= 0O [174]
Le ' le

Questa e'un‘'equazione trascendente .dalla quale :si puo’
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1,437

—t
X 377/2

-4

‘Fig. 148 - Risoluzione grafica della [174]. Posto x:'lTl/le si traccia la cur-
1-L

X . La retta a

va C, Y = tang X, e la si interseca con la retta b, y=

corrisponde al caso della fig, 151; essa e’ tangente alla curva ¢ nell’origine.
La retta b si traccia proiettando ( dall’origine! riportata 1'asta AB nella
scala e nella posizione indicata: la costruzione da’ anche la lunghezza libera.

! 5
P
P
=2l
Fig. 149 - Asta incastrata.‘ soggetta a Fig. 150 - Asta: incastrata con carico

forza verticale. passante per la sezione d’incastro.
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ricavare le, ad es., col procedimento grafico della fig.148:{*).
In particolare si trova:

a) se durante l'inflessione della trave la forza P man-

tiene direzione costante (ossia e' [ = x) e Le = 2l (fig.149);

b) se la forza passa sempre per
il punto B (ossia e' L = L) (figu-
ra 150) risulta [ = le; il carico
critico e lo stesso della trave in-
cernierata di ugual lunghezza;

c) il caso della trave incernie-
rata in alto (fig.151) rientra nel
caso considerato, quando si ponga nel-
la [174] e relativa deduzione ‘[ = O,
Mo = 0, To/L # 0. La [174] da’ in que-
sto caso le/l ~0,7;

d) se la forza passa sempre per
un punto situato piu’'in alto di 4
risulta Le > 2l; il carico critico Fig. 151 - Asta con incastro
e' tanto piu'basso quanto piw ( si e appoggio.
avvicina ad A.

L'esempio considerato e'istruttivo anche perche’ mostra
come sul valore critico influisca il modo di variare del ca-
rico a cui l'asta e’sottoposta, dipendentemente dall'infles-

sione dell'asta stessa. X
. . : p
IIT) Asta incastrata agli estre- p
mi. Supponendo l'inflessione simmetrica §
P ’ N\ -
P A
) - %
I
[ —
(R l,=0351
7] !
[Mir
A i b, = — l

IRVAAEE
|
RY
!
!
AR

Fig. 152 - Asta incastrate. BY . L

Z ¢

(*) In questo, come in ogni altro ca—
8o, si prende in considerazione la radi-
ce che da'il valore piu' alto per le e Fig. 153 - Inflessione antimetrica

quindi il piu*basso valare del carico critico. dell’ asta incastrata.
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rispette alla mezzeria (fig.152) deve essere M, = costante.
Quindi perche'sia dn/dz = 0 per 2z =0 e per z=1/2 de-
ve essere ¢ = le/2 , l/e—-¢ = Le/z e quindi le =1/2.

L'inflessione potrebbe assumere la forma antimetrica in-
dicata nella fig.153., In queste condizioni .la situazione di
meta'dell'asta non differisce da quella delliasta intera del-
la fig.151; questa deformazione corrisponde dunque ad una lun—
ghezza libera piu'piccola di quella dell'inflessione Simmetri-
ca. Ottenendosi cosi'un carico critico piu' elevato, la solu-
zlone va scartata.

X.4 - Il calcolo del carico critico. La [189] con la [170]
permetté di determinare il carico critico per la trave di se—
zione costante, quando si tenga conto delle condizioni al con—
torno. Nella formulazione generale queste si traducono . in un
sistema di equazioni lineari omogenee nelle costanti X X,
C sin(wc/le), c cos(wc/le), variamente semplificabili nei ca-—
si specifici. Per eliminazione (come appare dall'esempio del-
le [173] dopo eliminazione di o) ¢i si riduce ad un‘'equa-
Zione del tipo

Cr(l/t,) = o [175]

dove f e’una-funzione che dipende dai parametri geometrici
e di vincolo. Per un generico valore di P (e quindi di le)
la [175] ammette solo la soluzione (C = 0: si ritrova cioe'la
soluzione banale 7 =0,1%, =0 , X, = 0 ossia la configura-
zione di equilibrio senza inflessione laterale. Il valore piu’
basso di P che annulli f, ossia il valore minimo di P per
il quale la trave possegga una configurazione inflessa di equi-
librio e' il carico critico f%. Di'solito la discussione vie-
ne limitata all‘equazione f = 0, la [174] nel caso sopra con-
siderato, e se ne ricerca la prima radice senza menzionare la
eventualita' C = 0.

Per la condizione di carico critico per la quale f = O,
C puo’ assumere valore qQualunque: il sistema e’ in equilibrio
indifferente rispetto alle inflessioni. Dalle equazioni scrit—
te e’ possibile determinare la legge di distribuzione ma non
l’entita’delle deformazioni e sollecitazioni relative a P =
= F}: queste possono assumere valori grandi arbitrariamente,
o meglio, esorbitanti dal campo di piccole deformazioni che
la teoria linearizzata e'in grado di considerare. Questa che
cosi‘si ottiene e'la soluzione del problema omogeneo, che nel
caso della fig.142 corrisponde alla situazione F = 0 o Ay =
= 0. Per studiare il caso della struttura soggetta a carichi
trasversali, naturalmente con P < P., si dovrebbe affrontare
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il problema non omogeneo. Una valutazione approssimata delle
sollecitazioni e delle deformazioni nella situazione combina—
ta si puo’dedurre dalla [165]: detta &4 la deformazione che
si calcolerebbe con la teoria lineare, ossia a = F/PC quel-
1a data dalla teoria linearizzata si ottiene dividendo o per
il fattore 1- P/P.. Applicando guesto divisore a tutte le de-—
formazioni e sollecitazioni che nella trave si deducono dalla
teoria lineare si ha un'idea dellfeffetto di amplificazione
prodotto dall’approssimarsi del carico critico.

i Py

(a)

Fig. 154 - Inflessione laterale di un portale con traversa rigida.

11 calcolo del carico critico, anche quando si possa far
uso di una soluzione del tipo [169] richiede la previsione qua-
litativa della forma di instabilita’che presumibilmente e’ la
piu' pericolosa. Si consideri ad es., il portale della fig.154,
soggetto a due forze uguali in corrispondenza dei pledritti.
Supponiamo che la rigidezza della traversa sia di molto supe-
riore a quella dei piedritti sicche'possa ritenersi che le se-
zioni terminali di questi non subiscano rotazione apprezzabi-
le. Data la simmetria della struttura e dei carichl si e’por-
tati a prevedere una forma di instabilita'’ simmetrica come quel-
la della fig.154a. A questa corrisponde Le = l/2. Invece la
condizione piu'grave e’ quella presentata nella fig. 154b per
la quale evidentemente si ha le = |l. In base a questa osser-
vazione preliminare si puo’passare alla determinazione quan-
titativa del carico critico: se il calcolo fosse impostato in
base all assunzione di una deformazione simmetrica si sopra-
valuterebbe di molto la capacita’ di resistenza della struttu-
ra. Posto che la traversa abbia una rigidezza FEJ; diversa da
quella £J dei montanti, si esprime facilmente la relazione
fra momenti e rotazioni agli estremi della traversa stessa,
relazione che impone per la sezione estrema del montante 1la
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condizione
b¥  dm

178
6EJ, dz [176]

Nell'uso dell'espressione [169] 'si dovra' considerare che
7y = costante poiche'la forza X, deve mancare per l'equi-
librio della traversa in direzione orizzontale. L'espressione
'si riduce alla forma

= C[l - cos( ZE>J [177]
e

dovendo verificare le condizioni 7 =0, dn/dz = 0 per =z =
= 0. Sostituendo nella [176] a 7 1la sua espressione e a KN
la quantita' -EJd27/dz2, ambedue per 2z = L, si ottiene, tol-

to il fattore C,
( z> mbJ
tang|(m — |= -
l, 8Jy1,

Il valore di le puo' essere calcélato con l'uso del gra-
fico della fig.148. Basta trovare 1'intersezione della curva
Yy = tang x  con la retta y = — b‘lx/GJil. Per J/J1,= 0 si

ritrova l, = 1, mentre per J,/J = 0 risulta L, =2l.

Fig. 155 - Inflessione laterale di un-'portale. -

Per travi di sezione variabile, come per schemi struttu-
rali piu' complessi la determinazione del carico critico viene
effettuata con procedimenti di approssimazione sui quali qui
non .abbiamo modo di soffermarci.
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X.5 - Relazioni fra tensione :critica e snellezza. Note le
dimensioni di un‘'asta e calcolata, in base alle condizioni di
vincolo, la sua lunghezza libera, dalla [172] si ha il carico
di compressione per il quale l'asta, ammesso che il materiale
si comporti elasticamente, giunge al limite di resistenza per
i1 fenomeno dell'inflessione laterale. Dalla [172]}, dividendo
ambo i membri per la sezione 4 dell'asta ed indicando con
0 = VI/A il raggio d'inerzia, si ottiene l'espressione della
o per la quale la situazione critica viene raggiunta (*):
m2Ep2
o =

E 2
Le
Si chiama snellezza il rapporto ‘le/p e si scrive quindi

72k
o= — [178]

E A2
L'inflessione laterale qui considerata mantiene 1l'asse
della trave nel pds. che contiene l'asse y delle sezioni.
Analoga deformazione si puo’presentare in un piano perpendico-
lare al precedente, se anche questo e pds. (*¥*]. In questo se-
condo caso possono essere differenti le condizioni di vincolo
agli estremi dellasta e quindi la lunghezza libera. La snel-
lezza nei due casi puo' essere dunque differente, sia per la
diversa lunghezza libera sia per il diverso raggio d'inerzia.
La tensione critica wva quindi calcolata mediante la [178] in-
tendendosi che A e'la snellezza massima ossia il maggiore
dei due valori che competono alle due direzioni di inflessione.
Il comportamento delle aste soggette a carico di punta
viene comunemente compendiato in un grafico nel quale si ri-
portano in funzione della snellezza i valori o, di o per i
gquali si produce il collasso dell’asta. La legge di Eulero
[178] vi e'rappresentata da una iperbole cubica (fig.156) 1la

(*) In questo Capitolo, a differenza dagli altri si tratteramnno come
positive le 'o di compressione € le € corrispondenti.

{**) Se la sezione presenta due assi di simmetria si possono produrre
inflessioni laterali nella direzione dell'uno o dell'altro; esiste anche
una terza forma di instabilita', con torsione delle sezioni intorno all'as—
se baricentrico. Se vi e'un solo asse di simmetria, puo'aversi la presso—
flessione euleriana solo nella direzione di questo, mentre le altre due
forme di instabilita'implicano.insieme una certa torsione. Se manca del
tutto la simmetria (ad es., per un profilato.a [ a lati disuguali) tut—
te e tre le possibili forme di instabilita'sono commiste a torsione.
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quale con .le sue ordinate continuamente decrescenti all'aumen—
tare di A mostra l'azione di indebolimento che la lunghezza
dell'asta esercita nel fenomeno in esame. Una sola curva wvale

per aste comunque vincolate grazie all’introduzione della lun-

ghezza libera nella snellezza. Peraltro e’ovviamente solo una

= \
50 \
O, kg/mm® \
\
\ .
O \ Materiale: acciaio
S Jmazgo-—-- = \
40 % \ 05 = 42 kg/mm?2
Johnson N \\ E = 21000 kg/mm2
30 -
20 F— %
10 -
i 4 >\
0 50 100 150 200
Fig.

156 - Grafico delle tensioni critiche per un acciaio.

parte della curva che puo'ritenersi valida. Infatti 1'analisi

su cui la [178] si fonda presuppone il comportamento elastico
del mgteriale che costituisce l'asta. La [178] puo’ dunque adot—
tarsi se la 0w che essa fornisce sia inferiore al limite ela-
stico Tg,. Il punto L della curva di Eulero che segna il 1li-—
mite del ramo utilizzabile e'quello per cui sussiste
glianza o_ = 0,; a questo, secondo la [178]
snellezza che indichiamo con A

l'egua—
corrisponde una
e+ €Spressa da (*)

Ke =7 /E/Oé [179]

(*) Per un ordinario acciaio da costruzione AE non €' lontana dal valore 100.
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Per snellezze inferiori a questa si entra in un campo in
cui l'esame del comportamento dell'asta presenta difficolta’
considerevoli. Il materiale cessa di comportarsi elasticamen-—
te prima che abbia inizio il fenomeno del cedimento laterale.
T1 fenomeno viene ad essere influenzato dall'andamento della
caratteristica ~U(€) che differisce notevolmente da un mate-
riale all'altro. Per le difficolta'dell'indagine teorica in
gquesto campo e’ particolarmente prezioso il sussidio dell'espe-
rienza. Infatti la legge di variazione della tensione critica
per le aste corte viene spesso rappresentata con leggi empi-
riche (*). Fra le espressioni piu'comunemente adottate citia-
mo quelle lineari (di Tetmayer)

o. = a - bA [180]

c
e quelle quadratiche

o, =a - bA - cA2 [181]

essendo a,b,c coefficienti determinati per via sperimentale.
Fra le formule quadratiche, e’ largamente impiegata quel-
la di Johnson che possiamo scrivere nella forma

’02

o, = 0g - Zoi [182]
E

dove o e'la tensione di snervamento, o e' la tensione da-
ta dalla [178]. Ovviamente la curva rappresentata dalla [182]
e'una parabola ad asse verticale, avente il vertice nel punto
A=0, o, =0, (fig.158). Questa curva e’ tangente ‘alla cur-
va di Eulero nel punto in cui o, = 0g/2. Quindi 1l'adozione
della formula di Johnson implica l'assunzione che la curva di
Fulero debba essere seguita solo fino ad una tensione »0&/2.
Anche se in realta' o, puo' essere alquanto diverso da »Us/z,
la eventuale inesattezza nella ubicazione del punto L hascar-
sa influenza sui risultati poiche' le due curve sono tangenti.
Mediante la [182] 1l calcolo della tensione critica e’ facile
anche senza uso di grafici: dalla [178] si calcola s S€ que-—
sto valore risulta inferiore a 05/2, lo si adotta senz'altro
come tensione critica 0 ; Se €SS0 supera Aos/z lo si sosti-

tuisce nella [182] e si assume o, =0 .

-(*) A rigore sarebbe discutibile l'estensione alle aste corte del con-—
cetto di lunghezza libera, col quale si tiene conto delle condiziomi di
vincolo per le aste in campo elastico. Pero', in mancanza di dati piu'pre—
cisi.e in considerazione del fatto che per. le.aste corte la variazione di
A ha scarsa influenza, si ammette valida l'estensione.

14 - P.CICALA
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La [182] indica il valore o, per la tensione massima
raggiungibile nel caso limite A — 0. In realta’questo valore
puo’ essere superato sottoponendo a compressione elementi cor-
tissimi. Pero’gli elevati carichi raggiungibili in qQuesto cam-
po, in cul il cedimento avviene per schiacciamento,hanno scar-
sa importanza per le applicazioni pratiche. In linea di mas-
sima si puo‘ritenere che la [182] indica tensioni poco infe-
riori a quelle che effettivamente le aste corte poessono sop-
portare.

Dfaltra parte si deve tenere presente che il wvalore T
come tensione massima raggiungibile per A — O puo’essere adot-
tato per sezioni compatte ma non per sezioni a pareti sottili,
come sarebbe un profilato ottenuto per piegatura da un sotti-
le foglio di lamiera. Per queste sezioni i fenomeni di cedi-
mento locale possono ribassare notevolmente la tensione cri-
tica. Il collasso ha qui inizio eon un‘alterazione di forma
della sezione {ad es., ovalizzazione di un tubo, infossamento
localizzato di una sottile parete cilindrica), a differenza
dalla pressoflessione euleriana nella quale le sezioni manten—
gono la loro forma invariata. In certe costruzioni questi fe-
nomeni vengono evitatl dando sufficiente spessore alle parti
che costituiscono la sezione dell-asta; ad es., ove si adotti-
no i profilati normali da laminazione, i cedimenti locali non
sono da temere. Invece per le sezlioni sottili, usate special-
mente in aviazione, un apposito esame deve fornire il valore
della tensione per cui gquesti fenomeni si possono presentare
su un‘asta molto corta (*¥). Il valore di questa tensione va
posto nella [182] a sostituire o .

S5i segnala infine che i valori sopra indicati rappresen-
tano le tensioni per le quali si pfevede 11 collasso dell‘asta,
dovuto alla pressoflessione euleriana piu’o meno aggravata dal-
la menomazione delle caratteristiche del materiale che ha ol-
trepassato i limiti elastici o dai fenomeni di cedimento lo-
cale. Si intende che nelle applicazioni si deve stabilire un
certo margine di sicurezza fra le tensioni di lavoro e quelle
di collasso. I coefficienti di sicurezza, dettati ordinaria—
mente da prescrizioni regolamentari, stabiliscono il rapporto
fra la tensione di collasso e quella effettivamente ammissibi-

(*) Naturalmente anche i cedimenti locali sono influenzati dalla lun—
ghezza dell'asta e scompaiono col tendere della lunghezza a zero; perciof
la determinazione della. corrispondente tensione critica deve essere fat—
ta su aste abbastanza corte perche’'l'inflessione laterale di tipo eule—
riano risulti praticamente esclusa, ma non tanto corte che i cedimenti
locali siano ostacolati.
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le; talvolta per essi sono fissati differenti valori a secon-
da della snellezza, per tener conto del differente grado di
attendibilita' delle previsioni teoriche o sperimentali circa il
pericolo di collasso dell'asta caricata di punta. Questi ele-
menti sono tenuti .in conto da un procedimento di calcolo del-
le aste compresse chiamato metodo omega. Questo si:fonda sul-
l'uso di un coefficiente tabulato opportunamente, il Qua—
le rappresenta il fattore per cui va moltiplicata la solleci-
tazione di compressione per tener conto degli effetti dell'in-
flessione laterale. La legge di variazione di «w .in funzione
di A {(la guale parte sempre dal valore w = 1 per A= 0}
dipende dal materiale adottato.

X.6 - La teoria di Engesser-Shanley. Gia'nel 1888 Engesser
suggeri’, per il calcolo della tensione critica per un'asta com-
pressa oltre il limite elastico, il valore

m2E,
c = —'}‘:2—— [183]
essendo E; il modulo tangente, ossia la derivata do/de (fi-
gura 157) determinata per ¢ = 0,. Se sl suppone infatti. che
tutte le fibre dell'asta durante l'inflessione laterale segua-
no la caratteristica o(€), poiche’
nell‘esame dell’'equilibrio sotto il
carico critico vanno considerate le
variazioni che le tensioni subisco- /},X ___jE%
no nel passaggio dalla posizione di //
asta rettilinea a quella di asta , _JE
inflessa, appare naturale che si ’
debba sostituire nella formula di
Eulero al modulo E==(da/d€)a_o che
vale in campo elastico, il valore _ €
corrispondente per ¢ = 0,. Contro 0.
questa affermazione venne obbiet- Fig. 157 - Caratteristica ol€)
tato che non tutte le fibre seguo- tipica.
no la medesima caratteristica: in-
-fatti quelle per le gquall la deformazione decresce, subiscono
variazioni di tensioni proporzionali a E mnon a £E;. La teo-
ria del doppio modulo, successivamente sviluppata, tiene in
conto questo fatto: essa attribuisce il modulo £E; a quella
parte di sezione per la quale l'inflessione laterale porta ad
un aumento di deformazioni, mentre allfalira parte, nella gqua-
le la deformazione e’in diminuzione, viene assegnato il modu-
lo E. Il carico critico, in analogia con gquanto vale per il
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fenomeno di Eulero, viene definito come il valore di P per
i1 quale esista possibilita'che 1'asta trovi in posizione in-
flessa, sotto lo stesso carico un equilibrio indifferente ri-
spetto all'entita‘dell'inflessione; quando cio' 'si verifica,
lt'incremento di sforzo in una parte della sezione eguaglia la
diminuzione che contemporaneamente si produce nell‘altra par-
te. Questa proprieta’stabilisce il confine fra le due parti di
sezione operanti con differente modulo. Si ottiene cosi' una
tensione critica che puo’ ancora scriversi nella forma semplice

m2E
o, = }\; [184]

Pero'il modulo Er che qui appare deve essere calcolato ca-
'SO. per caso, in base alla forma della sezione. Si trovano co—
si'per FE, wvalori intermedi fra Ey ed E. In particolare,
per la sezione formata da due aree uguali collegate da uniani-

ma di sezione trascurabile si ottiene

2EE,
T E+ B

mentre per la sezione rettangolare si ha
T 2 l/EEt
" VE+VE,

Piu'recentemente (*) Shanley mosse una critica sostanzia-
le alla teoria del doppio modulo: ‘la tensione data dalla [184]
indica il carico che, qualora sia raggiunto,da’ origine a con-
dizioni di equilibrio indifferente, come avveniva in campo ela-
stico. Ma prima di raggiungere quel carico, l'asta, anche se
la swa deformazione iniziale sia infinitamente piccola,va in-
flettendosi lateralmente in misura gradualmente crescente col
carico, gquando questo oltrepassa il valore dato dalla [1883.
Per chiarire il fenomeno conviene far riferimento allo schema
di asta semirigida della fig.158. L'asta e' formata da due tron-
chi indeférmabili di lunghezza 4 e da un tratto intermedio
di lunghezza | << k., La sezione di questo e’ costituita da due
aree A4 uguali collegate da un‘anima di sezione trascurabile
e di lunghezza 2a. Con semplici considerazioni geometriche .si
trova che se a, e'il valore dell’angolo - a prima che il ca-

(¥) P.R. Shanley — Inelastic Columm Theory — Journ. Aeron. Sciences,
1047, p.261.
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rico sia applicato, sara!’
L(e - €5) = aa(a -ag) [185]

essendo - €; gli accorciamenti delle fibre che si trovano sul
contorno 1, concavo, €, gli accorciamenti delle fibre oppo-
-ste 2. Indicando con P; e P, ive-
lori delle compressioni -sopportate
dalle due aree A, per l'equilibrio
si ha
2P,
2P,

P(1 + ha/a)
P(1 - ha/a)

[186]

Se le fibre 1, raggiunto un cer-
to punto X del diagramma of(€) pro-
seguono nella loro deformazione in
senso crescente, trascurando la cur-
vatura del diagramma {(fig.157),pos—
siamo scrivere

Py = P+ 4B (ey - €)) [187]

essendo P = Ao, ed essendo €00,
le coordinate di [X. Invece se le
fibre 2, raggiunto il punto [, su-
biscono una diminuzione di deforma—

zione, e'

P, =P+ AE(e,-€,) [188]
Con queste relazioni si puo’stu-
diare l'intero fenomeno. Nelle fi- Fig. 158
gure 159 e 160 soneo presentati al-
cuni risultati ottenuti per £E; = 0,5F. Si e'indicato con Py
il carico critico calcolato con la [183), con P quello che

-
corrisponde alla [184]. La legge di variazione di P, e P, col

carico, per una certa deformazione iniziale, e rappresent_af,a
dalle linee a,b della fig.159. In una prima fase ambedue gli
sforzi crescono con P; in questa fase il fenomeno puo' essere
seguito con le [185]-[188] modificate, con E; al posto di £,
Raggiunto un certo valore di P, la curva di P,, a partire dal
punto X, mostra una diminuzione. Se il materiale seguisse an-
cora la caratteristica delle deformazioni crescenti, i valori
di P, e P, varierebbero secondo le linee a tratto dellastes—
sa figura. Invece, intervenendo il modulo E nella [188] do-
ve P_ e'il valore di P, corrispondente al punto X, si tro-
va che il fenomeno procede secondo le linee a tratto continuo.
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La corrispondente relazione fra inflessioni e carico e'rappre-
sentata nella fig.160; fino al punto [ che corrisponde alla
situazione per la quale

P, raggiunge il massi-

mo, le deformazioni 'si

mantengono esigue.Oltre

quel punto la legge in-

crementale devia dalla

linea a tratto che ha per

.asintoto il valore P =

=P, e si dirige verso

l'asintoto P = P_. Ri-

sulta quindi che 1l7in-

cremento di rigidezza che

comporta la presenza del

modulo £ nella [188]

modera l'incremento di

deformazione a confron-

to con le inflessioni che

si produrrebbero se an-

che le fibre 2 reagis-

sero secondo il modulo

_Ey. Pero’ l'incremento
" prosegue indicando .ef-
fetti rilevanti.Il com-

portamento dell’asta ini-

Fig. 159 ' zialmente diritta puo’

pensarsi come caso 1li-

mite, per a, — O. L'asta si mantiene diritta fino al punto #

ha/a

Fig. 160

0,5PtJ‘

(fig.159) corrispondente a P = P;; da questo punto P, va de-
crescendo mentre P, cresce rapidamente; la corrispondente
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legge di variazione delle deformazioni e' rappresentata nella
fig.160.

Da gquesta analisi si traggono le conclusioni seguenti.
L'asta con una, sia pure, piccolissima deformazione iniziale,
prima di raggiungere il carico dato dalla [184] presenta una’
inflessione rapidamente crescente. E'vero che le fibre che si
trovano dal lato convesso (le quali per la sola inflessione
dell*asta dovrebbero allungarsi) subiscono un regressc nel lo-
ro accorciamento e quindi presentano una rigidezza maggiore di
quella corrispondente alla tangente alla curva ~U(€); pero’ la
deformazione (e con questa, la sollecitazione nelle fibre phr
caricate) assume per carichi poco superiori a Pt valori as-
sai piu’grandi di quelli che si potrebbero prevedere in Dbase
al valore di P,.. Infatti, se si applicasse la [166] ponendo
per Pc il valore P, per la stessa deformazione iniziale a
cui si riferisce la curva a della fig.l180 si troverebbe 1la
linea b punteggiata; il confronto mostra 1 importanza del fe-
nomeno ricavato da Shanley. Si deve ancora osservare che altri
fattori contribuiscono ad aggdravare la situazione dell'asta
gquando. 1 inflessione ha avuto inizio: fra questi, la curvatu-
ra d20/de? della caratteristica, in conseguenza della quale
le fibre piu caricate reagiranno con sforzi inferiori a quel-
11 qui previsti in base ad una caratteristica rettilinea. Si
conclude che il carico P, e'assai piu'prossimo a guello di
collasso che il carico Pr' In accordo coi risultati sperimen—
tali si puo’ quindi ritenere che la formula del modulo tangen-
te [183) rappresenti con sufficiente precisione la tensione di
collasso. Essa ha il pregio di mettere in relazione il compor-
tamento delle aste corte con la caratteristica xo(e) del ma-
teriale; col suo uso si possono prevedere con sufficiente fon-
damento le proprieta’di aste costituite con materiall diffe-
renti purche'di questi si conoscano le caratteristiche (¥).

va infine sottolineato il valore concettuale della teoria
di Shanley: essa mostra che la condizione di equilibrio indif-
ferente che caratterizza la situazione critica nel senso clas-
sico puc’condurre ad erronee conclusioni e che e’ necessario
esaminare il processo del cedimento nella sua graduale evolu-
zione, specialmente in campo anelastico.

(*) Dalla [183] si calcola immediatamente il valore di A per cui una
certa tensione critica viene raggiunta, poiche’ Ei e'una funzione nota
di ©; invece il caleolo di 'O per una data snellezza non puo'’ efettuar—
si direttamente perche' questa dipendenza Et(o) non e' rappresentabile
con un polinomio semplice. I calcoli di tentativo sono pero' facilitati se
si ricava A come funzione di 0O e si traccia la curva corrispondente
nella fig.154.
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