APPENDICE

5 Al Deduzione vettoriale della dilatazione. (Indichiamo :con
e il vattoﬁeache va dalliorigine ( -al punto gemnerico P
osszia, se 1,7, sono 1 versori degli assi sul Quall si mi-
surano le ccoordinate x,¥,2, scriviamo

E = xt + y7 +.zz [a1}

Se P etun punto di una curva a definita in forma pa-
rametrica esprimendo x,¥,2 come funzioni di .una wvariabile
£q, in modo che a ciascun valore di questa corrisponda un de-
terminato punto della gurva, e vicewersa, l'argo elementare di
a_ :sara dato da d§ = £ d§, indicandosi con £ la derivata
BEL/B8&, 1(*). Indichiamo com £,y 1l module di £ : se per &,
si assume lo sviluppo della curva a misurato da un suo pun-
to qualsiasi, e' A, = 1. Il versore tangente alla curva e'da- .
to da @ = */hy: esso e'costante se a e‘una retta. :

Nella deformazione il punte P wviene in P’/ (fig.2); 1a
curva a si trasforma nella a’; il vettore che va da O a]_;
punto denerico della o' e'rappresentato da £ + 7, essendo 7
il vettore spostamentc che si serive

| % = Wi # v? + wh [A2]

Lo stesso parametro &; puo’ servire a definire 1l pumto
generico della curva &', in modo che punti corrispordenti nel-
la deformazione abbiano uguale coordinata &,: anche le com-
ponenti u,v,w saranno funzioni assegnate di §a- Ltarco ele-
mentare di a'! e'espresso da {& + ﬁ')dfﬂ. 11 rapporto fra la
lunghezza di questo arco e la lunghezza originaria h,d, rap-
presenta per definizione il numero 1 + €. Scriviamo quindi

hall 4 €g) =V (Z+F)-(E+7)

(*} Welle applicazioni si ha di solito un insieme di curve come la 4,
ciascuna definita fissando i valori di certi parametri: per questo usia—
mo il .segno di derivata parsziale.a indicare che questl parametri sono te—

nuti fissi mentre :£; viene varisto. al percorrere:la curva 4.
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e quindi

eg V14 (280 + 7 H)/ k2 [43]

Trascurandosi 1 guadratil degli spostamentia a;frcnte dei
termini lineari si dovra'cancellare l'addendo 7 -7 in paren-
tesi; inoltre sviluppando in serie la rédice, sl arrestera’ lo
sviluppo al secondo termine. Si trova cosi'

€q = g.'ﬁ [A/-l]'

Si noti che lr'espressione [43] da' i1 valore esatto della
dllata21one anche nel caso di spostamenti finiti, ossia quan-
do sia n dello stesso ordine di § Ad es., se il corpo ef-
fettua una rotazione di 180° intornc all'asse 2, si ha

- -+
E+ 7= xT-y] + zk
e quindi

=
E4 = ad - af + aghlg

s€ Q. 4y, %, Sono i coseni direttori della tangente alla a,
ossia lg componentl dl a. Sostltuendo nella [A3] 1le espres—
sioni —-(axi + ayj + azk)has %': (—2ax?—-2ayj)ha 2i trova
esattamente €4 = 0. Invece la [A4] darebbe il risultato er-
romec €5 = 23%-—2.

A2. DeduZione vettoriale dello scorrimento. Per il medesi-
‘mo puntoc P passi una curva & :(fig.2) lungo la quale si sta-
bilisce la coordinata ¢&). L'arco elementare della curva b
e' rappresentato dal vettore f’dfb, indicandosi «con §’ la
derivata 8&7855. '8i indica cgn hb i1 modulo di -g’.Sl sup-
porra' che nel punto P sia § f’ = Q: ossia, che le curve a
e b si taglino ad angolo retto.

Nella deformazione le curve «,b si +trasformano nelle

, b’ (fig.2) passanti per P’/. Indichiamo con 7,y il com-
plemento dell‘angolo che le tangentl alle a’, b’ formano in P.
Poiche'i vettori T4 n ; to4 n sono tangenti alle due cur-
ve sara!’

sin vy, = (E+7)-(F 4 FVNELFNE + 3] [as]

Il pgodotto scalare che figura a numeratore viene ridot-
to a -7 + £1-7" tenendo conto dell'ortogonalita’ ?b =0
e trascurando i termini quadratici negli spestamenti; essc ef
dungue piccolo come gli spostamenti. Conseguentemente si po-
trafsostituire sin Y,, con Ygbh € nel denominatore del se-
condo membro il modulo di & 4+ 7 puo' essere sostituito con h,
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-
e quello di &' + %' con hk,. Si ha quindi

. >, "r -,
Ay Vol = € *h + &%y [46]
L'espressione [A5] da’risultati esatti anche nel caso di
spostamenti finiti. Ad es., per una rotazione del corpo di

180° intorno a 2, e'
- ] 2
&F of —‘;?’I = (_48}:7' "ﬁ-yj‘? + ﬁzk)hb

se si indicano con f,,4,,8, i coseni direttori della tangen-
te alla curva &; l'espressione a secondo membro della [a5]
sl annulla perche’viene a contenere a numeratore il fattore
AyBy + ayBy + azB, = 0. Invece la [A8] da’ il risultato erro

neo  Y,p = 4az8;.

A3. Dilatazioni:e scorrimenti:in coordinate .ortogonali o
cilindriche. ‘e [44] e [4A&] hanno il predgio di fornire imme-
diatamente le espressioni delle compomnenti di deformazione in
qualsiasi riferimento. Cosi' in coordinate cartesiane, se gi
assumono per le linee a,b rette parallele agliazsl x,¥ ri-
spettivamente, e si pone §; =x, €, = ¥, si ha

E:? 5;‘:_’ ?B_’gz?l‘ ?a_i;—% ",3_{]’:@

X 4 fx Ox ' gy 8y~ 1" g dx
e quindi dalla [A4] si ottiene subito la [1] e dalla [48] 1a
[4].

Consideriamo ora il sistema di .coordinate cilindriche,
vantaggiosamente adoperato in problemi relativi a corpl ‘dota-
ti di simmetria assiale. La coordinata 2z, secondo l'asse di
versore k& (fig.Al} e'qui misurata come nel riferimento car—
tesiano. Differiscono.le altre coordinate: r, distanza radia-
le di P, misurata normalmente a , nella direzione del ver—
sore 1, e &, longitudine, angole che ‘il pianc per P e per
l'asse =z fa col pilano xz. Si ha quindi

=+ 4 2k [a7]
F =71 cosd+ 7 sind [48]
-

Indicando con ¢ il versore normale al piano per P e
per l'asse 2, =i ha

-+

t =— 7 sin® + 7 cosh = dr/db [ag]
dt/d®= - ¥ [a10]
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Per gli spostamenti si scrive la definizione

3= uF + vt + wh

che introduce le componenti radiale
assiale
3%/32 sono immediate perche’ 7.t &
da 2. Nella derivazione rispetto a
[49]), fA10] e si trova

an du . )a i v &
i O f— — WY ]
o b a%

Fig. Al

w dello spostamento. Lg es ressioni

fa11]

2, circonferenziale v e
di  A7Y/Br e
non dipendono da r ne'

si tengono presenti le

fglz]

Inoltre, gquando si prenda come linea a un parallelo r=cost,
z = cost, si ha h, = r; cosi'dalle [2a4] e [aB] si trovano con

facile calceolo le esPrssgion} delle dilatazioni

le fibre parallele a r,I e k

rimenti
' du . u Av
Ef:;?:—'ea:—;—i-;g}@m’
Av 1 /0u 3
?’r&:a*t(@f )
_ Ou  Bw
Yar S g

) = +
s T a8 Bz

€, €9, € del-

rispettivamente e degli scor-

Aw
62:3—3

w Ay

[413]
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te per ‘le curve a,b

li9

Scorrimenti e dilatazioni :su direzioni -arbitrarie. Scel-
due rette ortogonali di coseni diretto-

ri g, ay,a; e By, B,.8;, misurando lungo gqueste le coordi-
nate §a,§b, si ha
x , ady . Bz
ax:—u—,aw:—,_.,ﬁz:-—-—-,h = Ky o= g
&g Ba ' 356 “ b
Secondo la derlivazione delle funzioni implicite si ha
dunque i .
an an 87
5
= g — a, + — a [a14]
¥ EE TET T, % :
A - an 87
A= — B +— B, +— [a15]
ax ¥ ay ° 8z %
Quindi la [46] si puo' scrivere
T B o o i B
: = lay —+ ay, — + a, — |- 4+ + Bzk) +
Yab ( Py LY B v 53) (5x ﬁ&] Bz )
F -3 - ¥y,
3. f an a7 an
+(a.r?+a'y.},+azk)' ﬁx_+ﬁ-y_+ﬁz— ]:Ale:[
dx Ay Az
Raccogliendo separatamente i termini che contengono a fat—
tore B,,B,.B; si ottiene
Yab = BeDy + B0y + BzD; [417]
essendo '
Dy = R2€pty + VyyOy + Ygys
Dy = Beyay + Vygly + Veyly [a18]
Dy = 2eza; + Yzpoy + ¥y,
-
Indichiamo con d, il vettore di componenti Dy,Dly, Dz,
ottenuto mediante la trasformgzione [A18] dal versore a del-

la retta @; indichiamo con dﬁ il
analoda trasformazione dal wversore
la retta
le due forme equivalenti

- 2
Yab = 84y =

Confrontando la [44] con la [48] =i nota che
2¢,

seconda s8i ottiene il walcore di
do =81 sostituisca alla direzione
la [A17] si ha

26, = 0Dy + a,D, + a D, = G-dg

vettore che =i ottiene con
-3 - g
b= Bt + Byy + Bzk del-

b. 8i trova cosi'che la [A16] puc'essere posta nel-

b-d, [a18]
da gquesta

al posto di Yqp duan-

la stessa a. Quindi dal-
[A20]
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A%. Direzioni principali:della deformazione. :Secondo .la
[A19] risulta Y.} o Q comungue si scelga il wvettore nor-
male ad & gqualora d,, sia parallelo ad 4. Secondo la [A19]
il modulo del vgttors .fﬂ in gueste condizioni e'datoda 2¢€,.
L'eguaglianza d; = 2€z@ si traduce .in tre equazioni lineari
omeogenee nei cosenl Gy, Ay, 0z- Queste_ammettono spluzione se
e'nulloc il determinante dei coefficientl

2€y — R€q Yoy Yzx
D = Mg 2€, — R€4 o faz1]
Yex VYyz 2€, — 2€4

ta condizione D — 0 costituisce un'equazione di ‘terzo
grado in €4 le cui tre radici €, €,, €5, Sempre reali, sono
dette dilatazioni principali. La direzione lungo la quale si
verifica la dilatazione rappresentata da una delle radici e’
ottenuta risolvendo due delle equazioni scalari di cui D e
i1 determinante, insieme con la relazione a; + aﬁ + ai = 1.

Se E e 3 sgno le direzioni relative alle radici €, &
€, sara 3; = 2€5a , Jb = 2623. Tenendo presente l'eduaglian-—
za dg-b = Jb.ﬁ si conclude che, 'se €, # €,, deve essere
2.5 = o: ossia, le direzioni lungo le quall si hanno .le dila—
tazlioni principalil sono fra loro ortogonali.

Se alla direzione a4 si da'una variazione infinitesima
da, il wvettore da essendo ortogonale ad 2 in virtu' della
relazione a&.-de che si ricava differenziando 1'identita’ 22 =
= 1, puo'essere espresso dal prodeotto .b.d¢, essendo de 11
modulo di da. Il corrispondente incremento di a ¢'dato da

pdc. Quindi differenziando la [420] si ha

2de, = yqpdc [az2]

Questa espressione si annulla se @ e'direzione princi-
pzle: quindi, per qualungue variazione infinitesima di dire-
zione intorno ad ‘una direzione principale, la variazione pri-
ma della dilatzzione e'nulla.

A6. Condizioni di congruenza. Indicando con Y,Y,7 1le de-
rivazioni 8/0x ,8/8y ,8/8z, si effettuano su ciascuna delle
relazioni [11-[8} le derivazioni X2,Y2,72, XV, YZ, ZX. Bi otten-
dono cosi’ 6.6 = 36 equazioni contenenti le derivate terze di
u,v,w: ossia, ad es., per u  s51 hanmo le derivate X¥su , Y9u,
78y , X2Yu , Y27u , 72Xu , XY2u , YZ22%u , ZX%u , XYZu. Tall derivate

in totale ammontano a 30; eliminandole si ricavano 386 -30 = &



equazioni, che si serivono

32 ’}2 ' 82
€ . (1= €y - Ve [AEB]
Aye Ax2 Ax Oy
7y 4 Py . %5z [A24]
GEE fye Ay Az }
d2ey  B%6x _ Myan [425)
Ax2 A2 dz dx
f2¢e a{n v 7
rew 8 Yy g ClxE TVyz [a26]
Ay dz dx\ Oz 8y dx
e, O (Fyyy  Be  DVax [427]
Az Ox dy\ Ax dz Ay
A2e aja a a
Z = __{_Zﬂ + Vzy n‘-") [aza)
Ax By Bz Ay fAx fz

'A7. Proprietatdi equilibrio delle tensioni. '3i dice unifer-
me un campo di tensioni se i vettorl Ei,ﬁg,gk {e gquindi le
loro componenti} non variano da punto a punto. Dalle condizio-
ni dj eguilibrio per i campi uniformi 51 deducono facilmente
certe relazioni, la cui estensione ai campl pon miformi e’ pol
immediata:

a} Isoliamo dal corpo 1in tensione uniforme un cubo di lato
A. le forze sulle facce opposte sono uguall e coptrarie: per-
che! 1a risultante delle forze g1l cubo sia nulla comunque que—
eto sia scelto occorre che non vi siano forze di massa.Consi-
deriamo ora una condizione di eguilibrio alla rotazione. Hia-
no E, i versori normali alle facce che nella fig.Bb =1 pro-
iettanc nei segmenti 04, 0B. Nella condizione drequilibrio del
momenti rispetto allo spigolo per P normale ad & e b, del-
le tensioni esistentl sulle facce del cube, intervengono 5010
le comporienti parallele ad 2 o 3; fra gueste le sole compo—
nenti i cui effetti non sianc compensati dalle azioni contra-
rie esistenti sulle facce opposte sono le tensioni tangenzia-
1i 745+ Tha Per l'equilibrio di tali momenti, omettendo 1l
fattore comune A%, si ha l'eguazione

Tat = "bha [azg]

I.'estensiocne di questa relazione al caso di campononuni—
forme si effettua facendo tendere & 2ero la lunghezza & del
1ati del cubo: appare cosl’ che npelleguazione considerata,ol-
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tre ai termini 7,8, 7,, A% entranc solo termini dell'ordi-
ne di A4 {a meno che coppie dell'ordine di A?f agiscano sul-
la massa racchiusa entro il cubo). Quindi la [A20] sussiste
invariata per il campo non uniforme, al limite A-Q.

b) 81 consideri un poliedro, staccato dal corpd in tensio-
ne uniforme. Sia "Ei 1l versore della normale uscente dalla
faccia generica, di area 4;, sulla quale agisca il wvettore
tensione ;. Per l'equilibrio del poliedro deve essere

Z 4y =0 [430]

la sommatoria essendo estesa a tutte le facce.

Per estendere la [AB0] al caso di tensioni non uniformi,
si deve .intendere che -31 rappresentl il valor medio del vet-
tore o sulla faccia 4; e si deve includere la forza agen—
te sulla massa Eel poliedro. Indicando con V il volume di
questo e con Vf 1la forza di massa, si ha

S48, + V=0 [A31]

c}l 31 consideri 11 tetraedro avente una faccia normale al
versore 4 = ax? £ ayf + azz, e tre facce sui piani coordina-
ti {fig.A2). Se A e'l'aea del-
la faccia ABC, la PBC che ne
costituisce la proiezione sul
piano nermale a x avra l'area
apd. Su questaz .la tensiome &y
e'data da —@,, poiche',se o, >0,
la normale uscente avra’® wverso
oprosto all'asse x. Similmente
saranno —ayAG&, mazAgz le for-
ze sulle facce PAB e PAC. Quin-
di, dalla [A30], dividendo per
4 si hg l'espressione della ten—
sione oy SHLla facela normale
al versore a:

X Fig. A2

Bb = afax + a,gﬁ + agaz {a32]

L'espressione sussiste anche se il campo non e'uniforme,
quande si faccia accostare indefinitamente la faccia ABC -a
P, si'che V/4 tenda =a Zero; al limite le & che entrano rel-
la [A32] rappresentano i valori in P.

d) Si consideri un cubo con spigoli paralleli agli assi

x,¥,2, staccato da un corpo in tensione non uniforme. I due
addendi della [A31] relativi alle facce normali a x, a meno
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di potenze superiori di A si possono scrivere

i

, | 8 "
Ty + 'gf Ay Az, —o A

Aggiungendo a questi i termini analoghib relativi alle
facce nmormali a y e a =z, ¢ il termine A8f, e infine divi-
dendo per % si ha l'equazione

pb, Bo, 8
G PR AL R R, SR [A33]
Ax Ay Az

‘A8. Le tensioni principali..D§l=vettore Bh relativo ad una
giacitura generica, di normale &, =i ottiene la componente
tangenziale Tag nella direzione ? normale ad 4 per pro-

-

iezione: Tup = oh.Z. Ci domandiamo se esista una direzione &
per la gquale sia T p = 0 comungue si scelga , normale. ad
T - - i

d: per questo deve essere ‘Ug = ogd, essendo ag la relativa

tensione normale. Ossia, secondo la [a32], deve essere
: T 5 > >
a0 = 040y + Gyo, + a0z [An4]

Per proiezione sui tre assi, da gquesta equazione vetto-
riale se ne ottengono_tre scalari, lineari omogenee nei cose-
ni diretbtori a,, &y, %y della direziocne cercata:

ax(or-—oh) + Ay Ty + azTéx =0
ApTey + ay(gy';oh) + ayTyz = 0O [A35]

AyTzy + OyTyz azﬁoz—-oa) = 0

Queste ammettono soluzione sole se efnullo il determinan-—
te dei coefficienti. Eguagliando a zero tale determinante si
ha un'equazione di terzo grado in Og4 le cui tre radici,sem—
pre realli, rappresentano le tensioni principali ¢4,9,,95 - A
ciaszcuna delle radici corrisponde una direzione che si indi-
vidua risolvendo due delle equazioni [A35] insieme con L'iden—
tita' ai + af + a2 = 1. Le tre direzionl cosi’ ottenute sono
ortogonali fra loro, come si dimostra in base alla [A29].

i A oA 4 . : g e "

Siano @,d,,dg €11 angoli che 1la direzione & generica

4 i . N s = : s 2 g H 1

fa con le direzioni principali a,,8,,85 € SI1ANO Gy, 0y, 0y 1

relativi coseni. Poiche' i wvettori tensione per i piani coor-
i o 2 = 2 brd -

dinati di guesto riferimento sonoc 0,2, ,Ty0, , TUglg, Sara’per

1a [a32] _ ,
- - -

g = A0y 8y + 00,3, + agcgig [A38]

Quindi, indicando con T4 la tensione tangenziale risul-
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; > ; :
tante nel piano normale ad a4, otteniamo

> 3
Oy = Cgea = aio& + a20 + ag . [A437]
o + 73 = % = afof + alel + a2 {ace]

Da queste relazioni, con faclle calcolo 'si ha

o2 +.T§-_th02 +og) = oi(ol-Oﬁ-oé)af—‘(ag + ag)oloﬁ [439]
Per a,; costante, l'espressione a secondo membro ha va-
lore costante perche' af + a2 = 1-a?; nel piano 04,7, ipun
ti rappresentativi dell‘equazione [A39] cadonc allora su un
cerchic che ‘ha il centro nel punto di ascissa (aé +“°b)/2
Dtaltra parte, nel punto del corpo che si considera, le dire-
zioni per le quali &, e'costante costituiscono un cono di
semiapertura @, e asse a,: le tensioni sulle giaciture nor—
mali alle generatrici d4i guesto cono sono rappresentate da
punti ‘del cerchio anzidetto. In particolare stanno su questo
cerchio (fig.11) i punti B&,C, corrispondenti rispettivamente

ai piani paralleli alle dlre21on1 2,53 ‘(ossia aventi le
> = 3 . P

normall nel piani al g aiag, sempre inclinate di &y ‘su

alj. Quindi noto 1'angolo .al, il cerchio, del guale e'segna-

to in figdura l'arco BC +tratteggiato) e'subito individuato
considerando che la B(C taglia l'asse delle ¢ nel punto di
ascissa oy sotto un angolo complementare di "aa. Analogamen -
te, in base all'angolo @y, si determimano i punti D, E .. Il
cerchie che 1i contiene, con centro nel punto di -ascissa
(o +-oé)/2 interseca il cerchio precedente nel punto P le
cui coordinate rappresentano i valori di w0z e 74. Cosi’ per
una giacitura gualsiasi, noti gli angoli &, e &, si costrui-
sce il punto rappresentativo della tensicne in quel punto. Lo
angolo &,, legato a &, e &y dalla relazione 2+ a2+ a? =
= 1, puo’ essere usato nella costruzione in sostltu31one di uno
degli altri due, con riferimentec alla retta o = Ty«

A9, PDeduzione analitica dell’equazione dei lavori virtuali.
Serniviamo, per:il teorema di Gauss,

ar aQ
f(ax s 33)031«' = [(axP + a,0 + azR}ds

1'1ntegrale a primo membro essendo .estesc al volume del corpo,
quello a secondo alla superficie di contorno, a,,d,}d, essen-
do i coseni diretteri della normale ad essa e dS il suo ele-



125

mento di area. Posto
. - _-’a-) —.")._’b
P=op-nb , 0 b, R =057

tenendo presente la [433], per l'integrando a primo membro si
ottiene l'espressione

anb amp atr o
2a bt/ ] > _ R
Ty '—8'; + Cy - B—y + Lo Py fa. 'T}'b [a40)

I1 fattore di 'Ug in questa espressione ¢! costltulto da

(Hnb/ﬂx) = eb,.quello di Tgy e' dato da . (AT /Bx) +

+ t-(ﬁnb/ay) = 7ry Analoghe considerazioni per gll altri ter—

mini mostranc che i primi tre addendi si riduconc alla forma

{od. eb}. L'1ntegrando del TI membro, grazie alla [A32] da' 1la

espressione oﬂ Th. Si ottieme quindi l'eguagiianza [18] con
Lg espresso secondo la [15] e

ab ff“ nbdv —I-jo* TbdS [A41]

Nel secondc integrale, il prodotto 33&5 rappresenta la
forza applicata all'elementc dS della superficie di contor-
no. Si osservi come nella trasformazione dell'espressione [A40]
si e' fatto uso delle relazioni [1]-[8] della teoria lineare.
La prova gquindi implica la piccolezza degli spostamenti b

Al10. Teoremi di minima energia. Con simboli da specificare
caso per casoc poniamo '

1 : :
V= e [(-o-e)dv_zﬁ’-ﬁ (A42]
o 7 ;

I} Sia fissato un certo numerc dl spostamenti ﬁ e ad es-—
5i si estenda la sommatoria nella [A428]. Sia o, una configdu-
razione di tensigni in equilibrio sotto certi carichi,ovunque
fissati eccetto per 1 termini della sommatoria anzidettia, do-—
ve le o, danno certe forze fy; sia Hfi il valore @i W che
da' la [Aa42] per o = o , 7= ? , € = €, essendo queste le
defeoermazion?: corrispondenti alle o, secondo lalegge 41 Hooke.
Sia @, = o, + Ac una configurazione in eguilibrio sotto i
medesimi carichi fissi, avarlando solo quelli della sommatoria
che prendono i valeori fF, = F, + AF e sia in gqueste condizio-
ni ¥ = WfQ; la corriSpondente deformazione €, = € + A€ we-
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rifichi la condizione di congruenza
: ; -
(Ao-e,)dV = 5 AF-7, [A43]

. ) : - > > >

Sostituendo nella [A42] o =0, =0, - Ao, F = F, = F,-AF,

€ = €, = €, - A€, trasformando l'integrale come s'e’ fatto per

dedurre la [27} dalla [24] e tenendo conto della [A43] si ot-
tiene '

Ve, = Wy, +'~—12—‘/‘(Acr. Ae)dV [a44]

L'integrale nella [A44] ha certamente valore positivo,
per le proprieta’dellenergia elastica; quindi &’ ?fe < Wfl'

Ne segue che lieffettivo valore di W, corrispondente alla rea—
le configurazione che soddisfa alla [A43) per qualungue si-
stema Ao e'il minimoc valore che ‘KF, assuma per gqualunque
configurazione equilibrata. Questo teorema e'una generalizza-—
zione di quello d4i Menabrea, .al quale esso si riduce se gli
spostamenti che si assegnano sono tutti nulli. In piu’ esso sta-
bilisce un confronto fra due soluzioni equilibrate ma possi-
bilmente entrambe non congruenti: per quella che wverifica la
[A43] si accerta la riduzione nel valore di W. L espressicne
di o, puc‘contenere fattori indeterminati (iperstatiche) .in
un numeroc n: soddisfatte n -1 equazioni [A43] con l'aggiun—
ta d1 una posizione arbitraria, quando:si sostituisce guesta
ultima con untequazione [A43] si viene a ribassare il valore
di W, : '

Si rileva ancora la pdssibilitafdi variantl nellfappli-
cazione che viene offerta dalla facolta'di ridurre o estende-
re la sommatoria. Infatti gli spostamenti che vi si pongono
lon sono necessariamente tutti motl a priori: - -alcuni posscno
esservi introdotti come incognite da calcolare. Con un maggior
numero di addendi le condizioni per .le tensionl sonc meno strin-
genti; la loro classe corrispondentemente $i amplia, accre-
scendosil in paril tempo il numero delle equazioni [A48L]E qua—
li possone fornire anche gli spostamenti che appaiono a fat-
tori nella sommatoria. Il processo ha analegia con guanto sl
fa nel calcolo delle variamioni guando . .le condizioni sussidia-—
rie vengono incluse, mediante i moltiplicatori di Lagrange
nella funzione da minimizzare.

I1) Sia fissato un certo numero di earichi E e ad essl si
estenda la sommatoria nella [A42]. Sia €, una deformazione
congruente sotto assegnati vincoli (fissi o mobili), per la
quale ¢gli spostamenti nella sommatoria assumono certi wvalori
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ﬁl; sia W, 1l valore di ¥ calcolato per € = €, = ﬁ;,
con le temsioni o, che corrispondonc alle ¢, secondo la leg-
ge di Hooke. Sia €, = €, + He& una configurazione congruente
sotto 1 medesimi vincoll, per la quale gli spostamenti mnelia
sommatoria, le tensioni ¢ W assumano rispettivamente i va-
lori ﬁz = %1 + A% y g =y F B W&Q; sia soddisfatta 1la
condizione

f(»og sl JAR EE E-Aﬁ' [A45'J

Con analogo procedimento a quello che conduce alla [r44]
si deduce .una relazione formalmente identica a questa,solo Wf
essendo sostituito da W.; si prova cosi'che W, < #g, . Ne
segue che la deformaziocne effettiva, che soddisfa alla [245]
per qualunque sistema Ae¢, da'per Ws un valore piu basso che
gualunqgue '‘altra configurazione congruente. Questo, quando nel-
la sommatoria si includano tutti i carichi, e'il +teocrema di
minima energila potenziale totale. .

Le considerazlionil che si possono svolgere per VS corri-
spondonoc in analogia a quelle relative a Hf. Si stabilisce un
confronto fra due scluzioni congruentl ma possibilmente .en-
trambe non equilibrate: per guella che soddisfa alla [a45] si
accerta la riduzicne nel valore di W. Anche qui, per toglie-
re un addendo dalla sommatoria, si deve imporre un vincolo in
piw Aagll spostamenti.

Si osserva che le equazioni [443) o [A45] che si deduco-
no annullando .la variazione prima di ¥, potrebbero diretta-
mente essere scritte facendo uso delliequazione dei lavori vir-
tuall, Invece le ineguaglianze ottenute per Hf o W, posso-
no dare indicazioni addizionall 4i notevole importanza nella
riscluzione approssimata di problemi d'elasticita’, Vediamo co-
me questi risultatl si applichine ad una valutazione della ri-
gidezza di una struttura. Guesta sia soggdetta ad un sistema
di forze di cui una (F,.) wviene conmsiderata come rappresen-
tativa del sistema del carichi; assumiamo come entita' rappre-
sentativa della deformazione il rapporte m, fra il lavoro
{virtuale) dei carichi nella deformazione effettiva e F

I 05—
-
sia poniamo per definizicne di =7, l'espressione

L . E

B A— 7
o T rr

Adottiamo come misura della rigidezza § 1l rapporto F}/ﬂr =

= F3/2L, L essendo il lavoro di deformazione,esprimibile co-

me lavore interno o esterno secondo il teorema di Cleapeyren.

Se tutte le forze che fanno lavoro nellza deformuzione vengono




128

considerate come note (ossia vengono escluse dalla sommatoria
nel caleolo di Wf e incluse nel calcolo d4i ng nell:espres—
sione di W 81 ha una valutazione -approssimata per eccesso
di L e in quella di Ws una valutazione .approssimata per
eccesso di -L ossia per difetto di ‘L. Quindi, approssiman-
do la soluzione mediante una successicne di secluzioni equili-
‘brate ma non congruenti si valuta in difetto K; invece, ado-
perande soluzioni congruenti ma non equilibrate si valuta &
in eccesso. ‘Lo scarto fra i due valori puo’ servire utilmente
come indice della bonta’ dell'approssimazicne raggiunta. Quan—
to piuf stringenti siano le condizioni di congruenza . imposte
alla prima successione di soluzionli o quelle di eguilibrio
prescritte per la seconda, tante piu'dovra’ ridursi queilo
scarto. '

Conclusionl analoghe pogsono ottenersi considerando come
assegnati gli - spostamenti, assumendo uno di questi 7, come
rappresentativo e valutando R col valore -2L/n£. Nell'espres—
sione di Wf fche gqueszta volta include i1 carichi mnella som-—
matoria) si ha una valubtazione per difetto di L. e quindi di
R; in W invece si ha una wvalutaZione in eccesso di L e

s
di K.

All. La funzione :di torsione. La [g8] risulta identicamen—
te soddisfatta se si pone

T. = GFAY8y , Ty = - G&'a"g/ax [aae '] [a48"]

essendo { una funzione di x,Y¥ regolarmente derivabile,Inol-
tre, per la [82], lungo il contornc deve essere

Tpdy — T,dx = Ga’(a—(’ dx + % dy) = GH#FdL =0 [a47]
. dx By

Ossia _{ deve avere valore costante sul contorno, valere che
puo' assumersi = O poiche'l'aggiunta di una costante .alla [
non ha influenza sulle [A48]. Comungue si assegni la {, pur—
che'sia nulla sul contorno, dalle [A4B] si ottiene un sistema
equilibrato di tensioni, il quale ha per risultante una cop-
pia di momento

¥ = 2G§fJ{,dA [a48]

Infatti, su una striscia bdx (fig.A3) limitata da due
contigue parallele a ¥y e dal contorne ¢, la risultante del-
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le tensioni secondoc x vale

dx[ dy——Gﬁ'dx[— dy 0

perche' { = 0 agli estremi. Il momento di quelle tensicni ef

3.
—-dxfrxydy = - G¥dx gfydy = GfB?dx'/:: dy

Sommando gi effetti d4di tutte le stirisce, si trova che le ten-
sioni 7T,. equivalgono ad una cop—
pia G& [l d4d; sommando l’'uguale

contributc delle 7, si ottiene
la [A4B]. Da guesta, tenendo con—

to della [103] si ha 4
=2 fg dA [449] *
4 :

A definire la funzione .di
torsione [ wvale la condizione
di congruenza che, con le [448] da'

820/8x2 4+ 82./8y? = - 2 [as0]
Per 1la seZzlone semplicemen-— Fig. A3

te connessa il problema della tor-—

sione e’ dungue ricondotto alla determinazione della funzione
! che soddisfa alla [A50]) nei punti della sezione e si annul-
la sul contorno.

L,a risoluzione sperimentale del problema sopra indicato
puo’effettuarsi grazie all'enaelogia della membrana. ‘Una pel-
licola uniformemente tesa, ossia tale che, in gqualungue pumto,
con gualungue piano normale la si sezioni, eserciti forze nor-
mali alla sezione distribuite con la medesima intensital t,
viene sottoposta ad una pressione P uniformemente distribui-
ta; 1l contorno della membrana viene vincolato ad una 1linea
piana che riproduce i1l contorno della sezione; se gli sposta—
menti normall al piano che contiene tale linea sono pilceceli
rispetto alle dimensioni della membrana, indicati tali sposta—
menti con #${/t, si trova che la condiziocne diequilibrio del-
la membrana e'data dalla [A50]. I1 fenomeno della.tensione su-—
perficiale da'modo di realizzare queste condizioni:.la super-
ficie di separazione di due liguidi non miscibili di ugual
densita' costituisce una membrana uniformemente tesa, sogdetta

8 - P.CICALA
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solo a forze normali corrispondenti alla differénza di pres-—
sione che si crei fra i due liquidi. Intagliando in un dia-
framma un'épertura-a spigoli vivi costituenti una figura pia—
na simile alla sezione che si studia e rilevando gli sposta-
menti da guesto piano che si producone nei punti della super-
ficie di separazione vincolata a detto contorno, si ha modo di
ottenere una funzione simile alla { ricercata. Per determi-
nare 1l rapporto di scala bastera'misurare l'lnclinazione a
del piano tangente al contorno alla membrana lungo la linea di
contorno: l'equazione di equilibric alla traslazione in dire-
zione normale al @iano di vineelo

4 =t gizdl

l7integrale essendo effettuato lungo la linea dicontorno,perJ
mette di determinare il rapporto ﬁ/t fra le ordinate della
membrana e la [ (*). :

X OCRR
AN
A\ \Q

Fig. A4

.‘u\

Q0

4
'\\\
r/

Si osservi che la funzione ¢ da'una soluzione completa
del problema della torsione. La pendenza misura le tensioni 7
(fig.A4); la direzione della .linea di livello = costante e’
parallela al vettors' 7 e quindi da queste linee si hanno;le
traiettorie delle 7T ({curve tangenti in cilascun punto alla 7);
il valume racchiuso fra la superficie ! e il piano base mi-
sura seconde la [A48] i1 modulc torsionale.

Mumerosi metodi ‘sono stati sviluppati per il calcolo ap-
prossimato della funziome K {. Accenniamo a due procedimenti
che conducono ad approssimare da. parti opposte, ossia per ec-
cesso e per difetto, la caratteristica Jy.

(*} Vedi nota a pag.148.
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a) Si pone per { un'espressione del ‘tipo
r~ = :
L=Z8pfy (i = Gilassaan) [451]

essendo f; funziomni di x,y opportunamente scelte, che si
annullano sul contorno della sezione. 'Le costanti ' vengono
determinate mediante lteguazione dei lavori {secritta per un
tratto 2 = 1}

Hpp't = [?“-?’f’d/l ' [a52]

-

nella quale .si pone per 7P 1la tensione cheé corrisponde se—
condo le [A48] a [ = Z, con '9fb = 9"; per 76 gi pone la
tensione che corrisponde secondo le [A48] a [ = f; con G& =
= 1; quindi .e'secondoc la [A4B] '

;) :.-2./},,30!/4

Cosi'variande la scelta di f; da f, a fp, si hamnno
n+1 eguazioni lineari per 1 coefficienti Co,...,Cﬂ. i

Per qualungue scelta delle { le 7 derivantida { sod-
disfano a tutte le céndizioni di equilibric¢ nel.sollido sogget—
to 'ad un dato gradiente $ di torsione. Le condizioni di con-
gruenza derivate dalla [A52] si possono interpretare come con-
dizioni di minimo [A43] della quantita’ Wy definita nell’ap-
pendice A10,1}, con

>

f(o-e)dV: G2y, TE.-7=6H2ST [A53]

R 0 P
Ax Ay ;

Se Z fosse esatta soluzione della [ABO] "sarebbe J' =
= J" = J,. Guando si siano soddisfatte tutte le [A52] sie’ rea
lizzata l'eguaglianza J' = M e guindi Wg= - cF2J'/2. Quin-
di, in virtu' del teorema di minimo si puo' affermare che J' <
<< Jt' Ossia, la soluzione approssimata che si trova fornisce
per J; un valore inferiore al vero.

b) 8i pone ora per { un'espressione

L= fg ¥ ECQyT (i = dson, 1) [a55]
dove f, e'una funzione che soddisfa_élla'[Aso], ma,natural—
‘mente, non 'si annulla sul contorno {ad es.: Fq == x2); 1le

fi,-+--.fy sono funzioni armoniche, le quali soddisfano cioe’
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alla [Aao} con secondo membre nullo. Per qualunqgue scelta del-—
le {, le .7 c¢he si calcolano sostituende liespressione [as5]
velle [A48] dapno lucgo a deformazioni congruenti con un va—
lore fissato a piacere di ©°. Esse pero' non realizzano la con-
dizione di equilibrio al contorno [62). Scriviamo ancora la
equazione dei lavori [A52] assumendo come sistema a le T che
derivano dalla [A55] e come sistema & le T, = 8f,/8y, 7, =
= - 8f;/8x. S1 osserva che queste ultime tensioni . verificano
1a [99] con &, = 0, ossia con # = 0. Quindi il primo mem-
bro della [A52] e'nullo in gquesto caso: 1 termini .noti delle
equazioni derivano dalla funzione f,. Variando -la scelta di
fs -da f; a fy si hanno n egquazioni di .egquilibrio, che
determinanc le costanti C1"--:Cn- Queste equazionl si pos-
sono interpretare come condizieni di. minimo [A45] della guan-
tita’ K, definita nell'appendice AlQ,Il), con lu}q}egxwale
espresso secondo le [A53] e [A54]. La quantita’ S F.% e' qui
nulla perche’ le sole forze assegnate, quelle sul contorno del-
la sezione, sone nulle. Quindi qui risulta WS = G&H2J1/2. T
teorema di minimo assicura che la scluzione approssimata for-
nisce per J; 1l valore J! superiore al vero.

A12. Ingobbamento delle sezioni:nella torsiome, In denera—
:1le, ‘ka sollecitazione di torsione nel solido di Si.Venant daf
' : luogo a spostamenti w per i qua-
1i le sezioni non restance piane.
Considereremo il. caso delle sezio-
ni sottili, aperte o chiuse,ossia
semplicemente o pliuf volie conmesse.

Consideriamo un arco PQ di
linea media {fig.A5}, lungo il qua-
le si misura la coordinata | co-
me sviluppo, da P wverso (. In-
dichiamo con G& # la componente
di tensione tangente -alla linea.
Poniamo per un momento che l'asse
x. abbla la direzicne della tan-
gente all'arco in un punto A: co-
si'dalla [8] e dalla [36"] si ha

Au o
B g — A58
T az F 8x [ J

Fig. A5

Se r e'la distanza del cen-
tro  di rotazione della sezione dalla tangente in 4, e
u = 7B quindi, posto w = '%, tornando alla coordinata { in
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sostituzione di- x, si ha
dR/dl = T-r [457]
Ze la rotazione delle sezionl avvenisse intorno all'asse
z, di traccia 0, gli spostamenti u,v secondo le [104] sa-
rebbero u = - ¥zy, v = & zx essendo la coordinata 2z mi-
surata dalla sezione dove = 0. Dando al solido una rotazio-
ne 9“yc nel senso zx intorno all’asse ¥ della se zione
2 = 0 e una rotazicne ™ x% nel senso yz intorno all‘asse
x di quella sezione, gli spostamenti nel piano della sezione
z ' diventano i

uz-&!é(yc_&y) . :'S’z(x—-xc) [As58]

Con cio'si e'portate 1l centro di rotazicnme da ¢ in . C. .In-
dicando con &’ﬁo ¢li spostamenti 1w che si avrebbero se il
centro di rotazione fosse in (), si ha

B =4, + %Ly - yCx _ [a59]

Sostituendo questa esPréssione nella [A57] e consideran—
do che o', con le notazioni della figura, dy/dl =sin a,dx/dl =
= cosa, r-Yy“ cosa+ x” sina = ry, si trova

dwy/dl = T-rq [A80]

come si sarebbe ottenuto ponendeo in partenza il centro di ro-
tazione in (. Per integrazione dalla {[A60] si possono calco-
lare gli spostamenti col centro arbitrariamente fissato nel-
l'origine: poi mediante la [A59] si effettua il passaggio al-
la nuova posizicne di (.

Consideriamo, .ad es., il caso di un tubo circolare aper-—
to lungo la generatrice a = *+7, ¢li angoli a essendo mi-
surati nel centro del cerchio di sezione. In questo caso, trat-

: . s T S N . z
tandosi di sezione aperta €' 7 = 0 e quindi si ha wy =-rga:
il cerchio sl deforma in elica cilindrica. Se imnvece la sezio-
ne fosse chiusa, si troverebbe naturalmente & = O0: infatti

e ¥ = r,, secondo 1le [107].e Lios]. Per una sezione chiusa,
‘a cassone rettangolare con due lati di lunghezza 'b e spesso-
re s e due di lunghezza ¢ e spessore c¢s/b, si. trova che
7 vale c¢/2 per i lati lunghi & e /2 per quelli lunghi
¢. Quindi, ponendo l'origine degli assi nel ceniro del ret-
tangoclo si trova..ﬁb = 0 su tutta la sezione: la torsione non
produce ingobbamento della sezicne.
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Al13. :La trave cava con setti longitudinali. ‘Il c¢alcolo :di
una 'se3dione del tipo rappresentato nella fig.A8. puoc'effettuar-
‘51 facilmente se siadotta l'approssimazione delle sezioni sot-
‘tili. Allora a individuare la
‘distribuzione degli sforzi ba—
‘sta conoscere i Tlussi nei ra-
mi 418, A2B, A3F che compon-
gono. la sezione. Queste quan-
‘tita’' sono soggette alla condi— -
zione di equilibrio ¢, = g+
+ ¢y. Incltre si ha .da scri-
vere l'equazione di equilibrio

Flg. A6 : dei momenti; tenendeo conto dei-

; ‘la relazione fra i flussi per

considerare il flusse nel ramo 3 come creato dal confluire

dei flussi ¢ e -¢,, si pue'uguagliare il momento ¥, al-

la somma della coppia dovuta al flusso ¢, che percorre il

circuito chiusoc A3B14 e della coppia dovuta al :flusso g,

nel circuito A2834. Indiecando con £, , {1, :le aree racchiuse
rispettivamente dai due ecircuiti scriviamo '

We = 29,9 + 29,0, [a81]

Si osserva che integrando la. [A59] o la [A80] . lungo un
circuito chiuso il primo membro deve annullarsi se . gli 5posta—
menti w debbono essere continui. BQuindi:si ha per ogni ecir-
cuito chiusc entro la gezione

Eﬁ-? dl =20 [a82]

essendo (] lvarea racchiusa, e ‘7= ¢/Gs$ . Scritta la [482]
per i due circuiti ed eliminato 4 .si ha un'equazione che,
‘insieme con la [A81} permette di determinare i flussi:

9./ (a0 + A0 5 0,/ (3,0, + 2,0) = .
= ga/ (A0 — A, 0,) = Ht/a(A1ng G - hsoi ¥ st?) B

dove
=9, + 0,

e My,A,, Ay sono i valori di dl/s calcolati rigpettivamen-
te per rami 4iB, A2B e A3B. Infine, calcolando anche & =
= ¥,/GJ, dalle equazioni precedenti si ha

Jp = a0g 0 4+ A0 + AP/ 0uh, + 00, + AN ) [284]

S8i csserva che il flusso ¢4 dipende dalla differenza
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X, - 2,0, il cui valore e'ordinariamente assal minore che
i fattori a cui gli altri flussi sono proporzionali. In gene-
rale quindi ¢4 . ha entita’ trascurabile; se detta differenza
5i annulla, la sezione si comporta come se il diaframma non
esistesse e la [AA4] riconduce alla [111].

Analogamente si puo' svolgere il calcolo per le sezioni
con piuw' setti. I fluszsi nei setii, mediante equazioni 4i equi-
librio per i nodi di unione alla parete esterna, sl esprimono
in funzione dei flussi mnei circuiti confinanti. 81 scrivono
pol le [a62] per ciascuno dei circuiti e l'egquazione di equi-
iibrio dei momenti. Si hanno cosi'equazioni sufficienti a de-
terminare i flussi incogniti e il modulo torsionale della se-
zione.

Al14. I1 problema analitico del :taglie. La determinazione
rigorosa delle T come funzioni delle coordinate x,Y proce-—
de dall'eqguazione [50) che puo’ seriversi

dry/Px + 81,/8y + kix + kyy =0 - [ses]

e della [61] con la condizione al contorno [82]. Riferendoci
ad una generica sezione semplicemente connessa,indichiamc con
7’ le tensioni che si ottengono ponendo k; = O, 4k, = 1 nel-
1a [A85] e cancellando i termini a secondc membro della [a1].
Le componenti di 7' possono essere scritte nella forma

rho= - ay/ay , T, = 8l /8% -y2/2 [466]

Con cio'la_[A65] resta identicamente soddisfatta, menire
la [81] esige che sia 32Q;/3x2 + BQC;/6y2.=.O,.ossia che Q;
sia funzione armonica. I valori di {, somo fissati dalla
condizione al contorno

ALy ¥? 8L, ;¥R
% ldx A Xy =dl, - o dx =0
(ax 2) * By 4 bx .2

Quindi lungo il contornc deve essere

-

Q; =-E—ly2dx [a87]

-

‘1L'integrazione e'effettuata a partire da un punto chepuq
‘fissarsi ad arbitrio, perche®l’aggiunta di una costante a Ly
non ne altera gli effetti. La [Ae7] stabiligsee in modo univo-
co 1 walori di Q;, poiche’ compiendo 1'intero giro del con-

torno si ha éyf!dx = 0,
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Tenendo presente la formula di Green

ﬁSP/ﬁx + 8Q/0y)dd = é(de ~ Qdx) [a8a]
J

con P=0, 0= - Q;-ny/z si trova

'/'r;.dA— Jyy = Sg(é;. + xy2/2)dx = O

mentre con P = g;—3xy2/2, =0 siha

-

jT;dA— Jy = é(é; - 3xy2/2)dy

1l

- Sﬁ(yﬁdx + 3xy2dy)/2 = 0

Dunque le tensioni [A66] hanno una risultante le cui pro-
iezioni su x e y valgono rispettivamente J,, e J,. Esse
infatti corrispondono ad una forza tagliante nel piano di trac-
cia s, (fig.42}, nelle condizioni cioce'per cui x e’ l'asse
neutro di flessione.

Inoltre, ponendo nella [A&s]

P = U(8Ly/0x-y2/2) , 0= UL/ dy)

si itrova che

/?! t,d4 = 0 [469]

f
Poniamo nella formula di Green P=x{,, Q=y§;. 5i trova

-~ &

Wy + 2frlaa + JEZICE ﬁ;(my i o]

o

4
essendo M, 1l momento delle tensioni E rispette all'ori-
gine degli assi. Ponendo pol

P=yl . P Q=§;?—E’-vca—€—~’;
8x Ox Ay Oy
si trowva
P *
2jg;d_.4 = 55;;%5 [A71]
indicandosi con 7 la tensione tangente al contorno c¢he si
verifica sotto un momento per cui sia G& = 1; dl e lrele-

mento di contorno. Introducendo gli spostamenti :fr‘o definiti
in Al2 si ha

d{JO = P di — xdy + ydx
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Con questa relazione e con la [A71], mediante integrazio-
ni per parti lungo il contorno si trasforma la [A70] come segue

2[1’; = éﬂ}oyffdx - [xy2dA [ar72]

Cosi’il calcolo del momento delle 7! e ricondotto alla
riscluzione del problema della torsione.

Indichiamo ora con 7" 1le tensioni tangenti lungo il con-
torno le cul componenti soddisfanc alle

HT;/ex + AT, /By = 0 [a73]

ary  OTy v
— w = _ x4+ c [i’k741
ax Ay 1+ v( x)

con Gy coitante. i facile provare che, come le 7 di tor-
sione, le 7" hanno risultante nulla, gualunque ‘sia il valore
assegnato alla costante (.. Serivendo
L "
" v B Ly " v Ay

= - - IR, Ty T e e A75]
e 14+v Oy 4 1 +1v dx [

il calcolo delle F" e picondotte alla determinazione di una
funzione che si annulla sul contorne della sezione e che sod-
disfa allfeguazione

320,/0x2 + 821,/8y2 = x + ¢y [A78)

" "
Ponendo P = xl., 0 =y, nella [488] si trova il va-
X X -
lore del momenmbo, M; rispetto all'asse 2z delle T

" 2 tr .
¥, = - — /’Qdi [A77}]
+v.

1

Se si pone successivamente

- ﬂég _ ﬂié
.
fx ay

risultanc provate le eguaglianze

YT YA TAN W _f | -
f(—a—— 5; + —Fg 5’;)0}-44 —I 2./‘:,16344 = I{x + Cr)dA [ans]
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Cosi' 81 puo'esprimere il momento -N; mediante la funzio-

ne di torsione. N

. Le tensioni 77 aggiunte alle 7! danno lucgo -ad wna con-—
figurazione di sforzi che 'soddisfa a tutte le condizioni pre-
scritte per le 7 4i taglio. La scomposizione, suggerita dal
Weber, presenta noteveli vantaggi di chiarezza. Le tensioni
7' soddisfano alle condiziohi diﬁequilibrio e, per v =0, an—
che a quelle di congruenza. Le 7" intervengono .a rendere con-
gruente la deformazione, in presenza della contrazione tra-
sversale. :

Il calcolo delle tensioni corrispondenti a A3 =1,%,=0
procede in meodo perfettamente analoge a quello sopra indicato.
Si puc'definire anche gqui una prima distribuzione di ‘tensioni
7' espresse da '

f; = e 3{;/ﬁy foxBle . T = 8&;/8x [amg]
dove C,; e’ una funzione armonica che 'assume sul contorno del-
la sezione i1 valori '

B e szdy [480]
2

La risultante di gqueste tensioni ha componenti J, e Jy,
rispettivamente su x e Y. A gueste tensioni si agdiungono le

L N
' v dr v B
T; = s " T: = ey [aB1]
14+ v dy ' 1i+v Ox
" E:
dove Qy e'una funzione, nulla sul contorno, che sulla sezio-
ne verifica li'equazione
n ] R
92L,/0x2 + 820,/8y2 = y + ¢, [a82]

Le costanti ¢u,c, restanc da determinare in base alle
condizioni econ le quali, convenzionalmente si distingue la si-
tuazione di taglioc esente da torsione; se si adotta 1la posi-
zione &k, = O, e'da porre (¢, = G, = O; se si adottano le [130],
81 puo'calcolare ¢, annullando l'espressione [a76] e ¢, dal-
la analoga. Cosi'restazno definite le 77, mentre le 7' auto-
maticamente soddisfano alle [130] in virtu'della [Aa9].

Al15. Travi cave a pareti sottili. Queste strutture sonoc or-
dinariamente costituite da elementi longitudinali di rinforzo
{correnti} collegati da pannelli di picecclo spessore., Nel cal-
colo =i puo'ritenere che le tensioni ¢, si concentrinoc in un
certo numerco di punti (baricentri del correnti) e che fra l'uno
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e 1'altro di questi corrano archi di parete nei quali si ab-
biano solo tensioni tangenziali. Dalla [119} si riconosce che
lungo questi . archi esenti da tensioni o, il flusso ¢ deve
mantenersit costante.

Assegnando i numeri d'ordine dispari 1.3,...,%1,...,27-1
agli n correnti.(fig.A7), si indichi con #; ‘lo sforzo nel
corrente ¢, risultante delle
o, che si suppongono unifor-
memente distribuite sulla sua
sezione. 8i indica con G444 il
flusso nel pannello che ceolle-
ga i correnti f e 1+ 2. Dal-
ta [119] si ottiene

qi—1"?i+1'£ dy,;/dz [a83]

Sia q:+1 il flussc che si
avrebbe nel pannello i1+1 se _ Fig. AT
fosse nulloc il flusso 4§, nel .
pannello che unisce i correnti 2n- 1 e 1. Sommando alla faao)
le analoghe, recanti al posto di 4 gli indiei 4-2,....1
i trova

i ieq = BNy F <+ Np)/de - [a84]

Considerando che le tensioni nei correnti sono espresse

dalla [B5] si ottiene

: *

T
by = 3_(;‘:1.4:L oo 4 oxgAg) + J__x(y1_41 + ... + y;4;) [ass]
x

»

< %

essendo x4,¥; le coordinate del baricentro del corrente i,
di sezione 4;. Il flusso che wva dal corrente i al succes-
sivo e'dato da '

* .
Fi41 = J441 T o [4s6]

Con cio'i flussi possono essere tutti calecolati quando
sia noto g,. Per la determinazione di questa incognita, se
e'data in grandezza e posizicne la forza tagliante, bastera!
scrivere l'equazione dei momenti rispetto ad un polo qualsia-
si , oszia uguagliare il momento della forza applicata al mo-
mento Mq dei flussi che si puo' esprimere mediante la rela-
LZ1one

¥y = 2900+ Banly F os. 890 s [a87]

Le aree () - sono definite come mostra la fig.A7 per {1,. Il

primo addendo della [A87] rappresenta il momento dovuto al-
1'addendo 4q, che appare in tuttie le (a88]; il suo fattore (2
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e’ l'area racchiusa dalla linea che costitulisece la sezione del-
la parete.

Se si vuole calcolare la sezione nelle condizioni di ta-
glic esente da torsione (nel qual casc si conoscono T, 7T, ma
non la posizione della forza tagliante)] si determina Ip in
base alla condizlione di torsione nulla che, adottando lz for-
mulazione [130] si scrive

Sﬁqdl/s = gy édl/s + ﬁq*dl/s =0 [a88]

gli integrali essendo estesi all'interec circuito. Calcolato
cosi' ¢,, si adopera la [A87] per determinare la posizione del-
la forza tagliante. Il c¢alcolo, ripetuto per due diverse di-
rezioni della forza tagliante, conduce ad individuare per in-
tersezione il centro di taglio,

, La [a88] e'ottenuta dalla [130] considerando che qui
?-ttdg = (g/s)(1/20s)sdl, essendo 1 1l'area racchiusa dalla
linea media. Se si adotta la condizione &; = 0 a definire la
situazione di taglio puro, per l'espressione [488] si ha il
valore '

I

/(3Ty/§x-6rx/ay)dA.:

Dk, - B8/ C # ¥)

come si prova facendo usc della [468] e della [81]; si indi-
cano con 8, e &, i momenti statici rispetto agli assi x,y
‘baricentrici dell'area {l delimitata dalla linea media. La
{a88] risponde piu' precisamente alle condizicni che si attua—
no in pratica, essendo la struttura fornita di diaframmi tra-
sversali poco deformabili che elidono praticamente lreffetto
della contrazione trasversale. '

é('rxdx + 7,dy}

[A89]

1l

Al6., Trave cava con due :fiancate parallele. Come . applica-
zione della teoria del § A15 consideriamo lo schema di ‘strut—
tura alare bilongherone rappresentato nella fig.A8. I corren—
ti 1.3 con lranima compresa costituiscono una trave che di-
ciamo longherone anteriore; il longhercone posteriore e' forma-
to dai correnti 5,% e dall'anima che li collega. 8ia G' il
baricentro delle aree 1,3 ¢ (7 guello delle zree 5,7 . Il
baricentro G della sezione sta sulla 6'G" alla distanza
6’ = b4"/4 dalla trave anteriore, essenda A = AP A7 A7 =
=4, +4, . 4" = 4, + 4,. Con facile calcolo si trova

Je 20 ¢ P & w80, , Fas =l » & =serar/s [seg
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essendo Jr,oJ% 1 momenti drinerzia dei due longheroni rispet-—
‘4o agli assi paralleli a x per &' e G" rispettivamente e

m 1l'inelinazione della G'G" si «x.
Eg :
S ',
— 5
. &
oL Y ) 5
- -
PRI e il
] TQQ Phig ?
b y e,
| R S e
e B 4
— ..__b ez i -

\g

Fig. A8

L'asse ¥y e'asse neutro nella flessione deviata prodot-
ta da carichi contenuti nel pianoc di traccia G'G"; in queste
cogdizioni dalla [B85]}, con M: = ¥ = 0, si hanno le tensioni
-¥,/b4’ e M:/bA" rispettivamente nei longheroni anteriore e
posteriore,

‘Iia linea G’G" funziona da asse neutro quando 1l piano
di sollecitazione sia parallele a y. Detto ¥ il morento ¥,
in queste condizioni (Mg = 0) e indicando con ¥° le coor-
dinate misurate nella direzione ¥ a partire dalla G'G", dal-
la {85] si hanno ‘le tensioni

oy = Ny /(T + J") [a91]

Dalla coppia generica nel pilano di scllecitazione s (fi-

gura A8} rappresentata mediante una forza in § e una in G,
E F % * 5 < 5

8i ottengono i momenti N, e ¥ con la costruzione Iindicata

{poco diversa da quella suggerita nella fig.28). Similmente da
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una forza tagliante rappreientata dal vettore GR si otten-
gone le componenti T e T,.. :

Nelle condizioni T, =0, T, = T si hanno i flussi
TJ! : e '
7= 90 - HT?}T:T};S » G4 = T+ Gg = q0.+ EjE}T:T}?S [An2]
La condizione [AB8] si traduce nella equaziocne:
2b R’ A T f J"
%(§'ﬁ§?+gﬁ)23t+f(§ —Qa A,
essendo s, 5" g1i spessori delle anime 1-3 e 5-7 ed es-

sendo § lo zpessore delle pareti 3-5 e 1-%7; lo sviluppo di
quegli archi, in via d4i approssimazione, e’ritenuto.uguale al-
la distanza b fra le fisncate. Si osserva che, per la [483],
qualora 'sia Jf/s! = J%/s" il flusso e’nullo nelle pareti
3-5 ,7-1. In tal caso la forza tagliante divide la distanza
fra i due longheroni in ragione inversa alle rigidezze di quel-
le travi; ossia il centro di-taglio =si trova sulla. weriicale
baricentrica dei momenti d'inerzia J' e J".

Per una forza tagliante parallela alla G'G" si otten-
gono i flussi

Jy = do + T;Al/bA' ;G4 T 9o *+ T;/b s

(a94]
o = o + Tidy/bA"
Dalla [A88] si ottiene
2b ht h
L e i |
* By [405]
S fuf{ls  ANRT Aicdg O
b\ 4! Al s” A7 s
I flussi ¢, & gg si _annullano se Ay = A, A5 = 45
allora si ha g, = - g4 = Tx/zb. La risultante dei flussi in

tali condizioni agisce secondo la mediana del trapezio FE,E E.E,
i cui lati Egf, e E,E, rappresentano rispettivamente le ret-
te d'azione delle risultanti di flussi costanti negli archi
3-5 & 7-1 (assi di risultante dei due archi). Suando oltre
alle condizioni formulate, sussista 1 'eguaglianza J'/s = J"/s"
il centro di taglic si trova nell'intersezione di detta media-
na con la verticale baricentrica di masse J',J". In pratica
esso non e'mail molto discosto da tale posizione.
Rispetto al polo E; il momento dei flussi e'dato da

My = qobH + qqbh" : (a06]
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A17. Travi cave con setti longitudinali. Per:le sezioni piw’
volte connesse, 'a pareti sottili, il calcolo dei flussl puo!’
farsi in base alla [119] quando si conosca i1 flusso . in un
pannello per ciascuno dei circuiti che formano ler pareti di
contorno insieme coi setti. A determinare questi flussi wvalgo-
no' le eguazioni [A88] che vanno scritte per ciascun circuito,
se si wvuole determinare la configurazione di taglic senza tor-
sione, 'in assenza di contrazioni trasversali. BSe invece si vo-
¢gliono determinare le sollecitazionl corrispondenti ad un'as-
se¢dnata forzma trasversale, si scrivono per clascun clrcuito le
equazioni

éq di/s = 26¥ {ao7)

i

essendo Qi liarea che i1 cirecuito racchiude. In gueste equa-
zioni, cltre =alle incognite sopra menzionate appare il gra-
diente di torsione. EB1 ag-
giunge pero’ liequazione di _
equilibrio del momenti ri- Fa y EE.
spetto ad un asse mnormale —

alla sezione; comn cio' il 51— ‘
stema restia completato.

Ad es., per la seziomne’
della fig.A9, con 6 corren-
ti, avendosi due circuiti, ; 11
la [488] va scritta due vol-, 1 e el -
te per le condizioni d4i ta— e ly %0
¢lio puro. Supponendo che la :
seZione sia simmetrica ri- Fig. Ag
spetto alliasse ¥ e cari-
cata da una forza lungo quell‘asse, bastera'scrivere la [A88]
per meta’ sezione:

- o
—ii
0
L)
o
[
fuv
Mo
o

Joho T Fohe t Gahy + Fyohy, = O

essendosi indicati con A 1 valori di [fdl/s per i rami omo-

nimi. I flussi sono calcolabti da Questa“eguazione e dalle con-

dizioni di equilibrio .e di simmetria: '

Go = Go - ThaValde s g = Gg- Plhays + 23950/ dp g = = Qs
9% =~ 42+ 910 =~ 0. G1o = 24y + I/A
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A18, Ingobbamento delle sezioni soggetie & taglio. :Come per
‘Ia torsione, cosiiper il taglio, le sezioni si distoercono in
conseguenza degli spostamenti w. Per il calecolo di questi
spostamenti, essendo note le tensioni, si dovranno integrare
le espressioni

Auw/dx = 7,/G- Bu/8z _ [aon]

Buw/By = 7,/G-8v/3z [Ago]

Consideriamoe, ad es,, il caso di una sezione rettandola—

re, ammessa valida, secondo la [121] l'espressiocone Ty =

= T{h2 —y2Y/2) dove 4 e'la semialtezza, T =17, e J = J,.
Distinguendo con indice Zero i valori relativi al baricentro
(y = 0) =i trova dalla #u/8y = - vo, /K

V- Uy = - v¥y2/ 28]
Quindi ia [A99] 4a '

A Auw a4+ v T .
——F e Pt -, e £4100]
Byjo Ay 4 + 4v GJ '

. (a) o)

Fig. Ajo

Quindi, rispetto alla tangente in corrispondenza del ba-
ricentro, il grafico degli spostamenti w risulta rappresen—
tato da un termine in y2; questa deformazione conferisce un
andamento sinuoso alla fibra disposta secondo 1 asse y. Nel-
la fig.Al0 sono riportati gli spostamenti w-—y(ﬁuﬂﬁy)o, rap—
presentando separatamente la deformazione che si avrebbe tra—
lasciando 1'ultimo termine nella [4990] (fig.AlCa) e la defor—
mazione a questo dovuata. (fig.AlOb). Per la prima parte le fi-
bre inizialmente normali alla sezione restano paraliele e si
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dispongono perpendicolarmente alla deformata a4 . in corrispon-
denza degli estremi della sezione, ‘dove €. 7 = 0. Per l'altira
parte, dovuta al coefficiente v, riportata nella fig.Al0b con
ordinate ingrandite 4 volte, per ¢ = 0,3, le fibre sidispon-
gono normalmente alla linea &; questa deformazione e' legata
all'incremento AN che ha segni opposti al due lati della
sezione.

A19. Determinazione ‘del centro di taglio come :cemtro di
torsione. e condizioni [147] che costitulscone l'espressione
del wvincolo imponibile come condizione di rotazione nulla in-
torno agli assi x,y, servono a definire la posizione del cen-
tro di torsiomne, altrimenti indeterminata. Sostituendevi le
espressiont [A59] degli spostamenti riferiti a # si hamno le
equazioni: '

1
o

xCTy - 5T, + /&%‘ydA [A101]

-

Tl A +jﬁa,xdg = 5 [A102]

Calcolate le quantita® #, in base alla [AB0O], mediante
le [a101], [a102] si ottengono le coordinate xC, y€ del cen-
tro di torsione. 8i osserva che la [AB0] vale per una sezione
anche non sottile e permette 4l determinare la differenza nel-
le guantita’ ﬂ}o fra due punti della sezione,comunque si scel-
ga 'la linea che 1i collega; da essa si ha “,’\o a meno di una
costante additiva che puo determinarsi annullande 1l wvalore

di wodﬁ

Per quanto riguarda il calcolo del centro -dJ. taglio,nel-
la Appendice Al4 . si e'provato che, ammesse le [130], il momen—
to delle tensioni 7" di Weber risulta nullo. Resta il momen—
to delle _?', espressc dalla [A72] nel caso in cui la risul-
tante delle 7/ abbia una componente Jyy Su x e una com-
ponente J, su y: se il centro di taglio coincide con il cen-
tro di torsione il momento M deve essere uguale alla somma
dei due primi addendi nella [AlOl], Facendo uso della [488] con
P=o0, 0=1,y2 siha

Eﬁwoﬁdx = - 2/100 ydd — /(ﬁwo/ﬁy)deA

Se nell'espressione [A48"] sostituiamo Ty con laz sua espfes_

sione G{Aw/dy + fv/8z) nella quale si ponga w=w,d, v=axd
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si trova

35}0/3)! = - x-8{/0x
‘Sostituendo questa espressione nell'integrale che la con-
tiene e considerando che il termine relativo alla funziome {
di torsione si annulla perche' { = ¢ sul contornc della se—
zione, si conclude che

Sﬁﬁ)oyﬁdx = [xy2dA —'2/1:430ydA [a103]

.Con cio' resta provato che il momento H;_ dato dalla [a72]
‘ha .11 valore che si otterrebbe ponendo nel centro di torsione
una forza di componenti Jy.,,Jy sSecondo x e ¥y. Analoga di-
mostrazione potrebbe svolgersi per le tensioni date dalle
[A77]—{A79): dunque i1 due centri, di taglio e di torsione,coin-
cidono nella formulagzione qui indicata.

{(*) Per la seszione piu'volte connessa, delimitata da un comorno ester—
no ¢ € da uno o piw contorni interni ¢, la condizione [447] deve sus—
gistere lungo ciascuna di queste curve. GQuindi, posto { =0 sul contor—
no esterno, { assumera’determinati valori costanti lungo ciascunc dei
contorni interni. I1 momento delle T e ancora espresso dalla [448], .po-
nendosi { = costante melle cavita'. Cio' puo' provarsi con ragicnamentc ana-
logo a quello svolto. a pag.l120: se la striscia psrallela a ¥y taglia wn
contorno interno ¢; in L e ¥ (fig.A3), il momento delle temsioni T,

oL
sul tratte KL e'proporzionsle a _{;}, {dy- QLyL; quello relativo &l trat-

to MK e'proporzionale a ,Gf;dy - CMyM; quindi la sorma . e' proporziona-

le a. %ngy, con { costante da I & M.

_ Pep realizzare 1'analogia della membrana, questa dovrebbe, .lungo
ciaseun contormo interno, ancorarsi ad un piasno parallelo a guello con-
tenente il contorno esterno; tale piano dovrebbe assumere.la pesizione di
equilibrio che corrisponde alle cpposte azioni della pressione sull'tarea
) ‘racchiusa dalla linea ¢; e delle trazioni della membrana. Infatti
lungo ciascuna linea come ¢y 1a derivata normsle della funzione L de
ve gsoddisfare alla condizione

2, = 43__(3@/3'”) i .

Guesta relazione si prova mediante la E.ﬂ.s’?]', osservando che “lungo
ogni -circuito chiunsc deve essere 35 dii = 0. Le difficolta*nella attuszio—
ne sperimentale della condizicne snzidetta possono essere facilmente su—
perate con metodi di falsa posizione.



Finito d1 atampare 11 30 novembre 1863
nella Litogrefla Artiglana
MASSAZA & BINECEETTO
Via Mazzini, %4 -~ TORINO
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