CAPITOLO II

ANALISI DELLO STATO DI ‘'TENSIONE

‘I¥.1 - '‘Le componenti di tensione. :Mentre :la deformazione e’
un fenomeno direttamente osservabile mediante rilevamento del-
le variazioni di distanza di punti del corpo, 1l'esame dello
stato di sollecitazione deve fondarsi su manifestazioni indi-
rette. Perche’'gli sforzi interni appaiano come entita’'misura-
bili, bisogna supporre di praticare ideaimente un taglio nel
corpo sollecitato e si deve postulare che, mediante forze di-
stribuite sulla superficie del taglio, si riesca a ristabili-
re in ciascuna delle due parti che il taglio ha staccato, la
situazione preesistente. Gli sforzi interni, o tensioni, sono
appunto rappresentati dalla distribuzione di forze che, su

‘ qualungue porzione isolata

del corpo, crea la medesi-
ma situazione come se 1l
corpo fosse integro: in
particolare, ne ristabili-
sce lo stato di equilibrio.
Esamineremo in Qquesto ca-—
pitolo le proprieta’di que-
sti sforzi le quali discen-
dono da condizioni di equi-
x librio; poiche’ queste val-
- gono indipendentemente dal-
le proprieta' fisiche del
i corpo e dalle cause a cul

Fig. 6 lo stato di tensione e'do-

vuto, le relazioni ottenu-

te sono del tutto generali.

Qualungue taglio nel corpo viene a staccare due facce:
forze ugualil e opposte sono distribuite sulle aree corrispon-
denti. Pacendo ancora uso del riferimento cartesiano, suppo-
niamo di sezionare il corpo con un piano normale all'asse x
(fig.B8a); chiamiamo faccia positiva del taglio la f*, wvolta
verso le x positive, per la quale, cioe’', la normale uscente
ha il verso +x. La forza che si trova distribuita sull'ele-

xz




mento dA di area della faccia e'indicata con 3¢dA. Tale for—
Zza viene scomposta nelle direzioni dei tre assi come indica
l'espressione R 5 & >
Op = Oxl + Tyyj + Tyzk (7]
La quantita‘xok rappresenta dunque la forza nella dire-
zione x, normale alla faccia, riferita all'area su cui si
esercita; 7,, e 7,, costituiscono le componenti, riferite
alla medesima area, dirette rispet-
tivamente secondo y e =z, tangenti
all 'area stessa. Nella . definizione
[7] e'implicita la convenzione sui
segni: la tensione normale 0, e’
positiva se produce trazione nelle
fibre normali alla faccia, le ten-
sioni tangenziali 7T sono positive
se, sulla faccia positiva,sono vol-
te nella direzione positiva dellias—
se a cul sono parallele.
Analogamente, su una -sezione

. 3 . -* x

normale a y si indica con 0, d4 ;
la forza agente sulliarea d4 e si y
pone Fig. 1 -

> 3 2 2

Oy = Oy] + Tyyl + Tygzk (8]

Cosi‘per la sezione normale a 2z si scrive
-3 4 - >
Tz = Ozk + Tzl + Tzy] [e]

Le tensioni sulle facce positive di un cubo con spigoli
paralleli agli assi x,y,z sono indicate nella fig.7.

I1.2 - Proprieta’delle tensioni nell” intorno di un punto.
Per -le ‘tensioni tangenziali sus§iste un ‘importante proprietar,
detta di reciprocita': se a e b sono due direzioni ortogo-
nali (fig.ag), in un qualunque puntc P la componente sulla
direzione 0 della tensione sulla sezione normale ad a e
uguale alla componente su a della tensione sulla sezione nor-
male a : ossia, sono fra loro uguali le due T mnormali al-
lo spigolo u'intersezione delle due sezioni. Questa proprieta’
che discende dalle condizioni di equilibrio dell‘'elemento di
volume alla rotazione intorno ad un asse normale ad 2 e
(appendice A72a) conduce -alle eguaglianze

Txy = Tox + Toz = Tzgy » Tagx = Txz [10]
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Con cio’le componenti di tensione nel riferimento carte—
siano si riducono a tre tensioni normali e tre tangenziali.

Tba

1,

Fig. 8

Queste sei quantita'bastano ad individuare completamente lo
stato di tensione nel punto a cui .esse si riferiscono: per

%
(a) lo%A sin 0
%
7] NG
(b)
o’ .

Fig. 9

qualsiasi sezione condotta per
il punto si calcola la tensione
risultante mediante l'espressio-
ne [A31]. Da guesta si possono
ricavare le componenti scalari
per semplice proiézione:adesem—
pio la componefite secondo 1la
normale alla g1a01tura conside-~
rata e’'data da Ob

Dall’esame della tensione
> che si trova in un dato pun-
to P al variaré della giaci-
tura della sezione, risulta (ap-
pendice A8) che esistono tre pia-
ni fra loro ortogonali sui qua-
li mancano le tensioni tangen-
ziali: le tensioni normali 04,

5,0g Su questi piani si dico-
no tenstonl prlfctpall. Le di-
rezioni ai,a2,as di queste ten-
sioni si dicono direzionti prin-
cipali dello stato di tensione
nel punto.

Con riferimento alle dire-—
zioni principali lo stato disol-
lecitazione assume una rappre-
sentazione particolarmente sem-
plice ed espressiva. Esamineremo
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in particolare 1le tenEioni sul piani del fascio che E?;per SO~
stegno la direzione a, della tensione 0,. Detto a, 1l'an-
golo che il versore & fa con la direzione 31 di wo,, con-
sideriamo le condizioni di equlllbrlo di un prisma elementare
(fig.9) con tre facce normali ad a 31 e as, le tensioni sul-
le basi del prisma sono normali alla figura e non intervengo-
no in queste considerazioni. Detta 4 1lrarea della faccia
corrispondente all'ipotenusa del triangolo, si hanno per le
forze sulle altre due facce le espressioni della figura. Pro-
iettando le forze, divise per A, nella direzione & e nella
direzione normale, si trovano le equazioni

2 in2a in24a
0g = 0y cos2a; + o5 sin?a; = 0y + (05 -0, ) sin2a, [11]

I

Tq = (05 —0,) sin@, cosa, [12]

Le stesse relazioni si possono ottenere facendo uso del-
1a [a31].

Fig. 10

In un grafico con coordinate wo0,,7, si riporti in 04
(fig.10) i1l segmento rappresentativo di o; e in 4B, sotto
un angolo a1 con l'asse delle 7, il valore (ob-oi) sinai.
E' facile vedere che ascissa e ordinata di B rappresentano i
valori di o0, e 7T, per la direzione considerata. Facendo va—
riare 31, l'estremo B si muovera'su un cerchio avente gli
estremi di un diametro nei punti di ascissa 0y e 0g. Clo' puof
vedersi considerando che le [11] {12] danno la rappresenta-
zione parametrica di un tale cerchio oppure, tracciato il cer-
chio, osservando che il triangolo ABC e’ rettangolo in B,
ha lrangolo in ( dato da 4@, e l'ipotenusa misurata da
Os ~©1, © quindi il lato AB uguale a (0,-0,) sinG,.
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Si e’ cosi'ottenuto un cerchio di Mohr; ciascuno dei 'suoi
punti rappresenta con la sua ascissa e ordinata le due compo-
nenti della tensione sulla sezione che l'angolo ‘81 distingue
fra i piani del fascio che ha per sostegno la direzione 32:
la terza componente di tensione, nella dlreZLOne 32 e'nulla
per tutte le sezioni del fascio. Crescendo a1 da zero a 90°
il punto B wva da 4 a (, la tensione o va ‘dall‘uno .al-
l'altro dei suoi valori estremi; la tensione tangenziale rag-
giunge il valore massimo

(0g—0,)/2

per 31 = 45° ossia sul piano bisettore delle direzioni prin-
cipali. Per @, > 90° il punto rappresentativo va nel semi-
cerchio delle 7 negative. Al riguardoc si deve osservare che
su una giacitura rotata di 90° si trova dalla fig.10 wuna T
di segno opposto, in B', rispetto a guella del punto B, in
apparente contrasto con la [A28]: cio’ perche’, serivendo la [12]
si viene ad assumere come verso positivo delle 7 quello ro-
tato, rispetto alla normale, di 90° nel senso degli 31 cre—
scenti (fig.9b), mentre la convenzione generale, adottata per
ottenere la [A28], e'quella della fig.9c. Tale discordanza e’
solo da tener presente nella costruzione della fig. 10.

Un altro cerchio 41 Mohr si puo’costruire a rappresenta—
re le tensioni sui piani del fascio che ha la direzione a1
per sostegno: questo taglia l'asse delle o nei punti di ascis-

sa O, e 04 (fig.11). Il

terzo cerchio, con estremi

del diametro mnei punti di

B ascissa w0y e O, da® le

R tensioni sulle sezioni pa-
=+ .

P -rallele ad ag. Si trova
EA- {appendice A8) che i punti
/ D A rappresentativi delle ten-
C sioni sulle o2 giaciture
tracciabili per lo stesso
17 punto cadono nella regione
' ' delimitata dai tre cerchi,

2 Fig. 11 interna cioe’ al maggiore
ed esterna ai due minori.

Puo' accadere che due delle tensioni principali, poniamo
o, e o0,, abbiano lo stesso valgre. In tal caso il cerchio re-
lativo al fascio parallelo ad ag 51 riduce ad un punto: os-
sia, su tutti i piani paralleli ad aS mancano le ten51o§i
tangenziali e la tensione normale vale w©o;. Le direzioni a,
e 32 sono allora indeterminate: qualunque terna ortogonale
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di cui un asse coincida con 33 puo' essere assunta per le di-
rezioni principali.

Se le tre tensioni principali hanno lo stesso valore, i
tre cerchi di Mohr si riducono ad un punto: su ogni sezione
si ha la medesima o e manca la tensione tangenziale, come
nell'equilibrio idrostatico. Qualungue terna ortogonale puo'
essere assunta come principale.

Le costruzioni procedono come sopra e' indicato quando
siano assegnate le tensioni principali e le relative direzio-
ni. Quando lo stato di tensione sia definito dalle componenti
del riferimento cartesiano, in generale, la determinmione del-
le tensioni principali richiede la risoluzione di un'equazio-
ne di terzo grado, come e'indicato nell'appendice A8. Se pe-
ro' sl conosce una delle direzioni principali, e quindi la re-
lativa tensione secondo la [Asl] la determinazione delle altre
direzioni principali e dei cerchi di Mohr costituisce un pro-
blema di secondo grado.

I1.3 - Le equazioni di equilibrio. Le sei componenti di

tensione, ossia nel riferimento cartesiano le normali Lo
O, e le tangenziall T,,,Ty;,7T4e, nella loro distribuzione

all'interno del corpo in tensione debbono soddisfare alle con-
dizioni atte ad assicurare l'annullarsi della risultante del-
le forze su qualunque elemento del corpo, 1'annullamento dei
momenti risultanti essendo assicurato dalla simmetria [10]
delle 7. Si hanno percio'tre equazioni differenziali che si
ottengono dalla vettoriale [A32] per proiezione sui tre assi
coordinati:
Boy/0x + 0Ty /By + 87,,/82z + X =

Bo, /By + 07y ,/82 + O71,.,/8x + ¥ = 0 [13]

Aoy /Pz + 8T,/ 0x + A1y, /0y + 7

5
X,Y,7Z, componenti del vettore f, rappresentano le proie-

zioni sui tre assi della forza esterna di massa, riferita al
volume: ossia JdV efla forza agente nella direzione x sul-
ltelemento di volume dvV.

Per quanto riguarda le forze distribuite sulla superficie
del corpo, ™“isogna verificare che la tensione ‘Ba che si cal-
cola mediante la [A31] in cilascun n»unto del contorno assumen-—
do per @ la direzione ncrmale al contorno stesso, eguagli
1l azione esterna che vi si trova eventualmente distribuita:
ove guesta manchi deve annullarsi il vettore 3&.

i
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