CAPITOLO X

QUESTIONI DI SECONDA ‘APPROSSIMAZIONE
SUL CALCOLO DELLE TRAVI

X.1 - Considerazioni generali. ‘La teoria delle travi, este-
sa secondo il principio di St.Venant, costituisce il primo fon-
damento per il calcolo di una vasta categoria di strutture.
Pero', quanto piu'ci si discosta dalle condizioni ideali del
solido di St.Venant, tanto piufimportanti sono gli errori a
cui si va incontro in queste applicazioni: in una parte di tra-
ve dove le dimensioni delle sezioni cambino rapidamente, dove
il raggio di curvatura dell ‘asse non sia molto grande rispet-
to alle dimensioni della sezione, dove varino le caratteri-
stiche di sollecitazione N,T,Mt assunte costanti nella teo-
ria, sl potranno riscontrare scarti rilevanti rispetto alla
teoria delle travi. Considereremo qui alcune trattazioni ap-
prossimate che, attraverso schematizzazioni, prendono in esa-
me 1 punti piu'importanti di discordanza fra la +teoria delle
travi e la reale situazione, nella imperfetta realizzazione dei
presupposti di quella teoria.

X.2 - La trave di grande curvatura. Consideriamo una trave
curva in forma di solido di rivoluzione intorno adun asse 00,
simmetrica rispetto ad un piano normale all'asse, il cul ver-
sore indichiamo con f. Nel piano della sezione generica, che
passa per 00, e forma con una sezione di riferimento un, an-
golo Y, sia R 1la distanza del baricentro dall'asse, r il
versore radiale, ossia normale a 1, x,y siano le coordinate
ortogonali baricentriche, x = O essendo l'asse di simmetria
della sezione (fig.54). La coordinata vettoriale di un punto
qualunque del corpo si scrive dungue

E=7x +7(R + ) [156]
Poicher 8?/3¢ e'" il versore ? normale alla sezione,siha
_% 3
(R + y)dy
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A rappresentare gli spostamenti elastici viene adottata

l'espressione

) ‘
7 =t(n, +By) +7 7, [157]

0 3
Fig. 54 = \

dove nl,nz,ﬁ si assume che siano costanti su ogni 'sezione,
dipendendo solc da Y; 7, rappresenta lo spostamento normale
alla sezione, in corrispondenza del batricentro, 7, lo sposta-
mento radiale, B la rotazione della sezione. Per calcolare la
dilatazione € della fibra circonferenziale si adopera la [A4]
sostituendo K ++y+ al posto di /h,. Tenendo presente che

at/ay = - 7 e r-t = 0 si trova
€= (ny, +m +yB )/ (R +y) [158]
indicandosi con 77'1,,(3" le derivate rispetto a . Posto
ky = E(n, + my)/R ky + &k = Ef
la [158] si scrive
o=k, + P iyy [159]

Il diagramma di o lungo le normali all'asse di rivolu-
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zione consta di un termine costante e di uno iperbolico, di
ordinate inversamente proporzionali alla distanza dall‘asse.
I coefficienti k, e k possono essere immediatamente calco-
lati gquando si conosca il momento flettente M baricentrico
ed il momento rispetto all’asse di rivoluzione che indichiamo
con 'Q; in base alle relazioni '

N = /;j/dA 0] :v/o(R + y)dA = M 4+ NR
e alla [159] si ottiene
4 R )
oo + £ [180]
J R+ vy AR
essendo
R 8
J = { y2d4 = J, - Ay [161]
JRE 4+ y - R+y
y
e
-— otﬁ”y R
Ty |

Fig. 55

Tendendo la curvatura 1/R a zero, il fattore R/(R + ¥)
si approssima 'a 1, il rapporto 0/R si approssima al valore
dello sforzo assiale N e la caratteristica J si riduce al
momento dtinerzia Jx; la [160] riconduce alliespressione di
o per la trave rettilinea. L'effetto della curvatura appare
particolarmente evidente se si considera la sollecitazione sul-
la sezione prodotta da una  forza 0/R Tbaricentrica ed una for-
za M/R incidente all'asse di rivoluzione (fig.55a,b): la pri-

7 - P.CICALA
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ma da una tensione uniformemente ripartita, come se 1la "trave
fosse rettilinea, la seconda da'le stesse sollecitazioni come
se la sezione fosse non omogenea, con modulo elastico propor-
zionale a 1/(R + y). In particolare, assoggettando la sezio-
ne solo ad una forza baricentrica si hanno tensioni uniformi;
assoggettandola ad una coppia, si trova la distribuzione iper-
bolica di tensioni con ordinata nulla in posizione spostata
rispetto al baricentro (fig.55c). In questo secondo caso si ha
dunque, per effetto della curvatura un incremento di solleci-
tazione nelle fibre piﬁ'vicine all'asse di rivoluzione.

Nell'applicazione di questa teoria (di Winkler), il cal-
colo piu'laborioso e'rappresentato dalla determinazione di J.
Esistono per gquesto numerose tabelle. Se si scompone 12 sezio-
ne in rettangoli (fig.56) e si indica con b; la 1larghezza
del rettangolo compreso fra i raggi R;_, e R;,, si puo'ado-
perare l'espressione

J =R35b; log,(Rijss/Ri_,) - R24 [162]

L'effetto della curvatura si manifesta anche mnella pre-

senza di tensioni radiali le quali operanc come se esistesse

un'attrazione o una repulsione

| fra le fibre circonferenziali

é — tese e quelle compresse,secon-—

Fﬂ__ e —__4 — do che le fibre tese siano quel-

le esterne o quelle piu' vicine

;? G -7 all'asse di rivoluzione. Queste

e N o tensioni nel caso di una sezio-
—

F___.bQ —_T R, ne tubulare possono produrre

! R una ovalizzazione della sezio-

_~] | R £ ne; per una sezione a doppio T
R R portano ad una inflessione del-

a le ali e a tensioni talvolta
pericolose, di trazione o com-

pressione trasversale,nell'ani-

0 ] ma. Si consideri la condizione

di equilibrio nella direzione

Fig. 56 radiale per una porzione ele-

mentare del corpo limitata da

due sezioni che fanno un angolo dy e da un cilindro di rag-
gic R+ y; se b e'la corda (fig.57) ossia la lunghezza del
tratto di generatrice sulla superficie del cilindro di raggio
R + y che limita 1l'elemento, le tensioni radiali o, danno
luogo ad una forza (R + y)bo,.dy 1la quale contrasta 1l'azio-
ne dovuta alle tensioni circonferenziali sulla parte 4, di
sezione staccata dalla corda ©b; nel caso in cui il corpo sia

]
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soggetto a flessioné pura non sono da considerare tensioni tan-

genziali sulle due sezio-
ni; quindi per l'equilibrio
si ha-

R+y)bo, = —fodA
1

l'integrale essendo este—
so all'area 4, staccata
dalla corda b. Indicando
con &, il momento stati-
co di quest‘area rispetto
al baricentro, con J; il
valore dell'integrale [161]

ad essa applicati, si scrive

.4

- = ————
" (R4 y)bJ

I1 valore 4di
alla sezione 4,.

o bR+y)dy

Fig. 57

(8, - Jo/R + JA,/4R) [163]

J1 puo'essere valutato applicando la [162]

Per il calcolo delle deformazioni 'si puo' fare uso della
equazione dei lavori. A tale scopo si esprime la parte di Lzb
corrispondente alle tensioni circonferenziali [180] ottenendo

" .
L:a = /oa-ode/E = / (#o4bdz/EJ + Q0Qbdz/EAR?)

Pig. 58

per quelli a piccola curvatura. Indichiamo i risultati

[184]

essendo. dz = Rdy. E'interessante
osservare che nell'espressione co-

si' formulata, il termine. in M e
quello in @ sono separati; inve-
ce facendo riferimento alle com-
ponenti M,N appaiono dei termi-
ni nei prodotti MANb, HPNG. Delle
deformazioni dovute al ‘taglio si
puo' tener conto in via di appros-
simazione, introducendo nell'inte-
grando il termine {T%Tbdz/GA, cal-
colato come se si trattasse di tra-
ve rettilinea. Con queste espres-
sioni, il calcolo delle deforma-
zioni e quindi anche delle .inco-
gnite iperstatiche, si svolge per
i solidi a grande curvatura come
della

applicazione al calcolo di un 'sistema iperstatico.
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Una trave ad anello sia soggetta a carichi radiali ugua-
1i, applicati alle sezioni Y =a/2,30/2,...,((2n-1)a/2 es-
sendo na = 27, n intero qualunque (nel caso della fig. 58,
n = 4). Sotto tali carichi si trova: che il momento { e'co-
stante e vale

Q = ARSP/(AR? + J)a [185]
che lo sforzo normale per -0o/2 <y < a/2 e'dato da
¥ = P cos y/2 sin (a/2) [166]
mentre lo sforzo tagliante e’
T = P sin /2 sin (a/2) [187]

Analoghe espressioni valgono, ovviamente in ciascuno dei
settori a, con riferimento alle bisettrici.. In particolare,
con due carichi radiali opposti, i valori di ¥ e T coinci-
dono con le due componenti di P/2.

Nel caso in cui alle sezioni ¥=0,a,2a,..,(n -1)a (es-
sendo ancora mna = 27) siano applicati i carichi P, P cos ma,
P cos 2ma,...,P cos m(n-—l)a essendo m un intero qualunque
da 2 a n/2 se n e'pari, a (n-1)/2 se n e'dispari,si
trova che (*):

il momento (@ e'ovunque nullo; P sin a

lo sforzo assiale nella sezione Y = O vale N=:
2(cosma - cos a)

Tanto basta ad individuare le sollecitazioni nell'intero
anello.

X.3 - Effetti della conicita’ in una struttura a parete sot-
tile. E'detta guscio .cilindrico una struttura costituita da
una sottile parete cilindrica (rivestimento) rinforzata da ner-—
vature longitudinali {correnti) disposte nella direzione del-
le generatrici e da nervature giacenti in piani normali {(ordi-
nate ). Il calcolo degli sforzi in tale struttura viene ordi-
nariamente condotto sulla base delliipotesi, suggerita dalla
teoria delle travi, che le tensioni normali nei correnti sia-
no distribuite secondo la legge lineare [56] sulle sezioni ret-
te. Oltre a cio'si ammette generalmente,a semplificare i cal-
coli, che 1l rivestimento sia soggetto solo a tensioni tangen-

(*) Si noti che questi risultati sono indipendenti dalla curvatura,co-
me quelli espressi dalle [166] e [167]; la teoria di Winkler interviene
solo nella [165), nella quale appare J al posto di Sy
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ziali, sulle sezioni rette; cosi'le w0 vengono concentrate
nei correnti. Le ordinate costituiscono strutture piane; si
trascura la resistenza che esse oppongono alle azioni che ten-
dono a deformarle fuori del loro piano. I carichi normali al-
la parete vanno applicati alle ordinate; il rivestimento,col-
legando correnti e ordinate, stabilisce la trasmissione delle
azioni trasversali agli elementi longitudinali.

I1 calcolo di queste strutture, che per il guscio cilin-
drico, secondo gquanto e'detto nel § VII.3 e nelle Appendici
Al13, Al5, Ale, Al7, consiste in un'applicazione semplificata
della teoria delle travi, richiede alcune generalizzazioni quan-
do sia da tenere conto della variazione di sezione. Supporre-
mo ancora le ordinate situate in piani paralleli; le sezioni,
che diciamo principalt, si
intendono fatte secondo que-— c
sta giacitura; la coordinata
2 e'misurata normalmente ad Fe,
essa, Consideriamo un pannel-
lo di rivestimento, compreso
fra 1 correnti 1, 1 + 2 e
fra le ordinate r, 7 + 2 ,
contigue. Supporremo che gli
assi dei due correnti concor- N
rano in un punto V¥ e che la toNtt2
superficie media del pannel- ' \ / (b)
lo sia generata da rette pas- \\’/
santi per V (pannello co- |4
nico). Ammetteremo che suogni r+z2 = B
sezione principale si trovi-
no solo tensioni tangenziali; ; -
parimenti si ammette che sul- qa
le sezioni del pannello fat-
te secondo le generatrici esi- '—_" /A
stano solo tensioni tangen-
ziali. Queste assunzioni so-— ‘ 2, \ i+2
no giustificate dal fatto che
il contributo offerto dal J’_l‘ (a)
pannello alla resistenza as-— -
siale dei rinforzi che lo con-
tornano non e', in genere,ri-
levante, sia per le dimensio- Fig. 59
ni esigue di solito assegna-
te al rivestimento, sia per la deformabilita’ delle fibre cur-—
ve del rivestimento, accentuata dalla flessione di esse. Del
resto di tale contributo si tiene conto con sufficiente appros-
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gimazione 'agdgregdando all:area dei rinforzi trasversali e lon-
gitudinall la sezione di rivestimento collaborante.

Ammessa la resistenza del pannello alle sole tensioni tan—
genz.ali, risulta facile provare che il flusso ¢ = Ts gode
delle proprieta:

a2} in ogni punto il flusso secondo la generatrice e’ uguale
al flusso sulla sezione principale

bj lungo le sezioni principali il flusso efcostante

¢) lungo le generatrici il flusso varia in ragione inversa
al quadratc della distanza dal vertice V (*].

Per queste proprieta’, noto il flusso in un punto qualsia—
si del pannello, risultanc completamente individuate le azio-
ni che esso trasmette agli elementi che 1lo contornano. Per

quanto riguarda le forze

r+ 2 trasmesse lungo la giun-

Zione alle ordinate val-

- d 5 gono le proprieta’ imme-

== | diatamente deducibili dal-

le considerazioni svolte

{a) ‘q dz con riferimento alla for-
& :

P } 3 mula [110]: un complesso

di forze distribuite tan-

\ q§::%f (b} genzialmente ad un arco

qB:: B di linea piana con inten-

dz ‘E%%ZZi/// AéﬁJ g~ U sita’costante ¢ ha per

¥ i —3 risultante una forza qc¢

i+1 14 i agente secondoc 1lfasse di

risultante dell‘arco, ¢

Fig. 60 essendo la corda dell‘ar—

co e asse di risultante

essendo la retta parallela alla corda, distante da questa del

segmento Z(Vc, se (1 e'liarea compresa fra l‘arco e la corda.

{¥) Per provare la proprieta’a) basta, per un elemento di rivestimento
{(fig.802) compreso fra due generatrici e due sezioni principali contigue,
considerure la condizione di equilibrio alla rotazione intorno a P. Per
la b) si consideri, per una striscia elementare delimitata da due sezio-
ni principali a distanza dz, la proiezione delle forze su 2. Per la c}
si considerino i momenti rispetto ad un asse per V, delle forze agenti
sulla striscia compresa fra due generatrici contigue (fig.61). Nelle fi-
grre 60,41 sono. indicati con g, e 9q 1 valori (uguali) del flusso se-
condo dgeneratrici e direttriei.

Le proiezioni delle figg.592, 60, 61 sono fatte su un piano qualun—
que parallelc a Z; in ogni caso il flusso rappresenta la forza (proiet-
tata) su un tratto uwnitario {in proiezione]).
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Per calcolare la forza trasmessa al corrente 1 si consideri
che, con le notazioni della fig.59 lungo la 4B e' q=q%22/22;
quindi la componente su 2z di quella forza vale

dz ! 1 . z..
7 :/_Bqdz = quif— e qAZi(—_ = _...—_.> | qACl S 1
VA ‘ z2 z z z,.

r r+o

Quindi, posto g = q‘437,/zr.+2 si ha

= ag [ e8]

Dal flusso che appare in questa equazione dipende la for-
za trasmessa al. corrente secondo la stessa relazione come se
si trattasse di pannello <cilin-
drico; esso si chiama flusso me-
dio del pannello conico. In fun-
zione di questo flusso si otten-
gono le forze trasmesse dal pan-
nello lungo i quattro lati di con-~
torno (fig.59j.

Indichiamo con Ni,r la com-
ponente su 2z dello sforzo nel
corrente 1 all‘incrocio con la
ordinata r, con Gy r4a il flus—
so medio nel pannello compreso
fra i correnti 1t ,1 + 2 e le o
dinate r ,r 4+ 2. In Dbase allez
[168] la condizione di equilibric
alla traslazione secondo 2 per

il tratto di corrente 1 che va \%
dall’ordinata r alla r 4+ 2 si
scrive Fig. 61

Vi rio =Wy r = a<qi~1,r+1"qi+1ur+1) [169]

In questa equazicne, di importanza fondamentale per il
c¢alcolo dei flussi in base ai valori di N che si deduconc
dalla condizione di linearita:delle oo, non appare la conici-
ta’ della parete. Tutte le equazioni di equilibrio sono cosi’
ridotte alla medesima rorma come per il guscio cilindrico, ad
eccezione di quella d«i momenti. Per questa si deve osservare
che nel piano della s~zione, oltre alle tensioni tangenzialil
nel rivestimento, appaiono le prolezioni degli sforzi nel cor-
renti; il vettore compcnente dello sforzo nel corrente ¢ sul
piano della sezione r e‘diretto secondo la proiezione del
tratto di corrente che va dall‘ordinata r alla r + 2 ; con
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le notazioni della fig.82 questo vettore vale N, ,;l,i/a e la

sua componente su y e' N, . (y; r+2‘yi,r)/a' L'effetto glo-

bale di queste forze viene facilmente valutato gquando gli as-—

si dei correnti concorrano tutti in uno stesso punto V (¥*).

In tal caso e v

(yi,r+2_yi'r)/a: (yi’r'—y )/Zr

Quindi v

,ZNi,r(y,i’rw—yi,r)/a = (Hy-y'K)/2, [170]

essendo N =2ZN;, My =2 N;y;-
Analogamente si trova che la somma delle componenti su x
da' il valore (#y -x"N)/z,; percio'la risultante degli sforzi
nei correnti, proiettati sulla se-
zione, per N = 0, da una forza di
r+s componenti M;,/zr s Mx/zr per V.
Queste vanno sottratte alle com-
ponenti T,,7, della forza ta-
gliante nel computo delle azioni
sul rivestimento; se, come e' di
regola, i momenti crescono in va-
lore assoluto nel senso in cui cre-
scono le dimensioni della sezione,
il rivestimento sopporta una for-
za tagliante ridotta per effetto
della convergenza dei correnti.
! Questo e'l'effetto piu' importante
x della conicita'.
Fig. 62 Per il calcolo delle defor-
mazioni si puo'in via di appros-
simazione, usare per il pannello conico la medesima espressio-
ne di L‘;b che vale per il pannello cilindrico; ossia
ab
Li

= q8gbXa/G [171]

(*) Indipendentemente da ogni ipotesi sulla geometria del sistema,sul-
la sezione r 1a risultante dei flussi del tronco 7+ 1 ha su y 1la
componente

2 941, re1 (yi+2, rvo Vi, r+2) =2 yi, rio (qi—1, re1~ T4, r+1) -

=2 Yi, r+2(”'i ro ‘V'll, r)/a

Aggiungendo le componenti degli sforzi nei correnti, secondo 1l'espressio—
ne a primo membro nella [170],si ottiena la form [(Z 317;1V.,;)r+2 -(Zy¥; )r]/a.
che, comungue si fissi 1'asse x, non necessariamente baricentrico, rap—
presenta lo sforzo tagliante 7.
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dove: A e'il rapporto fra lo sviluppo dell'arco, sezione del-
la superficie media nel piano equldlstante dalle due ordinate
che limitano il pannello e lo spessore, a e' la distanza di
queste ordinate, g8 e gb sono i flussi medi, per i sistemi
[a] e [b], definiti come e'detto per il calcolo della [168].

Con cio'il calcolo della struttura a pannelli conici e
ricondotto ai medesimi procedimenti che valgono per 1l guscio
cilindrico.

X.4 - La torsione con gradiente variabile. Nella teoriadi
St.Venant della torsione gli spostamenti sono,secondo le [as8],
[a59],

u=9C-y), v=F(x-xC), w=9H= @+ xCy-yx) [172]

dove 1, e' una funzione di x,y calcolabile con la [A60] e
con la condizione f QodA = 0, mentre x,Yy sono le coordi-
nate del centro di torsione definito dalle condizioni

o

/ﬁx,dA = /ﬁydA = 8 [173]

@

Queste espressioni sono valide per il solido <cilindrico
gquando sia & costanté; in questo caso le tensioni sono quel-
le calcolate nel § VII.4. Wagner, con special riferimento al-
la sezione in parete sottile, estese le [172] al caso in cui
¥ sia funzione di z. Si ha allora

ow .
Uz = 5—2 - E d [1'74]

A queste tensioni si accompagnano altre tensioni tangen-
ziali, che indichiamo conh 7, che vanno ad aggiungersi a quel-
le della teoria di St.Venant. Queste 7, sono definite dalla
[50] in base alle o, della [174] e dalla condizione rot 7,=0
in conformita' alla [99], il wvalore k3 essendo aeliso dalle
tensioni di St.Venant. Per i flussi g, delle 7T sussiste

c
un'equazione analoga alla [119]:

~§, = — /.Usz = E% /{b dA [175]

«1

Questa mette in relazione i flussi entranti ed uscenti
aptraverso una gualungque linea chiusa l1 con ltintegrale di
0’ esteso all'area racchiusa.

In particolare per la sezione sottile aperta il flusso

—~
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g, e’ individuato dall-equazione:

-q, = B[ sdl [176]
(o}

liintegrale essendo effettuato lungo la linea media m a par-
tire da un estremo di essa. In qQuesto caso il calcolo di #© e
facilitato dal fatto che lungo la m si puo‘ritenere T = Q.

Per la sezione sottile cava si puo' ancora applicare la
[176] fissando l’origine in modo che sia nulla la circuitazione:

Sﬁchl/s = 0 [177]

Similmente, per le sezioni piu volte connesse dovra’ an-
nullarsi l'analogo integrale su ciascun circuito chiusc della
linea m. '

E‘ ovvio che le tensioni ?c cosi’definite non hanno ri-
sultante nel piano della sezione, in accordo col fatto che le
0, a cul esse sono legate per l‘equilibrio, non hanno momen-—
to, secondo le [173]. Per ottenere l'equazione finale che le-
ga il momento torcente applicato alle tensioni felative ap-
plichiamo l’equazione dei lavori virtuali per un tronco di lun-
ghezza Az, assumendo come sistema [a] le tensioni di questa
teoria, come sistema [b] quelle, indicate con GJt;t , corri-
spondenti secondo la teoria di St.Venant a & = 1., Poiche’ in
questo secondo sistema mancano le 05, si ha

LZZ’ = Az}_]tj;’;t” (7, + GJ, & t,)d4

Per la definizione delle 7, in relazione alla [99] e
5 o
fT‘:»ttdA =0 [178]
Quindi, tenendo presente la [101] si ha Lgb = GthfAzo D:al-

tra parte il lavoro compiuto dalle forze del sistema [a] ap-
plicate alle sezioni terminali consta di due parti:

- le tensioni tangenziali, equivalenti ad una coppia di mo-
mento Mf, nella rotazione relativa delle sezioni estreme, mi-
surata da Az, poiche' nel sistema [b] e # = i, fanno il la-
voro M; Az;

- le tensioni normali [174] per l’ingobbamento delle sezio-
ni terminali rappresentato dagli spostamenti w, danno per dif-.
terenza fra gli effetti relativi alle sezioni terminali, il
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lavoro .
ESAz | ©2d4
Quindi, posto

C = [©2d4 : ~ [179]

dall ‘eguaglianza L; = L, si ha

GJy & — ECS™ = My [180]

Da questa equazione, corredata delle necessarie condizio-
ni al contorno, si ottiene la legge di variazione dell*angolo
9 di torsione. Censeguentemente si calcolano le tensioni o, =
= E9D e T = ?c + GJf%t, nonche’ le deformazioni delle sezio-
ni w=*%%. In questa approssimazione, il moto delle sezioni
si riduce ad una rotazione intorno al punto in cui coincide il

centro di torsione col centro di taglio secondo Trefftz.

X.5 - Correzioni al :calcolo delle travi. A differenza dal-
la teoria delle travi che, limitatamente, sia pure, a condi-
zioni ideall, fornisce una soluzione esatta del problema ela-
stico per un corpo particolare, le trattazicni dei §§1, 2, 3
presentano configurazioni di sforzi e deformazioni che neanche
in condizioni ipotetiche soddiszfano interamente alle condizio-
ni d4i equilibrio e congruenza. La ccnservazione delle sezioni
piane postulata nella [i57] si giustifica in condizioni di sim-
metria, ossia quando su tutte le sezicni regni la medesima di-
stribuzione di tensioni; pero'l indeformabilita’delle sezioni
ammessa dalla medesima [157] e inceonciliabile con le tensioni
radiali che appaiono dalla [163]. La teoria del § 2, si fonda
su una schematizzazione del pannello di parete ed introduce
ancora altre approssimazioni in quanto si valga di una distri-
buzione degli sforzi N negli elementi longitudinali la gqua—
le non sia giustificata dalla congruenza delle deformazioni.
La tecria della torsione del § 3 postula il moto rigido delle
sezioni nel loro piano e suppone che gli spostamenti w sia-
noe quelli conseguenti a guesto movimento e alle 7 della teo-
ria di 3t.V=nant, trascurando in cio'l’effetto delle To - Le
concliausicni di queste trattazioni approssimate sono tuttavia
di nctevole interesse poiche'rivelano gli aspetti piu’ impor—
tanti della divergenza fra la soluzione di St.Venant e la rea-
le sitwuazicne nelle condizioni in cui si usa Quella teoria.Le
due fondamentali conseguenze della curvatura dellfasse di una
trave somo mostrate dalla [180] che indica il soprelevamento
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delle tensioni nelle fibre piu'vicine al centro di curvatura
e dalla [183] che indica, le tensioni radiali dovute all'effet-
to combinato del momento flettente e della curvatura. Il prin-
cipale effetto della rastremazione di una trave e' rappresen-
tato, secondo la [170], dalla componente sul piano della se-
zione delle tensioni nelle fibre longitudinali. La teoria del
§ 3 da' interessanti indicazioni circa le perturbazioni origi-
nate dalle accidentalita’di carico o di vincolo, ossia, circa
lo stato di tensione che si crea in prossimita’ delle sezioni
dove si introducano azioni distribuite con legge diversa da
gquella supposta dalla teoria delle travi. Ci soffermeremo ad
esaminare alcune conseguenze 4i questa analisi.

Si consideri una trave molto lunga, di sezione costante,
soggetta a momento torcente costante, vincolata nella sezione
Z2 = 0 in condizioni di ingobbamento impedito. Dovra’ dunque
essere & =0 per 2z = 0. La soluzione e’ qui fornita dal-

-2V GJt;EC)
- &

l'espressione 7

GJe® = My (1 [181]

Questa infatti verifica la condizione esistente per 2z = 0 e
soddisfa alla [180]. La funzione esponenziale che appare nel-
la [181] sara' indicata con e[z]; anche la funzione e [-z] sod—
disfa alla [180]; pero’ questa da' luogo a tensioni rapidamente
crescenti con 2 e queste non possono presentarsi a meno che
nella sezione libera, supposta molto lontana, si applicassero
tensioni w0, elevatissime.

I1 fattore VGJt/EC contenuto nell'argomento di e [z] da’
una misura della rapidita'con cui questa funzione,che réppre—
senta il termine addizionale rispetto all'ordinaria teoria del-
le travi, decresce con la distanza dall'origine della pertur-—
bazione, creata nella sezione 2z = 0 dall'impedito ingobba-
mento. Si osserva che, se per una data sezione tutte le di-
mensioni fossero diminuite nello stesso rapporto,le quantita’
indicate con @ decrescerebbero col quadrato di esso e quin-
di € con la sesta potenza del medesimo; invece Jt risente
della quarta potenza del fattore di similitudime. Percio’ il
fattore anzidetto si puo' scrivere come 1/L essendo [ una
lunghezza proporzionale alle dimensioni trasversali della tra—
ve. Il suo valore cresce col fattore F£(C (indice della rigi-
dezza che la sezione presenta di fronte alla distorsione rap-
presentata dagll spostamenti w), diminuisce per effetto del-
la rigidezza degli elementi lavoranti al taglio che influisco-
no su GJt. In certe strutture (guscio) si possono indipen-
dentemente variare gli elementi che contribuiscono ad accre-
scere ( (i correnti) e guelli che influiscono sul modulo Jt
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(il rivestimento); i primi, incrementando L, contribuiscono
ad accrescere 11 raggio d'azione della perturbazione (*)}, men-
tre i secondi operano in senso opposto restringendo il campo
in cul la perturbazione si fa sentire.

Dalla [181] si hanno per integrazione gli angoli ¥ (li-
nea ¢ fig.e3). Fuori di una breve zona in prossimita' della
origine, 1'andamento e' Qquello ret-
tilineo voluto dalla teoria di St.
Venant; i valori sono pero'diminui-
ti dall'impedito ingobbamento della - )
sezione vincolata. Con buona appros- /
simazione, se la lunghezza della tra- /
ve efalquanto superiore a L si puo'
affermare che 1'impedito ingobbamen-
to opera come una riduzione della

Mt (Z = L)/G]t

lunghezza per un tratto pari-a [L; //&

si intende che, se l'ingobbamento e' %/ !
impedito per entrambe le sezioni ter- - L_
minali (come avverrebbe se la coppia L
torcente fosse applicata attraverso e

blocchi rigidi) la lunghezza viene
ridotta di 2L.

I1 vincolo nella-sezione 2z = O
origina ancora le tensioni (fig.®63a)

oy = el2] ¥ Ld/C [182]

(a)

Le tensioni nella sezione vin-
colata dipendono dungue dal momento Fig. 63
torcente e dalle sole caratteristi- .
che della sezione, non dalla lunghezza [ della trave,per lo
meno se e' L > I tanto da rendere e[l] trascurabile e quin-
di valida la [181].

I risultati sopra indicati possono essere generalizzati
in base alle considerazioni seguenti. Si consideri una +trave
di sezione cosﬂante, molto lunga, ossia tale che nella 2zona
in esame non si percepiscano le perturbazioni dovute alle con-
dizioni di carico delle sezioni estreme. La trave sia sogget-
ta al diagramma di momenti torcenti della fig.eé4, la coppia

(*) Questo termine, anche se impreciso, vale a dare evidenza al feno-
meno. Si potrebbe definire il raggio d'azione. come la lunghezza del tron-
co che, sottoposto su tutte le sue sezioni alle tensioni stesse che si
hanno nella sezione di origine della perturbazione, da'lo stesso lavoro
di deformazione che realmente corrisponde alla perturbazione stessa.
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Ct applicata alla sezione 2z = O essendo sopportata in ugual
misura dalle parti che stanno ai due lati di quella sezione.

Per motivi di simmetria
| l'ingobbamento della se-

| zione =z = O deve essere

| nullo. Quindi lasituazio-

My :C,/z ne e'la medesima del caso

Mt:_ct/z —— 7 precedente, sotto un mo-

mento M; = Ct/2. Con que—
sta sostituzione si pos-
~ Ct/2 sono calcolare ancora le
{\‘\

Y o, mediante la [182],in-

Ity % tendendo che elz] e' 1la
/é funzione calcolata in ba-

C

t

Z\"\\\Mtzct/z se al valore assoluto di

2z, dato che per simmetria,
Fig. 64 le 0, avranno andamento
decrescente ai- due lati del-
la sezione =z = 0. Con questa avvertenza scriviamo dungue

oy = elz]C, LB/2C [183]

Un ulteriore passo verso la generalizzazione e' fatto con—
siderando che le tensioni [183] dipendono solo dalla differen-
za dei momenti torcenti al due
lati della sezione =z = 0; del
resto, un momento M; costan- Ct
te produce esattamente le ten- (a) %
sioni volute dalla teoria di z
St.Venant. Quindi se varie cop-
pie torcenti (y,,C¢,, .., so-
no applicate alle distanze 2z,
2,,... dalla sezione nella
quale si calcola 'w0,, sovrap-
ponendo gli effetti possiamo
scrivere

L
O, = ‘2—0 Ze[Z,,:]Ct,] [184]

Si osserva che la [184]
fornisce le tensioni corretti-
ve w0, mnella piu'gdenerale con-
dizione di carico per la tra- Fig. 65
ve indefinita, di sezione co-
stante; ciascuna coppia torcente agisce come una sorgente di
perturbazione i cui effetti si smorzano come indica la ef[z].
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In particolare se, ai due lati della sezione in esame, si ha
una distribuzione di coppie torcenti con intensita’ mdz per
tratto dz, la quale si estenda fino a distanza d tale che
sia e[d] trascurabile, le w0, dovute a queste azioni. non
dipendono da 2z e sono date da

o, = m L20/C [185]

Con la stessa [184] si possono calcolare le tensioni 0y
in presenza di coppie torcenti applicate in prossimita’di una
sezione incastrata. Basta a tal fine osservare che la sezione
incastrata puo' essere simulata prolungando idealmente la strut-
tura al ‘di la'di quella sezione e disponendo nel prolungamen-
to virtuale un sistema di carichi torcenti riflesso di gquello
esistente sulla trave reale. Nella sezione vincolata natural-
mente deve disporsi una coppla torcente pari al doppio della
effettiva reazione di quel vincolo. Nella fig.65 e° indicata
schematicamente la sostituzione nel caso di una coppia torcen-
te Ct agente presso l'incastro, le coppie essendo qui indi-
cate mediante due forze parallele al piano di rappresentazio-
ne. L'andamento delle tensioni 0, corrispondenti e'indicato
nella fig.65cC.

Si osservi che due coppie opposte provocano tensioni o, =
= 0 in una sezione equidistante da -entrambe. Quindi la sezio-
ne libera puo'essere realizzata secondo lo stesso concetto del-
la riflessione, prolungando '
idealmente la struttura oltre

la sezione libera e disponen- lici

do i carichi torcenti rifles- .|

si nelle posizioni ad essa sim- :
metriche, con versi opposti a 1Cy ] -Cy
quelli della trave reale (fi- h l IL,

gura 66). Con cio', 1la [184]

puo'essere adoperata per ogni Fig. 66

trave di sezione costante,co- ' .
munque vincolata e caricata; la somma si estende in ogni ca-
so ai carichi reali e virtuali entro il cul raggio d'azione si
trova la sezione in esame.

Analoghe considerazioni valgono per il calcolo delle ten-
sioni tangenziali. Conviene scomporre queste nella somma del-
le tensioniadi St.Venant e delle tensioni correttive. Indichia-
mo con Mt(tt"‘z;a) le tensioni che si determinano per 20
nelle condizioni della fig.64 (*): nelle condizioni piu gene-

(*) Le tensioni 7, si ottengono dungue aggiungendc alle 7,72 le T,
che si hanno,per la sezione sottile, dalla [175] sostituende 1/2C a EP7.
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rali si avra’ R N N
T = Mty + TS (+)elz;10,, [186]

assegnandosi il fattore + 1 per le coppie situate dal lato

delle =z positive rispetto alla sezione in esame, -1 per le
altre.

Due applicazioni di questa teoria sonc svolte nelle figg.

67 e 688. La prima si riferisce ad una sezione sottile aperta,

schematizzazione di un profila-

to a doppio T. Il centro di ta-

T F ‘glio sta, per simmetria,nel ba-

iﬁh  hsb2/16C ricentro. Per il calcolo di @

| — si adopera la [A57] con # = O,

; trattandosi di sezione aperta.
L i bh/2 Nell'anima e' # = 0, mentre per

y le ali e' r = h; si trova cosi’
C = h2sbS/6 per # 1'andamento lineare in-

dicato in figura. Per il calco-
— lo delle 7, si osserva che il
~1 s, : flusso delle t; e'nullo; quin-
di il flusso ¢4 delle 7T, si
JQ( CT oh riduce a quello delle tensioni
7, che si determina in base al-
la [178]. Le 7, si ottengono
| Y sommando a queste le tt/z . E¢
+ interessante rilevare che le ten-
sioni correttive sono quelle che
i wi, J-kz/sbSS si otterrebbero considerando 1le
\},-bh/z ali del profilato come travi a
| se'stanti, inflesse in sensi op-
r% posti nella torsione del profi-
: B lato.
L ,7_.b4m”w_J L'esempio della fig.e8 si
riferisce ad una sezione a sca-
Fig. 67 tola rettangolare con 4 corren-
ti nei vertici 1,2 di sezione
4’ e 3,4 di sezione A". In questi si suppone concentrata la
area resistente a sforzo normale; quindi sono J' = h24!/2
J" = h24"/2 i momenti d'inerzia delle pareti 1,2 e 3,4 con-
siderate come travi isolate. Il centro di taglio,secondo quan-
to s'e‘visto a proposito della fig.A8, si troverebbe nel pun-
to C, se fosse J//s' = J"/s". In condizioni generiche esso
sl trova nel punto ¢T indicato in figura. Quindi, con 1la
[A57] si calcolano i valori indicati di ﬁ, i quall soddisfa-
no alle [173]. '
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I1 fattore ¥ e'rappresentato da

_2b/s - h/s! - h/s"
T ob/s + h/s! + h/s"

[187]

Si osservi che se % = 0 si annullano gli spostamenti ©:
ossia le sezioni si mantengono piane nella torsione e Quindi
le tensioni sono semplicemente quelle della teoria di St.Venant.

b
B, = bhuI"/3(J7+J") (s D= - oy y/2(7 4T
i " ¥
Al Qg = - 1/4%bh 4[4
i R g
oy
%= gal M fhag = vaah |
A
4142 Ja. %S 3 :’3 = -8
9,=-9 ’
2 1 ‘ bJ’
| TR ¢ =K262J T/ (T +J")
Jg J'/s"-J/s’ ab2h2
AR Jr =
20h  JI+J" t 7 ob/s + h/s! + h/s"
Fig. 68

Nella .figura stessa sono anche indicati i flussi @g. Si
nota che per X ® 1 (ossia se e’ § << s’,s"), nelle condizio-
ni della fig.64, presso la sezlione vincolata il momento tor-
cente si scarica principalmente attraverso le anime 1,2 e
3,4 (*).

Si osserva infine che per sezionl aperte molto sottili si
possono trascurare le tensioni di St.Venant e quindi 'scrivere
al posto della [180] la equazione:

ECH™" = —fMtdz =91 [188]

o]

(*) Si noti che, al diminuire di X, i flussi gq vanno.crescendo. Pe-
ro' contemporaneamente: tendono a zero.i fattori e (2] , poiche’va amullan—

dosi proporziocnalmente . a 7(, ia lunghezza L.

8 - P.CICALA
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l'origine di integrazione essendo posta in una sezione libera.
I;a quantita' cosi'definita puo' considerarsi come una caratte-
ristica di sollecitazione a cui corrispondono le tensioni
o, =9I #/C. Si riscontra cosi'una analogia con la sollecita-
zione flessionale.

X.6 - I sistemi caratteristici. Le considerazioni del§ pre-
cedente, anche se basate su una trattazione approssimata,val-
gono a porre in evidenza i caratteri piu' importanti delle per-
turbazioni che rappresentano lo scarto fra l'effettiva confi-
gurazione di sforzi e quella prevista dalla teoria delle tra-
vi. Poiche'le tensioni calcolate secondo St.Venant realizzano
sezione per sezione l'equilibrio con la sollecitazione appli-
cata, le tensioni di perturbazione debbono su ogni sezione co-
stituire un sistema staticamente nullo, ossia avente risultan-
te e momento risultante nulli. In certi casi schematici si lo-
calizza in una sezione l'origine della perturbazione che da
questa si propaga all'interno del corpo. Poiche'nell'esame di
questi stati di deformazione non intervengono altre azioni che
quelle applicate sulla sezione di origine, il sistema delle
equazioni indefinite di equilibrio e di congruenza e'omogeneo
nelle tensioni e deformazioni. Fra le soluzioni di questo si-
stema vi sono alcune che, per la trave di sezione costante go-
dono di un'importante proprieta': esse sono rappresentabili co-
me prodotti di una funzione della coordinata 2z per una fun-
zione delle coordinate nel piano della sezione; in altri ter-
mini: la corrispondente distribuzione su una sezione qualsia-
si si ottiene con un cambiamento di scala da quella in una se-
zione fissa. Chiameremo sistemi caratteristici queste confi-
gurazioni di tensioni e deformazioni. Per corpi di forma piu’
generale che la cilindrica chiameremo sistema caratteristico
ogni soluzione del sistema omogeneo delle equazioni indefini-
te che si presenti come prodotto di una funzione di una coor-
dinata, diciamo x,, per una funzione di una o due altre coor-
dinate, sempre che le tensioni esistenti sul luogo definito da
x, = costante costituiscano un sistema nullo. Quando i siste-
mi caratteristici siano individuati, sia nella loro 1legge di
variazione f(xl), sia nella loro distribuzione sul luogo x; =
= costante, una perturbazione qualunque puo' considerarsi in-
teramente determinata quando si conoscano i coefficienti me-—
diante 1 quali essa puo’ essere rappresentata come combinazio-
ne di tensioni caratteristiche. Per questa via possono otte-
nersi risultati di carattere generale, compendiabili 1in ¢gra-
fici o tabelle, atti a fornire indicazioni quantitative sugli
effetti della perturbazione.
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