CAPITOLO IV

LA GEOMETRIA DELLE MASSE

I problemi raccolti in questo capitolo sono in numero limitato, per-
ché si propongono di illustrare solo le questioni pil comuni sotto |'a-
spetto applicativo, In vista di questa finalita, si & sempre seguita la via
pitt immediata ed elementare,

Si sono volutamente tralasciate quasi tutte le trattazioni di caratte-
re grafico o proiettivo, limitandosi alla risoluzione analitica,

In questa maniera, si & cercato di far risaltare i concetti geometrici
fondamentali, che {non sara inopportuno ricordarlo) trovano continua ap-

plicazione in tutti i campi della Scienza delle Costruzioni,

31. - Determinare la posizione del baricentro di un arco di circon-

ferenza e di un settore dj cerchio,

ARCO DI CIRCONFERENZA.

Sull’arco di circonferenza, di apertura 2Za, sia assegnata una di-
stribuzione lineare di masse, con densita unitaria. La generica massa e-

lementare coincide allora con la lunghezza dell'elemento di arco; ha sen-

13,
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so ricercarne il baricentro,

Riferiamo l'arco ad una coppia di diametri ortogonali, di cui uno
coincidente col suo asse di simmetria, Su questo deve trovarsi il bari-

centro; per definirne la posizione bastera calcolame l'ordinata y .

by

ds

Widw

Y

0
Fig. 31.1

Sia R il raggio della circonferenza; ds la lunghezza dell'elemento
di arco; y la sua distanza dall'asse x,

L'ordinata y, si ottiene subito mediante la formula generale:

f}'-ds
fds

Gli integrali si intendono estesi a tutto l'arco, Per valutarli, sce-

gliamo un riferimento ausiliario polare, avente polo nel centro dell’arco
ed origine delle anomalie w sull'asse y.

Si ottiene facilmente:

Yo ~—

ds = R-dw

y = R-cosw
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@
fyds = Zfchosmdm = 2R%senc
0
@
./:is = 2[Rdco = 2as
0

sen
R

Pertanto:

H

YG

CASI PARTICOLARI.
a) Nel caso di una semicirconferenza, si ha:

2 = 10 o« = L
2

Yo = 2—5 = 0,6366 R.

b) Si voglia invece determinare la posizione del baricentro di un

quarto A5 di circonferenza,
Riferiamolo ai diametri che lo delimitano; inoltre, completiamolo

in maniera da ottenere una semicirconferenza, di cui l'asse y & di simme-

tria,
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Il baricentro G della semicircenferenza pud ottenersi anche cari-
cando i due baricentri G, e G, delle lunghezze dei due quarti di circon-
ferenza. Ne segue subito che i tre baricentri G, G;, G, hanno la mede-

sima ordinata:

Inoltre, G, si trova sull'asse di simmetria dell'arco 4B, per cui:

N _ 2R
Y61 T Y61 T ¢

SETTORE DI CERCHIO.

Usiamo il riferimento Oxy di fig, 31.3, e quello ausiliario polare con

polo in O e origine delle anomalie in y.

Jl_y

Fig. 31.3

I''ordinata del baricentro ¢ data dalla relazione:

e
[
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ove gli integrali si devono intendere estesi a tutto il settore, Ma:
dAd = rdw-dr

y T rcosw

R x
2./;2drv/‘coscodco = -g—R3 sen
0 0
R o
QV/;drv/‘dco = R’«
0 0

e quindi:

f

fy d4
f I

1

2 sen o
= ZR .
’s 3 a
CASI PARTICOLARI.
a) Semicerchio:
20 = 1
_ 4R .
yG = —'3"?— 0,4«244 R

b) Quarto di cerchio, - Assunto, ancora, un riferimento coincidente

con i due diametri estremi, e ragionando come per il quarto di circonfe-

renza, si ottiene:

_ 4 R
xG_J’G"—B'—

T

OSSERVAZIONE. - 1 risultati relativi al settore di cerchio poteva-

no ottenersi anche per via sintetica,

Si puo suddividere il settore in triangoli elementari, di raggio R e
apertura dco.
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Ciascuno di essi ha 1'area
i = %R-ds

ed il baricentro posto a distanza %R dal centro del cerchio,

Ai fini della ricerca del baricentro si puo, alla distribuzione dei
triangoli elementari, sostituire l'insieme dei loro baricentri caricati dal-
le rispettive aree, '

Il baricentro cercato & allora quello di un arco omogeneo di raggio

% R; pertanto:

32. - Lo sezione di una trave a L ho le dimensioni indicate in
fig. 32.1, Se ne determinino la posizione del baricentro ed il momento
statico rispetto alla retta a.

}y

Ry

Fig, 32.1
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POSIZIONE DEL BARICENTRO.

PRIMA SOLUZIONE ANALITICA.

La via piu breve consiste nel decomporre la figura nei due rettan-
goli @ e @. Di questi sono note le rispettive aree 4; e 4, ed i bari-
centri Gl (xl, yl) € GZ (xz, ¥z )o

Risulta:

x1=4 cm

A1 = 3 X8 = 24 cm?

Y1 = 1v5 «

x2=1 ecm
A, =2X9 =18 cm?
y2:7,5«

Le coordinate del baricentro G della figura sono:

L Rl i QY P,
¢ 4 A+ 4,

yo =2 =AM thy, o o7,
© 4 4, + 4, ’

In maniera perfettamente equivalente, si pud determinare la posi-
zione del baricentro riguardando la sezione come differenza dei due rete

tangoli di dimensioni, rispettivamente:

8 X 12 e 6 X9 cm,

SECONDA SOLUZIONE ANALITICA.

Il baricentro G si trova sulla congiungente di G; ¢ G,; le sue di-
stanze da essi sono inversamente proporzionali ad Ay e A4,,
Si ritrovano, ovviamente, gli stessi risultati gia ottenuti pid sopra.
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SOLUZIONE GRAFICA.

Applichiamo ai baricentri G, e G, due forze, tra loro parallele, di
moduli proporzionali alle aree 4; e A,. Il loro centro coincide, per defi-
nizione, con il baricentro G della sezione a L.

Trattandosi di due sole forze, il loro centro appartiene alla con-
giungerte G, G,.

Se allora si prefissa una qualsiasi direzione comune alle due for-
ze (ad esempio, l'orizzontale) 1'intersezione dalla loro risultante (a cui
pure appartiene il centro) con la G; G, determina il baricentro G.

La risultante pud essere individuata semplicemente con l'uso di
un poligono funicolare, Riportati sulla retta delle forze i moduli A, e 4,
si costruisce un poligono funicolare, I suoi lati estremi si intersecano in
I., per cui passa la retta d'azione della risultante, il baricentro G ¢ la

sua intersezione con la congiungente G, G,.

M N
A A
o T %o
ﬁl 0 i
Ik\'\_ 1
_ 7

G L
[ A WA SCALE:
Ny 1 2
G Aree 1 cm =20 cm
2 2 Lunghezze 1 cm = 4 cm

Iig, 32.2

MOMENTO STATICO RISPETTO ALLA RETTA a.

Usando il teorema di VARIGNON, si ottiene:

S = A-d = 42 X 7,93 = 333,06 cm?,

a

Oppure, si pud procedere per via grafica,
Approfittando del fatto che alle masse 4; e 4, sono state asso-

ciate forze parallele alla @, si pud sfrttare il poligono funicolare gia
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tracciato per la ricerca del baricentro,
Il momento statico & fornito dal prodotto del segmento MN per la
distanza polare /.

Tenendo conto delle scale:

lunghezza lem = 4 cem
area lem = 20 em?
ed osservando che;:
H = 1,3 cm; YN = 3,3 cm

sl ottlene:
Sa =1,3%X3,3xX4xX20 = 333,2 cm3,

Il risultato &, ovviamente approssimato, l'errore &, tuttavia, molto

modesto.

33. - Disporre due ferri UPN 200 offiancati simmetricamente (fi-
gura 33.1) in maniera da rendere vguali i momenti principali centrali di

inerzia della sezione complessiva,

Nella pratica costruttiva gia da tempo sono in uso travi di acciaio,
ottenute per laminazione, la cul sezione retta ha dimensioni unificate,

Tutti i manuali d'ingegneria riportano le caratteristiche geometriche
delle sezioni dei profili commercialmente usati, Tali dati sono necessa-~
ri per la determinazione delle sollecitazioni nelle varie sezioni di una
trave caricata da forze esterne,

Supponiamo di affiancare due ferri UPN 200 (UNI 5680-65), come
appare nella fig, 33.1, A priori, risulta arbitraria la distanza a tra i ba-
ricentri dei due profilati,

[La determineremo in modo che riescano uguali 1 momenti principa-

li centrali d'inerzia,
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Jky JL}'/'
~— T
¢ |l |6 -
x
feunn —
a
Fig. 33.1

Per la sezione del singolo profilo UPN 200, le tabelle (!) fornisco-

no i seguenti dati:

Area: A

Momenti d'inerzia: J
X

it

32,2 cm?
1911 cm4; J5 = 148 cmf,

Il momento d'inerzia, rispetto all'asse x, della sezione complessi-

va si ottiene semplicemente raddoppiando quello relativo ad un solo pro-

filo:

U )oe = 2/, = 3822 cm4,

Il momento rispetto all'asse y puo invece calcolarsi mediante le
formule di traslazione d'assi.

L'asse ¥ ¢ baricentrico per ciascun profilato, e pertanto:

2
U,V oe = 2[1? + 4 (%)] = 296 + 16,1+ a2,

LLa condizione

Vo = Uy

(1) Vedi la tabella UNI 5680-65; oppure un qualsiasi manuale di ingegneria,
{1 lettore pud consultare la tabella in appendice.
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si traduce nella:

3822 = 296 + 16,1+ a?

da cui:

a = 14,8 cm.

L'ellisse centrale d'inerzia della sezione e una circonferenza: il

momento d'inerzia & costante per ogni asse baricentrico, e vale:
J = 3822 cm®.

Il raggio d'inerzia risulta:

! 7,70
p = {/— = 7,70 cm.
A

tot

Esso coincide, com'é ovvio, con quello, rispetto all'asse x, di una
sola delle due sezioni a C.

34, - Determinare I'ellisse centrale d'inerzia di un quarto di cer-

chio,

i
7]
r wdw -
7 c x
T 5 ’;‘
R

Fig. 34.1
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PRIMA SOLUZIONE.

[.a determinazione dello stato d'inerzia centrale & subordinata al-
la conoscenza dei momenti del secondo ordine rispetto a due assi bari-
centrici ortogonali,

In questo caso, puoc essere conveniente la deduzione analitica dei
momenti rispetto ai due diametri che delimitano il quarto di cerchio, E poi
facile passare ai paralleli baricentrici ¥ e ¥ mediante le formule di tra-

slazione d'assi,

Momenti rispetto agli assi (x, y), - Con il riferimento polare ausi-

liario della fig. 34.1 si ottiene facilmente:

=1, :fysz I, :j];yd/l

dA = rdr-dw
y = rcosw
X = rsenw
e quindi:
R ™/2
I = fy :j.r3 drfcos2codco = %R“ = (,1963 R*
0 0 '
R /2
_ |3 R* 4
I, = fjridrf{senwcosw dw = — = 00,1250 R".
v 8
0 0

OSSERVAZIONE. - 1l momento d'inerzia / poteva facilmente ot~
tenersi anche ricordando che esso vale un quarto di quello dell'intero

cerchio rispetto ad un suo diametro, Cioé:

= L Ra.

] = =
/ 16

_1_1TR4 iy
* Y 4 4
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Momenti rispetto agli assi (%, 7). - Le formule di traslazione di
assi danno:

Je =1o =1 -yt 4

y

J.. =17 -xGyG-A.

Xy Xy

Le coordinate del baricentro sono gia note (vedi, ad esempio, 1'e-
sercizio 31):

AR 0,4244 R.
Tr

¢ Yo
Inoltre:
A =1 g2
4
e quindi:

mRY 16 R? mwR?2 ™ 4)
= J = - = Ril—~ —} = 40,0548 R4
Iz =4 16 9 4 R( ’ R

2 2
]__ﬂ_ _ R ]6R 'ITR — R4(1 4 )

Iy = - = - 0,0165 R*
8 O

8 ow? 4

Stato d'inerzia centrale. - Si ottiene mediante |'uso delle formule

. - ' - * - H -
di rotazione d'assi per i momenti del secondo ordine,

Sia (x;, y,) la generica coppia ortogonale ottenuta ruotando, in sen-
so antiorario, dell'angolo « a partire dalla (x, ¥). Risulta:

Iz '%‘f? Iz -./3,-
x, = 5 + cos 20:-—]H sen 2a =

2

Jg = Izy sen2a = 0,0548 R% +0,0165 Risen 2«

_hx-ly

]XIYI = sen 2o + %y cos2a =

= Jgp cos2a = =0,0165 R* cos 2a.
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Gli assi principali d'inerzia sono individuati dall’angolo «n che
p P g 0

si ottiene dalla relazione:

T i 3
o, = —; Qg T = = = T,
4 2 4

Come era prevedibile a priori, uno degli assi principali d'inerzia
coincide con il diametro di simmetria ortogonale del settore,

Il massimo valore del momento d'inerzia compete all'asse € identi-

ficato dall'angolo o, = -}, per il quale:

0

sen 20:0 = +1

= - = _13_-..1._ 4 = 4
b=k oy 7 (- 5)RY = 0.0T13R

Invece, il minimo compete all'asse n avente
sen(2cx0 +m) = -1,

e quindi:

Iy = Iz 4 Jz5 = (% *%‘ 5%;‘)"34 = 0,0384 R4

Come & naturale, si ha pure:

Il circolo di Mohr, - Agli stessi risultati si pud pervenire per via
grafica, tracciando il circolo di Mour. Allo scopo, & ancora necessaria
la conoscenza degli elementi base, cioé i momenti del secondo ordine

rispetto alla coppia ortogonale (%, ¥),
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In un piano rappresentativo (j-xl; j"lyl)’ alle rette x, ¥ corrispon-
dono gli estremi di un diametro,

In particolare, il punto X che rappresenta 'asse % ha le coordinate:

Invece, Y ha coordinate:

J‘i, ]-y-i = _J-iv.
Il centro del circolo & l'intersezione dell'asse delle ascisse con il

diametro XYVY.

4
]xlyl

Y(s: k3)

Y

A Y .

Fig. 34.2

Il punto A, rappresentativo dell'asse £, si ottiene, a partire da j,
ruotando in senso positivo (antiorario), sul circolo, di - .
L'asse £ di massimo momento d'inerzia si ottiene, nel fascio cen-
T L : - (rs
trale, ruotando di 3 in senso antiorario a partire da ¥ (fig, 34.1).

Il momento Je vale poi:

Jo =0C+CA=1_-]

X

t ]
]

Analogamente:

]q :ﬁ—fﬁ:]i+,li_

e compete all'asse n ortogonale a €,
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SECONDA SOLUZIONE.

Il procedimento sopra delineato € il piu generale, e l'unico appli-
cabile in ogni tipo di problema. Qui, lo studio si semplifica molto rico-
noscendo che il diametro bisettore del quarto di cerchio ne & asse di sim-

metria ortogonale. Allora sono note a priori le direzioni degli assi princi-

pali,

T]\ § =X,

Fig. 34.3

Il momento d'inerzia rispetto all'asse £ si puod ottenere direttamen-

]g :f _yé . d:‘!

dA = rdw-dr

te per via analitica.

ove:

rsenw

{

Yo

e percio:

R ™/4
Je = 2 rddr{sen?wdw = R4 (-T-—r--i) = 0,0713 R4,
16 8

0 0
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Invece, il momento J, pud ottenersi da JVO mediante le formule di

traslazione,
_ 2
]yo —/:/9;0 dA
ove
Xg = rcosw
R /4
- 1
/VO = 2./.7'3dr.[coszoadoa = R4(_i% + _>
0 0
Inoltre:
oc = R 4p
RE
quindi:
— 1 16 R? m R?
j.o= 1 +002-A=R4(1+._>+ 9. _
“ Yo 16 8 9 12 4

- R“(l +% 8 ) = 0,0384 R,

R

Anche qui, la simmetria ortogonale fa riconoscere a priori che
Jeqg = 0.

L'ELLISSE CENTRALE D'INERZIA. - Ha per assi quelli prin-
cipali d'inerzia, e per raggi quelli principali,

Si ottiene:

A 0,0713 R*
o =1/ =1/=—— = 0,3013 R
g 4 0,7854 R?

7 0,0384 R*
P — ‘l/__r}_‘ - ———*—4-—“‘5 - 0,2211 [\)
) A 0,7854 R

14.
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[ raggi pg vanno distesi sull'asse n; e viceversa (fig, 34.4),

N :

FFig. 34.4

* ok k

35, - Determinare 'ellisse centrale d'inerzia del profilo a L della

fig, 35.1.

L2 6 cm \
I | |
) .
Y24 y
X
q ‘
A
\ o
C‘ -
E o S, L E
X
3 1 .
= ®
-*,__,
Y1
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Lia sezione non presenta particolari simmetrie, percio il problema
potra essere risolto solo con metodi di carattere generale, Tuttavia, &
possibile scomporre la figura in due rettangoli, di cui sono note le prin-
cipali caratteristiche geometriche.

Si riesce allora ad ottenere facilmente i momenti del secondo ordi-
ne rispetto agli assi baricentrici (X, ) mediante il solo uso delle formu-

le di traslazione d'assi,

POSIZIONE DEGLI ASSI BARICENTRICI. - Per la determinazioue
delle coordinate del baricentro rimandiamo il lettore all'esercizio 32, che
ha i dati numerici in comune col presente,

Siano, poi, Gy(x), y;) e C,(x;, y,) i baricentri dei due rettangoli
in cul si scompone la sezione, Le loro coordinate, nel riferimento (%, 7),

risultano:

7, = +1,29 em X, = =171 cm

¥, & =2,07 « ¥y, = +3,43 «

MOMENTI DEL SECONDO ORDINE RISPETTO AGLI ASSI (%, ¥). -

Le formule di traslazione danno:

-_— —2 % ! 1 —2
Iz = ]xi Ayt ]xz T )y
= o 4 =2
E o= ]yl + 41%; +]y2 + A% ;
Ry = =k = "IX13’1 + A %y, + szyz t+ A,%,7,.

Calcoliamo a parte gli elementi relativi ai due rettangoli.

Rettangolo 1.
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3 3
_ hyby 3 X8 4
le = 5 = T = 128 cm
gy, =0

perché gli assi x;, y; sono principali per il rettangolo 1,

Rettangolo 2.

A2 = 18 cm?
3
] bty 2 g5 121,50 cm4
X3 12 12
by 9x23 )
]vz 1212 = 6 e
= 0
x2y2
In totale:
Jo = 18+ 24X 2,572 +121,50 + 18 x 3,43° = 509,79 cm4
J5 = 128 +24 x 1,29 + 6 + 18 x 1,712 = 226,57 cm*
Joo = =24 x1,29 X 2,57 -18 X 1,71 X 3,43 = -185,14 cm*
f§i = = +185,14 cm*

STATO D'INERZIA CENTRALE. - Si ottiene airettamente appli-
cando le note formule di rotazione d'assi,
Kk + -k

I, = + cos 2a = J;o sen 2a =

2

= 368,18 + 141,61 cos 2a + 185,14 sen 2a
_ Iz =I5

Ixy = ——— sen 2a + /xj cos 2a =

2
= +141,61 sen 2a - 185,14 cos 2a.
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Iy e/, siintendono espressi in em4.

Gli assi principali d'inerzia si ottengono dalla relazione:

2 /55
tg 2a, = —X— = +1 307.
];; - f;
|.c soluzioni sono:
o, = 26° 17"

o +§ = 116° 17"

I momenti principali si ottengono ponendo 1 suddetti valori al po-

sto di a nelle formule di rotazione, Oppure si pud usare la formula:

J—_ + ]—. 1 2 2
— IS + -

A conti fatti, si ottiene:

e =1 (@=26°17") = 601,86 cm?
I (a=116° 17") = 134,50 cm4,

I] X

o
I

I corrispondenti raggi d'inerzia risultano:

Py = 1/; ]/60186 3,79 cm
P,] ‘/_J— ‘/ 134 50 = L79 cm.

I CIRCOLO DI MOHR. - Un altro modo di otiencre gli assi prin-
cipali (e quindi 1'ellisse) d’inerzia ¢ quello grafico, basato sull‘uso del
circolo di Mour.

Esso & determinato dal diametro che ha per cstremi i punti rappre-

sentativi degli assi (R, ). Le coordinate di detti punti sono i momenti
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del secondo ordine rispetto agli assi stessi,

Il punto X, immagine dell'asse %, ha le coordinate:

J-

X

= 509,79 em?; J?('s" = -185,14 cm®,

[nvece )7, rappresentativo di ¥:

j? = 226,57 cm?; J~~ = +185,14 em ¥,

VX

l.a costruzione del circolo, nel piano (]x; ]xy) ¢ allora immediata

(fig. 35.2),

A
Ty

Y(226,57; 185,14)

I

X

T

B(134,50;\0)

A(601,86; 0)

N

X (509,79; -185,14)

52° 34" = 2(26°

Fig. 35.2

Il punto ., rappresentativo dell'asse € di massimo momento d'iner-

zia, si oltiene ruotando in senso antiorario (positivo), a partire da X, di

52° 34', IL'asse &, a cui compectle il momento jg = 601,86 cm* (ascissa

di A) si ottiene, nel fascio baricentrico, ruotando di 26°17', ancora in scn-

S0 antiorario, a partire da X,

Analogo discorso vale per n, che, pin semplicemente, ¢ ortogona-

le a £,
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L"ELLISSE CENTRALE DI INERZIA. - Si ottiene riportando, nel
noto modo, i raggi principali d'inerzia sugli assi £, n a partire dal ba-

ricentro (fig, 35.3).

?

AN

p&
Fig. 35.3
* %k %k

36. - Determinare il nocciolo centrale d'inerzia di una sezionea T

(fig. 36.1).

In base alla definizione, il nocciolo centrale d'inerzia ¢ il luogo
dei centri relativi delle rette che non tagliano la figura, In particolare,
il suo contorno & luogo dei centri delle rette che riescono tangenti alla
figura, senza intersecarla,

Iniziamo con |"osservare che la figura presenta un asse, y, di sim-
metria ortogonale, Percio, basta tracciare solo meta del contorno del noc-

ciolo per definirlo completamente,
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Ary=s o
- T L = 100 cm
:"’(, ho
4 e L = 20 cm
xO' A F = 40 cm
ki i _
1 hy = 30
Ye 1 cm
h(‘: = 10 cm
- e
X
I

pus ]
_+_

ig. 36.1

Alle tangenti a, d, ¢, x corrispondono i rispettivi centri 4, D, C, X
(fig, 36.2).

Al fascio di tangenti che ha per centro !'intersezione di a e d cor-
risponde la punteggiata distesa sul segmento [AD, Lo stesso dicasi per
le intersezicni delle altre coppie di tengenti, Il nocciolo riuscira, per-
lanto, un esagono,

Per poter definire la posizione dei vari centri relativi, ¢ necessa-
rio procurarsi i valori delle principali caratteristiche geometriche della

sezlone,

y
L'{ : 0
Ay
a o
s L (:l X C
R B : = =" -
T D' D xq)
A
x M x
d
c
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POSIZIONE DEL BARICENTRO. - Si trova sull'asse y, alla di-

stanza dalla retta x:

S
o T T
s, = B (5 - 6) hE = 44 %107 em?
2 2
A = 1600 cm?
3
y‘ - M png 27’5 Cnl
¢ 1,6 X107
7G = h- '_)-’G = 12,5 cm,

WOMENTI PRINCIPALI D'INERZIA. - Per ovvie ragioni di simme-
tria, gli assi principali d'inerzia sono quelli verticale ¢ orizzontale per

il baricentro,

hy B3 + hy b3 !
=20 7 M7 = 8533 X 104 cm; p? = 20 = 533 cm?
Yo 12 Y0 A
Inoltre:
3 3
I = Bh” - (B-blhy 141,33 X 104 cm*

3

e quindi, usando le formule di traslazione:

e = Je = 4.y = 20,33 X 10" em®; 02 =

Ovviamente, fxoy() = 0,
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DETERMINAZIONE DEl CENTRI RELATIVI.

2
Tangente a. - E parallela all’asse x;, percid il suo centro relativo

A si trova sull'altro asse principale v. . all'ordinata:
P P ]

] 0
Yoa _é{l_
GA,
2 = 2. R
P 127 cm?; GA, Y 12,5 em

You = - 10,16 cm,

Tangente d. - Si ha subito:

2
S 71
0D DIG
p? = 533 cm?; D,G = B -30 cm
Yo 1 2
Xp = 10,66 cm,

Oppure, si puo usare la nota costruzione grafica, ricordando che
Pyq ¢ medio proporzionale tra GD e GD,. Basta condurre, dal baricen-
tro, un segmento normale all'asse x; e lungo py ; congiungere D, col
suo estremo K, e da questo tracciare la normale a D; K. Si identifica co-

si, sull'asse x,, I'antipolo D (fig, 36.3).

|
d Yy

hud
9
~ [/ k

Fig. 36.3
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Tangente c. - Tocca la sezione nei due punti:

L (~50; + 2,5) e M (=10; -27,5)
pertanto, nel riferimento principale, ha equazione:

Xg Yo

T 16,5 35

Le sue intercette sugli assi sono, rispettivamente:

[ = -46,5cm

m = =35 o¢m

percio le coordinate del suo centro relativo valgono:

2
X . T - o - +11,48 cm
0C T ’
2
P
Yoo = -—= = t 3.57 em,
’ m

Tutto cid equivale. anche. a determinare C in basc a considerazio-

ni di reciprocita,
La tangente c interseca gli assi principali d'inerzia nei puntit X, P

(fig, 36.4). Il punto N ha retta coniugata n parallela all'asse Y- € di e-

quazione

2
.- Pyo 033

0 - = 11,48 cm,
v GN 46.5

Invece. P ha retta coniugata p d'equazione:

297
3"0 - - pj_O- = "é‘é“ = 3 .07 cm.
' GP

La retta ¢ contiene Y e P; dunque, il suo punto coniugato C si tro-

va all'intersezione delle due antipolari n e p.
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Tangente x. - X si trova sull'asse Yor all'ordinata

] 141,33 X 104
v, =X = = 32,12 cm,
XS, 44 x 103

37, - Determinare !'ellisse ed il nocciolo centrale d'inerzia della
sezione costituita da due profilati a L 100 X 100 X 10 (fig. 37.1).

ELLISSE CENTRALE D'INERZIA. - Le caratteristiche geometri-
che dei profili unificati sono elencate nelle apposite tabelle,
Riportiamo qui di seguito le piu interessanti.

Per un singelo profilo (!) delle dimensioni assegnate:

A = 19,2 cm?
Iy, = Iy, =177 cm®
jf_;l = 280 cm*
= 4
]']1 73,3 cm4,

(1) UNT 821-823.
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Ay
e —
A
Th\ /&1
10 \\ Gl
N
231
1 ) < ] .
% | G - 2 cm
X O
1 [ A
.
Fig, 37.1

Con l'ausilio delle formule di rotazione & possibile procurarsi il
momento centrifugo rispetto agli assi x,, y, a partire dai momenti prin-
cipali jf-l , ]r” . Poiché gli assi principali sono caratterizzati dalla pro-
prieta Jg, g, — 0 siottiene:

lg, -1

1 1

J

, sen 2a.
X1y

T
In questo caso, o = =—; sen 2a = =1
4 b

] =2 9 - _103.3 cm®,

1Yy

Le formule di traslazione permettono il calcolo dei momenti del se-
condo ordine rispetto alla coppia (x, y). Le tabelle forniscono anche la

posizione del baricentro G,. Rispetto alla suddetta coppia (x, y) si ha:
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xG; = 2,82 cm
Yg, = 3,82 cm,

Di conseguenza:

2
]X = 2(jx1 'fAl'yGI) =

= 2(177 + 19,2 X 3.89°) = 914 cm*
I, = 20, +4; x) =
= 2(177 + 19,2 x 2,82%) = 659 cm4

Jay = 2(],(”1 TAC St Ye,) =
= 2(~103,3 + 19,2 X 3,82 X 2.82) = 207 cm?,

Gli assi e momenti principali d'inerzia si ottengono rapidamente

dal circolo di Mour,

ey A

X(914; 207)

0 B (545,0) G 4(1030; 0)

Y (659; - 207)

Fig. 37.2

Agli assi x, y corrispondono i punti X, Y.
L'asse £ di massimo momento d'inerzia si ottiene da x ruotando
in senso orario (negativo) di Oge

Dal circolo si ottiene subito:
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tg 2a ““—X'_H—
g «%o CH
ove:
XH =1, = 207 cm®
i = b ;Jy = 126.5 cm*
2, = 58731,
L'asse £ & allora identificato dall'angolo negativo
a, = 29°16',
I momenti principali d'inerzia valgono rispettivamente:
. = 0CtCX
J, = 0C-cX
ove:
— +
oC = Tty = 787,5 cm*
2
CH = A = 207 _ 9495cm*
sen 2o 0,8536 |
fg = 787,5 + 242,5 = 1030 cm*
Jq = 787,5« 2425 = 545 em?

I raggi dell'ellisse valgono allora:

= 5,31 ¢m

It

3.77 cm,

h

T
eV
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NOCCIOLO CENTRALE D'INERZIA. - 1 profilati normali non han-
no le facce parallele, Tuttavia, senza commettere errore sensibile, si
puo schematizzare il profilo come mostra la figura,

Tracciamo le tangenti fondamentali, che sono in numero di otto, Il
nocciolo, di conseguenza, sara un ottagono (convesso),

Poiché la sezione complessiva gode di simmetria polare rispetto al
baricentro, anche il nocciolo risultera simmetrico, Bastera allora deter-
minarne quattro vertici, che sono i centri relativi di quattro tangenti con-
secutive,

La determinazione analitica dei centri relativi pud farsi comoda-
mente nel riferimento principale,

Determineremo le equazioni delle tangenti nel riferimento centrale
(x, ¥); poi le trasformeremo nel sisteme principale (€, 1) mediante una

rotazione d'assi,

¥ A i
~ m i
‘IK\ f
S B N S (d)
~ |
h {
N
N f
N !
\\ i
- ! (a)
\\ l //
AN | ,./
D , \\ : //
y ¢ N
/ <
iB' A .
o o
By o S AN x
L I 47 0 // ] N
C 4 l AN
D ‘ / : \\
// ' )
L/ ’ (c)
€
’ ]
’ i
/ ]
e
/ I
/ ]
3 g t ()
J
e

Fig. 37.3
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Le formule di trasformazione risultano:
x = gcosay tnsenq,
y = mcosa, -{sena
Poiché oy = 29° 16" si ha:
senax, = 0,489 cosa, = 0,872

e pertanto le formule di trasformazione divengono:

i

X

0,872 € + 0,489 n
y = -0,489 ¢ + 0,872 n
Le equazioni nel riferimento (x, y) sono dedotte con procedimenti
elementari, in base ai punti della sezione che le tangenti contengono,

Le trasformate, nel riferimento (£, n) sono riportate mediante l'e-

quazione contenente le intercette sugli assi,

M

RETTA EQUAZIONE IN (x, ¥) EQUAZIONE IN (€, 1)
(a) -0,109 x + 0,091 y +1 = 0 S + 0_ -
7,17 | =39,53
& M
= —2 3 _— ]
e == 10 1,47 20,45
(© | -0,0833(x+y) +1 =0 L S I
31,35 8,82
. . e,
( ’ T22,40 | 12,61

-
E ora facile calcolare le coordinate del centro relative di ciascuna
retta, Se quella generica ha equazione:

A

[ m

1'5-
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le coordinate del suo centro relativo risultano:

2
£ =.Fba
l
2
A==
m

Qui si ha:
pg = 26,82 cm?
p2 = 14,19 cm?2,

Le coordinate degli antipoli, cioé dei vertici del nocciolo, sono

riportate nella tabella seguente (1'unita di misura & il cm),

= s 5..._.____,7
INTERCETTE SUGLI ASSI COORDINATE DEL CENTRO RELATIVO
RETTA - -
{ m £ m
(a) + 7,17 - 39,53 -~ 1,98 +0,68
(b) +11,47 +20,45 -1,28 - 1,31
(¢) +31,35 + 8,82 - 0,45 - 3,04
(d) - 22,49 1261 + 0,63 - 2,12

I quattro centri relativi, denominati rispettivamente 4, B, C, D so-
no riportati nella fig, 37.3; il nocciolo & poi completato, facendo ricorso
alla simmetria polare, mediante i vertici A', B’, C', D' e gli otto lati

che formano il contorno,



