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10. - Risolvere la trave continua ad asse rettilineo di fig.10.1, o-
vente una cemiera interna [ e soggetta a carico uniforme sulle due pri-

me campate,
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{.a struttura & tre volte iperstatica, due sole volte staticamente
indeterminata (mancano le azioni orizzontali). Si pud considerare diret-
tamente derivata dalla struttura dell'esercizio precedente mediante I'ip-
troduzione della cerniera interna D che fa diminuire di un grado l'iper-
staticita del sistema.

Si puo applicare il procedimento dell'esercizio precedente con
'avvertenza di introdurre una cerniera in corrispondenza della sola se-
zione C, e assumere la struttura principale costituita dalla trave AC; ad
incastro e appoggio (una volta iperstatica ma staticamente nota), ¢ dalla
trave Gerber €,C,B, a due campate, soggette entrambe ai carichi ester-
ni assegnati e alla coppia mutua Y, incognita, avente il compito di as-

sicurare il rispciio della solidarieta angolare in C, (fig. 10.2).
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Pero l'espressione della rotazione Py des. © influenzata anche
dall'abbassamento del punto [J: ci si rende allura conto come conviene
piuttosto considerare la struttura analoga ad una Gerber e operare su di
essa uno svincolamento del tipo di quelli che normalmente si adottano
nella risoluzione di queste travi isostatiche. Anziché equazioni di e-
quilibrio si deve ora stendere una equazione di natura elastica per sod-
disfare la congruenza del sistema,

Si seziona in [) spezzando la struttura in due parti {(fig.10.3); la
struttura principale & costituita dalla trave isostatica BC,D", ad una

campata con sbalzo, e dalla trave A(C C,0" ad 1ncastro-appogg10 e sbalzo,

una volta 1perstat1ca ma staticamente nota
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Fig, 10.3

Per effetto della deformazione flessionale indotta daj soli carichi
esterni 1 punti /)’ e )" subiscono nelle due travi spostament1 verticali
diversi; la reazione verticale mutua X ha il compito di imporre alla strut-
tura principale il rispetto del vincolo soppresso.

La condizione di congruenza che determina Y & pertanto:

Mo~ T]D"-
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La trave AC, & staticamente nota in funzione della sola incogni-

ta X.

Simbolicamente 1'equazione di congruenza si puo scrivere:

Yo ® 7t Ty, Ty b F e

Esplicitando i vari termini (positivi gli spostamenti verso il basso),

nell'ipotesi di / = costante, si ha:

_12 3 4

_fl_[(x +za_) (ﬂ' l(xwﬂa_))]_ af L,
6F] D) g8 2 2 24 L] 8 EJ
: .3 2 4 13

| Aa :[(qb u)z ]qu_xa’
3 EJ _ 3 Ef

Moltiplicando per EJ e risolvendo rispetto ad X si ottiene:

[ila(22+6a2)+b3(81 +6b)-6a]
4 [a3Gl + 4@ + 4670 + 0]

k> ora possibile calcolare, mediante equazioni di equilibrio, le rea-
zioni degli altri vincoli, e il taglio immediatamente prima e dopo gli ap-

poggi (fig. 10.5)

\J\f:\ MCZ
L ERE i N
i S \\ C; “/ 1S5
Va 1{ ‘ é oy
TS —b T
75 Te,
{1 Cy a b - l3

Fig. 10.5



62 CAP, 1

Equilibrio alla rotazione attorno a C, della trave D*C,B:

3 2
_ gb L7 - _ L(gb )

Equilibrio alla traslazione verticale della trave D"C, 5:

SY=0 X-qb—VB+[/C2 =0 ch=qb-'r'VB—X.
Con le condizioni di carico assegnate risulta inoltre:
Ic

5 des. = VB TC2 sin. = (X'qb) = "'(ch - TC2 des, ).

Equilibrio alla rotazione attorno a C, della trave 4C, D":

]2
gt ; _ S
ZM(CI) =0 Vi l1 -5 U!A -.rllcl) =0 V¥V, = 5 3

gl . My -Mce, ‘

Equilibrio alia traslazione verticale della trave AC,D"
Y =0 Voy + Va= (9@ +@ +x] =0 7o = g, +a)4x-1]
Con le condizioni di carico assegnate risulta inoltre:

TC1 des, — qa+X TCl sin. = VA = qll = _(Vcl - Tcl des.)'

RISOLUZIONE NUMERICA E CALCOLO DI RESISTENZA.

Si abbia:
[, = 6,00 m; [, =15 =500 m; a= 2,00 m.
b = 3,00 m; g = 2000 kg/m; J = costante.

Si ottiene:
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X = 1780 kg Va = 5610 kg Vg = 730kg
Ve, = 12170 « Te,s = 6390 « Tca =5780 «
VCZ = 4950 « Tcys = 4220 « Tcy,a = 730 «
Ma = 5220 kgm Wep = 7560 kgm e, = 3660 kgm.

Tutte le reazioni risultano dai calcoli in accordo con il senso in-

dicato nel disegno.

- Campata AC,: in corrispondenza della sezione di ascissa:

/
x = —g’l =2805m & T'=0 e #__ = 2550kgm.
Inoltre:
gx’
Mx) = -—2——+ vyx=-4, =0
per
x=1,12m e x= 4,49 m (flessi).
- Campata C1C2: in corrispondenza della sezione di ascissa:
_ Tga _ . _ B
£ = —— = 290m & T=0 e M_, = 800kgm.
[noltre:
qxz
Mx) = -—5— + Tcld x + Wcl =0
per

x = 2,00 m e x = 3,78 m,

La prira radice corrisponde alla ascissa della cerniera [): le due
facce [)' e )" possono ruotare relativamente e la deformata presenta una

cuspide; la seconda radice di x corrisponde ad un punto di flesso della

deformata.
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Per il calcolo di resistenza valgono le considerazioni svolte nel-
'esercizio 7. Adottando un profilato a [ PN con A 5 = 1600 kg/cm 2, nel-
la sezione pil sollecitata, che ¢ quella sull'appoggio Ci, (1MCI| =
= |_1-1 = 7560 kgm), si ha:

max

"1](;1 756 000 3
—_ = - = 473 ecm”,
Ag 1600

F =

[ prefilato I PN 28 ha le seguenti caratteristiche:
A = 61,0 em?; / = 7587 cm?; I = 542 c¢m?

e scddisfa le condizioni di resistenza richieste.

DIAGRAMMI DFLLE AZIONI INTFRNE.

Diagrammea T. - [i diagramma del taglio (fig.10.6) ha andamento li-
neare neile campate [C, e €,C, ed & costituito da due rette paralicle
perché il carico ¢ ha sempre lo stesso valore. Nclla campata €, B il ta-

glio ¢ costante.

730 =

_ yﬂl

Fiz, 10.6

Diagramma M. - Il diagramma del momento (fig.10.7) ha andamento

parabolico nelle campate €, e C;C, e linearc nella campata (’513. Sono
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366

B 1800

4,49 3,78

indicati anche i punti di momento nullo e momento massimo positivo,

CONSIDERAZIONI SULLA LINEA ELASTICA.

La rotazione ¢ della sezione sull'appoggio C, risulta (positive
I 4

le rotazioni in senso orario):

2 13
¢ =(Xa+qa> ho_ 2% o
C1 2/ 4E] 48E]
1 20 .. 600  20-600°
= (1780200 + — 200?) - =
2,1-106. 7587 2 4 48

1,47+ 1072 rad.
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Fig. 10.8
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Abbassamento della cerniera D:

2 ] 4 3
N = I:(qb )1/)) [3 b+ gb Ab”
D 2 3E; 8 E] 3El

1 /20
= (— 3002 - 1780 300) 500]300 +
2,1-10°- 7587 | L\ 2 3

+ “%Q 3004 - }-7?93003} = 1,41 cm.

Rotazione relativa delle facce 1)’ e D" (positive le rotazioni orarie):

qa3 Ya? ol b3 X b2
w [ - + T - - N -
I N A T R Y AN Y A YT

[5,38 - (<1,31)] 10 = 6,60-10°3 rad.

I!

11. - Risolvere la trave ACR ad asse rettilineo spezzato vincolata
agli estremi con due cerniere fisse e soggetta su tutta I'asta CB a cari-

co uniforme normale all'asse (fig. 11.1L

RN EREY:

N

17

Fig. 11.1

f.a struttura & una volta iperstatica e una volta staticamente inde-
terminata,
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Si pud anzitutto osservare come l'unico caso in cul I"asse geome-
trico della trave ACB @& una possibile funicolare dei carichi applicati,
o si approssima molto ad essa, € costituito da una forza concentrata P,
agente direttamente sul vertice ( o nel suo intorno immediato, Per tutte
le altre condizioni di carico cui pud essere soggetto questo tipo di strut-
tura (1 carico concentrato in un punto qualunque delle due travi, ma suf-
ficientemente lontano da (: pil carichi concentrati; carichi distribuiti
qualsiasi o coppie) la curva delle pressioni si discosta sempre in ma-
niera sostanziale dall'asse geometrico, e quindi, nella risoluzione del
problema iperstatico, e sempre lecito trascurare la deformazione dovuta
allo sforzo normale in confronto a quella provocata dal momento fletten-
te. Ne segue che non allungandosi o accorciandosi le aste AC e CB, il
nodo C non si sposta e la trave ad asse spezzato si comporta, agli ef-
fetti della linea elastica, come una trave continua su tre appoggi fissi,
(Infatti C per rispettare l'invariabilita assiale di un'asta si dovrebbe
spostare normalmente alla direzione di questa, in contrasto con l'invaria-
bilita assiale della seconda asta). Partendo da questa considerazione e
volendo risolvere il problema con metodo cinematico, si puo sopprimere
la solidarietad angolare in C ¢ assumere come struttura principale la
struttura a tre cerniere A C, B nella quale le due campate AC e CB si

comportano come travi semplici su appoggi rigidi (fig. 11.2).

Mc

Irig, 11.2

Per effetto del carico esterno g, agente sulla campata BC, la stut-
tura principale si deformerebbe come tratteggiato in figura; & compito
delle azioni interne mutue M, esplicitate dalle svincolamento, assicu-

rare il rispetto della solidarieta materiale in C. Le coppie M, hanno il
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senso rotatorio prevedibile di figura,in modo da riaprire l'angolo. che
'azione del carico ¢ tende a rinchiudere.

[La condizione di congruenza (invariabilita dell’angolo in () si
esprime imponendo l'eguaglianza delle rotazioni assolute delle facce
C'e (" all'attacco con la cerniera.

In simboli:
Pt = Qo

Fsplicitando i vari termini e assumendo positive le rotazioni o-

rarie:
2

3E/, 94 E], 3El
Si ottiene: ( 2
K, = —
OZZ ! "2

e = X avendo posto
-2 L
o1+ <) S

Si puo anzitutto osservare come il valore di ¢ non dipende dall'an-

golo formato dalle due aste, ma solamente dalla loro lunghezza e dal mo-
mento d'inerzia della loro sezione trasversale, oltre che dal tipo di ca-
rico applicato.

Si possono ora determinare le recazioni delle cerniere esterne me-
diante equazioni d'equilibrio, calcolandole sia per mezzo delle compo-
nenti H e I, orizzontali e verticali, sia, direttamente, valendosi delle
azioni interne N e T (per la cerniera B i due modi coincidono (fig. 11.3).

Lo svincolamento adottato equivale all'uso di due travi appoggia-

te. La soluzione iperstatica permette di calcolare subito 7, e Iy:
Equilibrio alla rotazione dell'asta 4AC attorno a C:

T, e =0 T, = —
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Q-Tp . '
o~ :

Fig. 11.3

Equilibrio alla rotazione dell'asta C/3 attorno a (:

. 0l _ Lo Qe
[B.ZZ_T—PMC—O ]B—-'é*-—‘-lT-

Gli sforzi normali si ottengono dall'equilibrio generale della strut-
lura, oppure isolando l'intorno del nodo (¢ e imponendo per esso le con-

dizioni d'eyuilibrio:
>SY = . -\ =
> X 0 \A cos® + T, sen \\B 0

>Y =90 R sen@—]'AcosG-(()-TB) = Q.

A

Si ottiene:

[ ( cos 0 1 1
;"\"’A = + 1/ + —
c [1 12 sen f

-'\"B _ -—([-)-‘FJ/C <tg8(scn8+cus?)) +_}_>]_L
LQ L [,/] g8

to | /S
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RISOLUZIONE NUMERICA.

Siano assegnati

Zl = 7,00 m; [, = 5,00 m; § = 45°; g = 2000 kg/m.

I'seguendo i calcoli si ottiene

He = 2600 kgm
Ta = 370 kg Y, = 8170 kg
Ty = 4480 « Np = 6040 «

Nella campata BC si ha:

Iy

per x = —q—: 2,24 m 7T=20
s

o= 'Hmax pos, ~ T = 5030 kgm.
29

Inoltre dall'espressione del momento per le sezioni della campa-

ta B(:

risulta:

=0 per x =0 (cerniera R)

eper x = 2 -~q§- = 4,48 m (punto di flesso).
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DIAGRAMMI DELLE AZIONI INTERNE.
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Fig. 11.4

CURVA DELLE PRESSIONI.

La curva delle pressioni (fig.11.5) &, all'evidenza, per il tratto BC
un arco di parabola avente per tangenti nei punti estremi B e C* (sulla
verticale per () le rette d'azione delle reazioni delle cerniere.

Per il tratto AC la curva delle pressioni e la stessa retta d'azione

della R ,.
Inclinazione della R, rispetto all'asse geometrico:
T, _ ~ oo ant
tgmA=T—0,045 w, = 2°30

A
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2,24 2,24

Fig. 11.5

Inclinazione della R, rispetto all'orizzontale:
8, = 42°30".

Inclinazione della RB rispetto all'asse geometrico:

T
tgay = -—N-—B— = 0,741 wp 2 36°30',

B

Nella sezione di M, pos la risultante delle azioni interne ha

una eccentricita:

i
e = T2 = (,835 m.
N
‘Yg
Nella sezione C' (subito prima del nodo) la risultante, valutata con

le forze che precedono, ha eccentricita:

e = e - 0.318 m.
J\'A
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CALCOLO DI RESISTENZA.

Avendo assunto EJ costante per tutta la struttura, l'incognita i-
perstatica J[_ & funzione solo del carico e delle caratteristiche geome-
triche della struttura. [.a si pud pertanto determinare scnza avere preven-

tivamente fissato le dimensioni della sezione.

Tuttavia considerando i valori numerici ottenuti, e osservando le
caratteristiche della curva delle pressioni, ci si rende conto di trovarsi
in un caso di pressoflessione in cui I'influenza dello sforzo normale non
& trascurabile nel calcolo delle tensioni.

Supposto allora di volere adottare per la struttura un profilato nor-
male a I PN e assunto per il ferro K = 1600 hg em?, si progetta dappri-

ma di tentativo la sezione a flessione semplice:

M

Of

P o=

con o < Kg, e si verifica poi a pressoflessione la sezione del profila-

to cosi calcolato.
Nel nostro caso assunto op = 1400 kg/cm? si ha per la sezione

soggetta al  Mnax pos. (che € la pin sollecitata)

~ 503000

¥ = = 360 cm’
1400

il profilato I PN 24 cm ha le caratteristiche:

A = 46,1 cm?; ] = 4246 cm?; F = 354 cm3,
Risulta:
503000 6040
oj = 20 4 —— = 1420 + 131 = 1551 kg/cm? < Kg-
max 354 46,1

b

Volendo eseguire un calcolo di verifica anche in corrispondenza
del nodo , conviene prendere in esame la sezione (', immediatamente

precedente, perché soggetta, rispetto alla sezione che segue, ad eguale
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M e maggiore ¥, Si ha:

260000 8170
omax = 354 | 46.1

_ — 2,
= 735+ 177 = 912 kg/cm KF‘

CONSIDERAZIONI SULLA SPINTA A.

La spinta H & la componente orizzontale delle reazioni delle cerniere,
Sostituendo nella relazione prima ottenuta 1'espressione di M si ha:

0 1 1
H=Np =5 1+——— cotgh + =
1

2 K
41+ =L 4Ky(1+ —)sen®
K Ky

ed anche:

¢
H = —— | R g+35
24/1 - cos? 8 [ o ]

avendo espresso 'angolo § in funzione del solo coseno, e indicando con R e §
due costanti positive dipendenti solo dalle caratteristiche geometriche della
struttura.

Questa espressione mette bene in rilievo la legge di variazione di H in
funzione di 6, cioé dello slivellamento delle due cerniere 4 e B.

Per 6 =0° la trave ACB & ad asse rettilineo e la spinta H assumerebbe
un valore infinito, Questo risultato tuttavia & puramente teorico perché non sono
pit valide le ipotesi sulle quali era basato il calcolo iniziale, Infatti in questo
caso il punto (, pur trascurando la deformabilita assiale della struttura, pud
liberamente spostarsi in senso verticale, ed i punti estremi 4 e B non tendono,
per effetto della deformazione flessionale, a subire uno spostamento orizzontale
relativo, a meno d'infinitesimi del secondo ordine. La trave ACRB rettilinea, sog-
getta a carichi normali all'asse, pud infatti essere vincolata con due cerniere

fisse senza che nascano spinte [/ (vedi a questo proposito le osservazioni svol-
te negli esercizi 1 e 4),
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12. - Risolvere la struttura costituita da pib travi semplici concor-
renti in un nodo O e solidali angolarmente tra di loro, soggetta ad uno

coppia If,, applicata al nodo (fig. 12.1).

D
ly I4
N [ o '3
\ I \ 73 ¢
7 77
Me
L1712
T2 B
Fig.12.1

Procedendo con il metodo cinematico adottato negli esercizi pre-
cedenti, si pud introdurre una cerniera multipla in corrispondenza del
nodo 0 e applicare all'estremita di ciascuna trave un momento incognito
M, il cui valore si ricava imponendo il rispetto della solidarieta angola-
re che nella struttura principale & stata soppressa. In generale, se n sono
le aste concorrenti nel nodo, si ottengono (7 -1) incognite ¥ che risulta-
no determinate da (z - 1) condizioni di congruenza alla rotazione. Infatti
gli 'n momenti devono soddisfare anche l'equazione d'equilibrio alla ro-
tazione del nodo, e le rotazioni indipendenti delle sezioni iniziali delle

n aste concorrenti sono (n-1).
Nel nostro caso le {(n-1) equazioni di congruenza sarebbero:

SRS
? T
CPl:q)4.
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In ciascuna di esse compaiono due momenti incogniti, #, ed I,

esima

della prima ed r asta, ed eventualmente, i momenti in corrispondenza

degli incastri esterni, che pero sono noti in funzione dei precedenti

)
(Mrinc. 2 '

St puo osservare (vedi anche esercizio |1) che per questo tipo di
struttura, costituita da piu travi semplici concorrenti solidalmente in un
nodo, I'unica condizione di carico per la quale l'asse geometrico & una
possibile funicolare dei carichi, & data dal caso particolare di una forza
concentrata £ applicata direttamente al nodo; di conseguenza in tutti gli
altri casi & sempre trascurabile, agli effetti della risoluzione del proble-
ma iperstatico, la deformazione dovuta allo sforzo normale in confronto
a quella generata dal momento flettente. Con questa considerazione il
nodo 0, non allungandosi o accorciandosi le varie aste, rimane fisso nel
piano e compie soltanto una rotazione @, eguale, per congruenza, per tut-
te le aste,

E allora piu conveniente assumere come incognita la rotazione g
del nodo, che & sempre unica, anziché i momenti, il cui numero dipende
da quello delle aste. E questo il metodo risolutivo delle deformazioni,
cosi denominato in confronto al precedente metodo delle forze, nel quale
le incognite erano le reazioni iperstatiche.

Si sopprime la solidarieta angolare in 0 e, giacché il nodo non si
sposta, si possono pensare le varie aste separale e singolarmente ap-
poggiate (fig. 12.2).

In figura sono indicati i momenti agenti sulle aste, trasmessi dal
nodo, cioé le aliquote incognite secondo cui si suddivide M.,

Per I'equilibrio alla rotazione del nodo deve essere:

M, - (Ml +Hy tM; + Mi;) =0 (il segno = sta ad indicare i momenti tra-
smessi dalle aste, equilibranti del nodo)

Cioe:
He = ZM,.

S1 esprime per ciascuna trave la rotazione incognita in funzione

dei coefficienti elastici:
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sz

Si ricava:

e sostituendo:

I I3 _C
T T3 %2%/’
I 112
n
Fig. 12.2
Myl M
M Y _ 1 da cul: =9z
4 Ely  Z,
M:h — MZ « « M’z = CPZZ
4L], Z,
M_a‘li - M3 « & My = ¢
3bf3 ZS
.”/{[4 s JM!‘ « « M/ - (PZQ
3k, Z, )
Sommando membro a membro: M, = 924,

7
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In generale

dove il termine

esprime la rigidezza elastica a flessione della r '™ trave,

L'espressione ottenuta per M, & valida qualunque sia il numero del-
le aste concorrenti nel nodo e comunque siano orientate e vincolate e~
sternamente.

Il risultato ottenuto si esprime dicendo che la coppia esterna /.
si rlpartlsce tra le varie travi in parti direttamente proporzionali alle lo-
ro rigidezze flessionali, Risulta chiaramente che la rigidezza Z di una
trave dipende esclusivamente dal suo dimensionamento (sezione e luce)
e dalle condizioni di vincolo. Il coefficiente numerico p varia tra 3 e 4
in relazione ai due casi limiti di trave semplicemente appoggiata oppure
perfettamente incastrata all'esterno.

Si possono ora calcolare:

@) 1 momenti in corrispondenza degli incastri esterni in base alla

relazione

”r = _}_'M ;

. r
incastro esterno 2 nodo
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b) gli sforzi di taglio nelle travi mediante equazioni d'equilibrio
alla rotazione scritte per ciascuna di esse (fig. 12.3).

Con i versi di figura:

3 ;
I =—-—-— | M
1 2 4

N .
" M T (—»— 3
T = _.2 2 /MZ
3 )
3
_ My T
= - I I TR
4 2
Fig. 12.3

c¢) Per determinare 1'azio-
ne interna di sforzo normale le
due equazioni di equilibrio alla traslazione del nodo non sono sufficienti
qualora si abbiano pil aste concorrenti e comunque orientate.

I necessario ricorrere a equazioni di natura elastica (vedi eserci-
zio 13) esprimenti la deformazione assiale di ciascuna asta. Si compren-
de tuttavia come la struttura, per le condizioni di carico assegnate, si
comporta fondamentalmente come inflessa, e lo sforzo normale ha un'in-
fluenza trascurabile sia nel calcolo delle deformazioni, sia in quello del-
le tensioni. Si pud quindi progettare o verificare la struttura a flessione
semplice, ommettendo del tutto il calcolo di N (e, naturalmente, anche di
7).

Per quanto riguarda i diagrammi del momento flettente e la deforma-

ta della struttura si rimanda alle corrispondenti travi semplici.
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RISOLUZIONE NUMERICA E CALCOLO DI RESISTENZA.

Si abbia:
M. = 10000 kgm
[, = 4,00 m; [, =14 = 6,00 m; l4 = 3,00 m.

Si progetti la struttura in profilato normale a I in modo che ogm asta

sia sollecitata esattamente al carico di sicurezza Ky = 1600 kg/cm .
Per un'asta qualunque dovra essere:

e = Ke- W = ”6-22_7[- ) 5”70 (p,.—-E]r).
‘t =t l[

Fsprimendo | =
T

Wr—ér- e semplificando per E (cio& esprimendo la

rigidezza a meno del fattore costante E):
_ Me o< h
Ke - B = R
F T ZZI (pr 2 lr )
semplificando per W,:

o 2Ky 272,
(—r- h, = ————— = costante,
[, Me

Nel nostro caso é&:

4, _ 3, _
hy = _ghz = h3 —E/L(l = costante.

Indicando allora con #* 1'altezza del profilato occorrente per l'asta

1, si ha:

3
=Rk =SAY kg TRT Ry = 2%

Inoltre, affinché tutte le aste siano sollecitate a K, deve ecssere:
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ho= SH, =SKeW, = Kz 2
T
cioé:
2]!‘ _ Me
hr B 2K‘F

e introducendo in quest'ultima espressione la relazione prima ottenuta

tra le altezze dei profilati, si ottiene:

(11 Lo b 14) _ M.

R* 3 B* 2Rk 2K
_h*
9
Ossia:
2 1 ue) _10°
+25, t T = p¥——| = x = 312,5 A*
U 32 s 214) h(zKF 371600

-
I necessario procedere ora per tentativi scegliendo un profilato di

altezza h* e verificando se risultano soddisfatte le relazioni ottenute.

Ad esempio, fissando 2* = 12 cm:

aste 1e3 PN 12 ]1 = ]3 = 328 cm4
asta 2 PN 18 /, = 1446 «

asta 4 PN 24 /4 = 4246 « .

Risulta:

398 +%1446 + 38 + -4—2259 3744 =12-312,5 (c.v.d.).

Nell'asta 1 si ha:

328
¥, = < = 54,7 cm?

0.
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4
— 328
400
M, = 10 ——— = 87600 kgcm.
Zpi '
[
Verificando:
87600 )
Orax = 5.7 = 1600 kg/cm?2.

La stessa o__ = K si ottiene nelle altre aste, ripetendo il cal-

colo di verifica.

13. - Risolvere la struttura a croce di fig. 13.1, costituita da quat-
tro aste ortogonali, solidali angolarmente in 0, e comunque vincolate al-

['esterno. L'asta OC sia sottoposta a carico uniforme su tutta la luce.
2z )

i ] /s
g
Of 1T 1§ 3 ¥ ¢ %

4;/ ¢
] 3 ] ! 3 .I’S %
> 1» 71 3 >
777 B
Fig. 13.1

Valgono le considerazioni di carattere generale svolte nell'eserci-
zio precedente. Anziché il metodo delle forze si puo convenientemente
applicare il metodo delle deformazioni, assumendo come unica incognita

la rotazione ¢ del nodo.
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Si svincola nel nodo, ponendo in esso una cerniera multipla, e si
assume quale struttura principale l'insieme delle singole travi, separate
e appoggiate in O (fig. 13.2). Il carico esterno agisce solo sull'asta OC
che si inflette come una trave semplicemente appoggiata (linea tratteg-
giata di figura) e la sua sezione iniziale ruota in senso orario della quan-
tita:

gl
3 24 Ef5

o}

g )

gj_
@»
s

7/1/% R

Fig, 13.2

Lo svincolamento va completato con l'apposizione dei momenti
mutui 1, ,, M;, M, esistenti all’estremita di ogni asta e aventi il
compito di imporre alla struttura ii rispetto del vincolo soppresso.

My, W, Y, hanno senso orario e rappresentano l'azione che l'asta
3 esercita sulle altre allorché trasmette il senso rotatorio della propria
sezione iniziale (per mezzo della solidarieta angolare esistente nel no-
do O della struttura assegnata), I, & ii womento con cui le aste 1, 2 e 4,
grazie alla loro rigidezza flebblonale contrastano la deformazione del-

1'asta 3 limitandone la rotazione in corrispondenza del nodo.



84 CAP. 1

Per 1'equilibrio a rotazione del nodo deve essere:
S = U+, H M) - My = 0.

Esprimiamo ora la rotazione incognita ¢ del nodo in funzione dei

coefficienti elastici di ciascuna trave:

o = ;- .é_E.]_; da cui: M, = ¢Z,
o = W - b2 ¢« M, = ¢oZ,
2 4k
3 2
_ [3 ql3 _ gl3
o = =3 —— - « « -My = ¢oly = —
L4
P = M4‘ —-—-4 Ej4 & « "”4 = CPZ4
Sommando membro a membro:  ZM, = ¢ZZ; - H; = 0.
l2
Si e indicato con WS = g_s_?.’. il momento d'incastro perfetto dell’asta

3, dipendente dalla condizione di carico assegnata e dal tipo di vincolo
esterno.

Si ottiene:

P sz,
per le singole aste:
- Z
A = it 5
1y ”3 er
— 7,
My, = M3 —
2 3570
— Z3
Uy, = M3 1 -
’ 3( zzr)
_'”4 = Ti3 Z4
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Vale ancora la relazione di tipo generale ottenuta nell'esercizio
precedente; per le aste scariche tutto avviene come se sul nodo agisse
una coppia esterna ﬁ3,
eguale al momento d'incastro perfetto della trave caricata; su quest'ul-

di senso concorde con la rotazione .p e di valore

tima agisce un momento che & l'equilibrante di tutti gli altri e vale il mo-
mento H3 di incastro perfetto moltiplicato per il complemento all'unita
del coefficiente di rigidezza flessionale dell’asta stessa,

Secondo quanto gia fatto nell'esercizio precedente, si possono ora

calcolare:

a) i momenti in corrispondenza degli incastri esterni:

W, i
1‘1 = ’ ’1[ = M
B 9 D 9

b) gli sforzi di taglio nelle travi mediante le solite equazioni di
equilibrio alla rotazione scritte per ciascuna asta. Si ottiene:

Tl = ﬂ
ll
T2 = _3._4_1_2_
21,
) 2 3
< %)
Tc_3 = g - __3.
L 2 I3
Y
4 14

¢) la determinazione degli sforzi normali risulta in questo caso
pit semplice rispetto all'esercizio precedente, perché le singole aste

sono tutte tra loro ortogonali {fig. 13.3).
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Z4zz D

(My+Me) (T, =Tp) M3
“1/ A
(') gif—

Vowmn A U e

A (71t To-3)
4 ( KT Ti i3 1iic
277 B (M?’—Ml)
N2U N
Fig. 13.3 ﬁ
Mo _/

Si hanno due condizioni d'equili-
brio alla traslazione del nodo O (oppu-

re dell'intera struttura):

N To.3
SX=0 (N, +N) = (T, =T,) =0 : -
Tl .‘"'V 3

ZY = O (I\z +N4) - (Tl + To—S) = 0

e due condizioni di congruenza alla de-
formazione assiale che esprimono l'in-

variabilita della distanza tra i punti esterni 4 e C, e B e D.

£ = = 0

A-C Ed,  Eds

Mp-p ~— ~ t = 0
E“iz EA4

Si comprende facilmente:

- in ciascuna di queste ultime condizioni di congruenza un'asta e
tesa e l'altra & compressa:
M I
EA4

- il punto O si sposta orizzontalmente di §p = e verticalmente
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N4 l4
EA,

no stati lecitamente trascurati nella risoluzione del problema iperstatico,

din, = . Questi spostamenti, dovuti alla deformazione assiale, so-

in cui si & considerato il nodo perfettamente fisso:

- i carichi esterni generano elevate azioni interne di sforzo assia-
le nelle aste ad essi parallele, e di taglio in quelle ad essi normali, In
considerazione di cid la verifica di resistenza si pud correttamente ese-
guire a flessione composta per le aste B0 e DO verticali, e a flessione

semplice per le aste 40 e CO orizzontali.

Concludendo, le aste che compongono la struttura si comportano

tutte, dal punto di vista statico, come travi semplici, vincolate esterna-
mente nel modo assegnato, e incastrate elasticamente in O; per ciascuna
di esse l'incastro & costituito dalla somma delle rigidezze flessionali di
tutte le altre, ed ha un cedimento angolare ¢ (rotazione del nodo); le tra-

slazioni §, €M, SONO, al confronto, trascurabili.

RISOLUZIONE NUMERICA E VERIFICA DI RESISTENZA.

Si abbia:
L =10, = Iy = 4,00 m; l, = 3,00 m; g = 2000 kg/m.

[,a struttura sia realizzata con profilati al PN (Kg = 1600 kg/cm?):

aste 1e 3: 1PN20 (4, =334 cm?; [, = 2142 cmi; W, =214 cm3);

1

aste 2¢ 4: IPN16 (4, = 22,8 cm?; [ 935 cm4; W, =117 cm?).

A meno del fattore £, eguale per tutte le aste, si ottiene:

3-2142
21:23: —-—ZE)E—': 16,1
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4-935
Z, = 00 9,35
4-9
Z4 = 35 = 12,5
300
2Z = 54,05,
Coefficienti di ripartizione:
A
¢, = C, = — = 0,298
A
c, = 22 = 0173
A
C4 = -Z-i- = 0,231.
b4

Momento d'incastro perfetto per |'asta OC:
p

2000
8

T 4> = 4000 kgm.

Momenti agenti sulle singole aste:

W, = 0,298 -4000
W2 = 0,173 -4000

+1192 kgm (orario)
+ 692 «  (orario)

11; = (1-0,298)-4000 = +2808 « (antiorario)
iy = 0,231 4000 = + 924 « (orario).
Incastri esterni:
P i L ,
/B oy +346 kgm (orario)
‘ _ My .
Mp = — = +462 « (orario).

CAP. 1
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Sforzi di taglio:

1192
o= = 298 kg
ro= 2.2 = 259
2 2 4 «
2808 _
T03 = 2000-2 +-—4— = 4702 «
2808
T,.,= 20002 - —— = 3298 «
T4 o .E’.. . % = 462 ¢ .
2 3
Sforzi normali:
(
N, + Ny = 462 - 259 N, = 10.,5 kg
Nz + N4 = 208 + 4702 NZ = 2140 «
N, 200 -y, 300 N, = 2860 «.
L 27228 22,8
T2
Per I'asta OC si hainoltre ¥ _ = ;_; = 2720 kgm < lM;L
T._
nella sezione d'ascissa x = —— = 1,649 m.

Delle due aste verticali la pil sollecitata & la OD (tensointlessa)

per la quale si ha:

92400 + 2860
117 22,8

= 790 + 125 = 915 kg/ecm? <K, .

max

Delle due aste orizzontali la pitu sollecitata e la OC nella sezione
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d'attacco al nodo in cul si ha:

280 800
Omax = —oyp = 1310 kg/em® < Ky,

Si riportano in fig. 13.4 il diagramma del momento flettente e la

deformata risultante dal calcolo numerico svolto.

. E _.?____
\ |

3
2808

2720

I3 1,649 11,649
Ky 3
277

Diagramma M Fig. 13,4 Deformata

CASO PARTICOLARE [, =1,

Se O & il punto di mezzo della trave verticale BD e se i vincoli
in B e in D sono eguali (due incastri, come nel presente esercizio, op-

pure due cerniere) evidentemente per i momenti di ripartizione si ha

(fig- 13.5):
My =M,.
Il punto O di mezzo della trave B]), simmetrica e soggetta al carico

antisimmetrico 2M2, non tende a spostarsi orizzontalmente e, di conse-

guenza, sono nulle le azioni mutue orizzontali in O. Infatti anche dai cal-
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coli precedenti risulta Ty = T, = 0 e Ny = N3 = 0 (la trave AC non &

soggetta a sforzo normale).

244 1,
2M ¢
M 2 1
1, 1/:(_}} (Tiiitiiic
s @& &E . 2
M
77 B
Fig, 13.5
* K Kk

14. - Risolvere la struttura di fig. 14.1 costituita da tre aste ortogo-

nali, solidali angolarmente in (J, e soggette al carico P verticale, applica-

to al nodo.

W
ly, J3
g/ %A
\’P
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[.a struttura assegnata & tre volte iperstatica.

In questo caso & indispensabile considerare la deformabilita as-
siale dell'asta OC; & in virti di essa, infatti, che la trave 4B pud a sua
volta deformarsi ed entrare in tensione.

Operiamo lo stesso svincolamento gia eseguito negli esercizilZe
13: sopprimiamo cioé la solidarieta angolare nel nodo O e consideriamo
le tre aste incernierate tra di loro e soggette all'azione del carico ester-

no P e dei momenti mutui ¥, ¥,, ¥, (fig. 14.2).

vz L

Fig. 14.2

La struttura principale cosi assunta & l'esatta funicolare del carico

P: 1'asta OC & semplicemente tesa e per effetto del suo allungamento il

punto O si abbassa di = lf—li : le aste 40 e OC sono scariche e ruo-
0
i 3
. .o . - . 0 o
tano rigidamente attorno ai vincoli esterni di angoli o = 7 e B = 7.
1 2

Come si vede la deformazione generata da P non mantiene la con-
gruenza angolare in O, il cui rispetto & garantito invece dai momenti i/,
w,, 1, Il senso di questi momenti & facilmente prevedibile: ¥, applica-
to alla faccia O, dell'asta 1, & antiorario perché deve riaprire l'angolo
AOC che ¢ diminuito di a; i,, applicato alla faccia 0, dell'asta 2, per
lo stesso motivo, ha senso orario. Sulla faccia 0 dell'asta 3 agisce il
momento M3 legato ai precedenti dalla relazione d'equilibrio alla rota-

zione del nodo:
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My =0 cioe My=M, + M5 = 0 da cui My = v, -M,.

Da questa relazione risulta il senso di M.

Ad esempio se & [} > [, risulta a < B e di conseguenza ¥ < M, ;
in tal caso M3 ha senso antiorario e la deformazione che esso provoca
nell'asta OC soccorre }> (cui spetterebbe il compito di ripristinare una
congruenza angolare maggiormente alterata), e contrasta l'azione di ;.

Procedendo con questo svincolamento, lo studio del problema iper-
statico, nel caso di struttura avente deformazione assiale pon trascura-

bile, risulta decomposto in due distinte fasi pitu semplici:

12 fase: struttura principale esatta funicolare dei carichi estemi;

si ha solo deformazione assiale e il nodo si sposta di una quantita nota.

22 fase: struttura principale soggetta solo ai momenti mutui interni,
messi in evidenza dallo svincolamento. I momenti determinano uno stato
di tensione essenzialmente flessionale; si pud allora trascurare la defor-
mazione provocata dallo sforzo normale che conseguentemente ad essi

si manifesta nella struttura, e considerare il nodo O fisso.

I possibile procedere nella risoluzione adottando sia il metodo del-
le forze che quello delle deformazioni.
Applicando il primo le incognite sono i momenti M, M,, ¥ e le

relazioni che i determinano sono:

"

P (equazione di congruenza)

cP01 02

¢

o1 P o3 (equazione di congruenza)

=M, =0 (equazione d'equilibrio).

Assumendo positive le rotazioni orarie, e con i sensi dei momenti

di fig. 14.2, il sistema risolutivo risulta:
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Ply Wl _ _ Ply Ml
‘ Pl?, "”1 ll _ 1’[3l3

EAsl, 3 El, 4 El,

M, - M, +M; = 0.

~

Applicando invece il metodo delle deformazioni l'unica incognita

¢ la rotazione ¢ del nodo (r]o & noto). .Con le stesse convenzioni sui se-

gni:

M
@ = Jo da cui: My = E__l.q -0Z;
ll Zl ll 0
Mo M5 zZ
P = - t — ¢« -M, = «—=n.-9Z
l2 Z2 2 l2 0 2
Ws U 7
= - — « ¢ My = -
P 23 3 PLs3
S d b bro: (M, =M, +M,) = 21, L2 7 =0
ommando membro a membro: (M, - M, + —no-r-—l—z—-cp'ZJ—- .

Si ottiene:

e per i momenti:
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Per quanto riguarda il calcolo delle reazioni dei vincoli si proce-

de secondo lo schema noto (fig. 14.3):

My
Tl - T Nl = T3
1
M
T2 = -—l—— N3 - (Tl +T2)
2
S
2 I3
N
4 .
——p—
\/{m
kS
I

1
. t l (™
Y1 N M

Fig. 14.3

Pertanto lo sforzo normale nell'asta OC vale P’ = P = ¥;, Si po-

trebbe allora ripetere il calcolo determinando nuovamente lo spostamen-
Prls . _

to del nodo O: n;) =71 © le rotazioni o' e pB' ad esso conseguenti.

Al termine di questo sec0n3d0 ciclo di operazioni si troverebbe un valore

N, che fornirebbe per I'asta OC: P" = P - N, con il quale potremmo o-

perare come con i precedenti, e cosi via con metodo di successiva ap-

prossimazione. Bisogna pero tenere presente che in una struttura possi-
bile funicolare dei carichi esterni la curva delle pressioni si discosta
pochissimo dall'asse geometrico. Cio significa che la congruenza ango-
lare del nodo, alterata nella struttura principale dalla deformazione as-
siale, ¢ ripristinata mediante la deformazione flessionale provocata da

coppie mutue 1 di valore molto piccolo. Lo sforzo normale V3, trascura-
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bile nel calcolo delle deformazioni di questa seconda fase, lo & a mag-
gior ragione in confronto a P. Gli sforzi normali che si generano nella
struttura principale sotto 1'azione delle coppie }f si chiamano «sforzi se-
condari», per distinguerli da quelli «principali» agenti nella struttura fu-

nicolare del carico esterno.

RISOLUZIONE NUMERICA E CALCOLO DI RESISTENZA.

Si abbta:
[, = 5,00 m; [, =03=3,00m; P = 10000 kg.
l.e aste siano realizzate con:

aste A0 e OB: I PN10 (4 = 10,6 cm?; [/ =170 em?; W = 34,1 cm?d);

asta OC: Profilato tubolare di dimensioni trasversali 7,0 X 4,9 cm
(4 =7,84cm’; ] = 52,5cmi; - W =15cm?).

Si ha:
-17 / 2,1-10°¢
Zy = 3—1—{-9-E = 1,02-E 13- = 1,02 — = 41280
500 [ 500
3- Z 2,1-10¢
Z, = 170 . . 1,70 E 22 - 1,70 =—— = 11900
- 300 [, 300
4-52,5
Zy = — F = 0,70-F
300
>7Z = 3,42 E
Inoltre:
10000 - 300
n. = = 0,1825 cm.

o 21-10°-7,84
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Risulta:
1,02 1 .
My = 0,1825 | 4280 - - (4280 - 11900)| = 1200 kgem
1,70 ]
My = 0,1825 | 11900 - 2= (4280 ~11900) | = 2865 kgem
M, = 2865 -1200 = 1665 kgem.
_ 1200 ~ 94k N, = 832k
1 = 500 T AT EE A
2865 .
T. = c— = 9,55k Ny = 0
2 300 g 2
o= 15 9% = g3y Ni = 11,95k
) 5 —= % 8.52kg 3 ,95 kg.

A conferma di quanto esposto, si vede come risultano piccolissi-

mi i momenti mutui ¥ e gli sforzi secondari N| e Nj.

Eseguendo la verifica a tensoflessione per l'asta OC, che & la pia
sollecitata, si ha:

10000 = 1665
o = +
max 7,84 15

= 1277 +111 = 1388 kg/cm?2 < 1600.

OSSERVAZIONI:

1) - Si sarebbe naturalmente potuto assumere un'altra struttura
principale, per esempio quella di fig. 14.4, ottenuta sezionando sopra
il nodo (), in modo da separare l'asta OC dalla trave inferiore AB. In

questo caso le incognite iperstatiche sono X e M; e le condizioni di
congruenza che le determinano:

No = Mo
Po = Por-
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=

L

Ty 4-—%' /‘413 T3

P-X) ;,‘.

A 2 l/;%ll’ B
AN ol Yus 2%
XY
Fig. 14.4

L'asta 3 si comporta come incastrata in C e appoggiata in O’ con
un carrello a pirano di scorrimento verticale; pertanto ¢ T3 = E—-—]I-/-]-é-, in
accordo con quanto gia visto. 2 b

Si ha perd lo svantaggio (gia indicato nell'esercizio 7} di dover
calcolare 1'abbassamento e la rotazione di una sezione qualunque O del-
la trave 4B, ed inoltre, di procedere secondo uno schema che non consen-
te una chiara separazione dei due effetti deformanti, assiale e flessio-

nale, in due distinte fasi di calcolo.

2) - I.'asta AO non varia di lunghezza e il nodo O, a meno di in-
finitesimi del secondo ordine, non si sposta orizzontalmente, e cosi pure

I'estremo B. E pertanto indifferente, agli effetti della soluzione sin qui

4
C
I3, 73
) I, h 0 I, I 5
Py



RISOLUZIONE DELLE STRUTTURE IPERSTATICHE 99

ottenuta, che la sezione B sia vincolata con un carrello, oppure con una
cerniera (fig. 14.5), In questa ultima ipotesi, quale variazione rispetto
al caso precedente, anche l'asta OB & soggetta ad uno sforzo seconda-

rio normale N, (reazione orizzontale della cerniera) il cui valore si de-
termina mediante il sistema d'equazioni:

-
Nl +N2 = T3
M, N,

| E4, T Edy

3) - Nel caso in cui sia I, =1, e A; = A4, la struttura & simme-
trica e simmetricamente caricata. [.a trave inferiore 4B e l'asta OC si

trasmettono solo azioni mutue verticali, in accordo con la simmetria;

pertanto My =M, =M e M; =0 (fig. 14.6).

72
I3
4y b o b,
»‘/A 71&-““‘-.. }”’__—a‘k’%
MNT A M
 §2
Fig. 14.6

II nodo O non ruota e la condizione di congruenza che determina

I'unica incognita M &:
Ml
3 EJ;

cioe:
Pl _ ML, _
EAS'Z]_ 3E]1
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da cui:
37/ -1 2M
n==25p  ed N, = —.
Ay 1 [

4) - 1l metodo risolutivo precedente & ovviamente valido anche se
'asta OC non & normale alle altre due (fig. 14.7). Inserendo la cerniera
multipla in O, 1'asta OC & sempre sollecitata a trazione P, se la forza

agisce secondo la sua stessa direzione, e le aste A0 e OB sono sca-

riche.
B
7
Fig., 14.7
__ Pl
[.'allungamento Al3 = Q0" = Efi— avviene nella direzione del-
a3

I'asta OC; tuttavia il nodo O, per la invariabilita di lunghezza dell'asta
AO si sposta solo verticalmente (si esclude l'eventualita di angolo w
molto piccolo formato tra le aste 2 e 3, nel qual caso 1'abbassamento di
O non & piu dello stesso ordine di grandezza della deformazione).

Pertanto & necessario shloccare 1'incastro esterno C, sostituendo-
lo con una cerniera, per consentire una rotazione rigida dell'asta attorno

a C,in modo che il nodo da O’si porta in 0", sulla verticale per O. L'ab-

bassamento totale &:

_ Al P£3
n, = 00" = =
0 sen w EA3 sen
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e le variazioni angolari sono:

Cedimento dell"incastro esterno C:

_ o —_————— s

Rotazione relativa tra le aste AQ e OC (diminuzione):

A(180 = ) = aty =

00" . 00" _ P(l + 1 1).

lq [3 FA3; \tgw [1 senw

Rotazione relativa tra le aste BO e OC (diminuzione) :

00" 00" P (13 1 1)

A = - = - =
© Py T T T T B

[, senw tgw

Puo risultare A (180 - ) > Aw anche per [} > {2, e ci6 in dipen-
denza del valore di «. Non & quindi facilmente prevedibile il senso dei
momenti mutui My, ¥,, M. Supponiamo }; > M,; con i sensi di fig, 14.8,
assumendo positive le rotazioni orarie, e applicando il metodo delle for-

ze, il sistema risolutivo &:
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(~ . X
P01 = Py, {equazione di congruenza)
?, = P05 (equazione di congruenza)
< P = 0 (equazione di congruenza)
L 2 MO =0 (equazione di equilibrio).

Esplicitando i vari termini:

Ply 1 Myly _ _ Ply 1 . Maly
EAdysenw [ 3ET EAysenw [, 3E/
‘ Py 1 Ml 1 P [3 (24, - MO

{ EAssenw [y 3E] Edstg o 6L/
P [4 '
- + — 2MW-~M;) = 0
Ed tge  6EJ, 2l - 1)

My =M, =My = 0.

15. - Risolvere il telaio zoppo di fig. 15.1, caricato uniformemente
su tutta la campata 4B, '

4
e EnwRY |
ll_ B Iz C

A
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La struttura & due volte iperstatica e due volte staticamente inde-
terminata.

Anche in questo caso si pud facilmente prevedere che la curva del-
le pressioni si discosta notevolmente dall'asse geometrico; infatti essa
& costituita per la parte di telaio E CB dalla retta d'azione della reazio-
ne verticale del carrello E, per il piedritto BD dalla retta d'azione incli-
nata della reazione della cerniera D, e per la trave 4B, sottoposta al
carico uniforme, da un arco di parabola,

La conseguente trascurabilita della deformazione assiale, fa si
che i due nodi B e C rimangano fissi.

Risolviamo il problema con metodo cinematico e procediamo ad uno
svincolamento graduale che ci consente di prevedere il senso delle rea-
zioni iperstatiche. Sopprimiamo dapprima il solo carrello E; il carico ¢
provoca una rotazione del nodo B di senso antiorario, cui consegue, per
un moto di rotazione rigida attorno a B dello sbalzo BCE, non caricato,
un innalzamento dell'estremo libero E. Pertanto la reazione X incognita
del carrello deve essere diretta verso il basso per la congruenza del vin-
colo soppresso.

Il telaio ABD € ancora una volta iperstatico; esso & soggetto al ca-
rico ¢ e alla risultante delle forze che seguono B, trasportate sul nodo
(fig. 15.2): forza verticale X (che per effetto della indeformabilita assia-

le della struttura € assorbita totalmente dal vincolo D) e momento XIs.

q
NEEEEEENE S

. h_3-"p| Jxi

hy

D
%/’

Fig. 15.2



104 CAP. I

Ci si riconduce ad una struttura principale isostatica sopprimendo,
quale ulteriore grado di vincolo, anche la solidarieta angolare in B e stu-
diando le due travi AB e BD, appoggiate in B perché il nodo non si spo-
sta (fig. 15.3).

s

gq
Aéuuzuigj (B"
1112
M,

hy
tn

D
+¢ %
Fig. 15.3

Le condizioni di congruenza che si devono imporre per il rispetto

dei vincoli complessivamente soppressi sono in simboli:

P = Pge
Mg = Q.

In queste due equazioni compaiono le tre incognite M;, M,, X che
perd sono legate dalla relazione di equilibrio alla rotazione attorno al no-
do B: =Mz =0.

Per quanto riguarda il senso delle azioni interne:
- il momento #,, orario, & la reazione elastica con la quale la parte

di telaio DBCE contrasta la deformazione della trave 4B e, in particola-
re, limita la rotazione antioraria della sua sezione estrema B°.

- il momento 5, antiorario, & l'azione che la trave AB trasmette al-
la sezione B” di sommita del piedritto in virtd della propria tendenza alla

rotazione antioraria, provocata dal carico.
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Esplicitando i vari termini, con i sensi positivi di fig, 15.3 e adot-
tando per tutte le aste il medesimo [:

-

ponendo:

sl ottiene:

z 1
x = &2

’ 2
8 kythkik,tk}

3
qll Mlll _ MZhl
24 EJ 3 EJ 3 EJ
Uahy | X0 .
, - =
3 E] 3 EJT
Mo -M, = X,
. b
k, = T,
k2 = —l_z_
hl

M1 o= XI,(1+k,)

My, = Xy ks

Al solito, & ora possibile ricavare le componenti delle reazioni del-

le cerniere mediante equazioni d'equilibrio.

Si ottiene:
VA = ig_l. - ﬂ.l
2 [y
Iy = (Q+X) -V,
1
H. = =
D hl
Hy =

(positiva se diretta verso 1'alto)

(positiva se diretta verso l'alto)

(positiva se diretta verso sinistra)

OSSERVAZIONI. - Naturalmente si giungerebbe allo stesso siste-
ma d'equazioni se la risoluzione del problema fosse stata impostata se-
condo i criteri dell'esercizio 12 (introduzione di una cerniera multipla in

B). Delle due equazioni di congruenza che in tal casosi dovrebbero espri-
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mere per la rotazione del nodo, una corrisponde esattamente alla prima
gia scritta, l'altra coinciderebbe con la seconda, qualora in essa si po-

nesse X, = M;.

DIAGRAMMI DELLE AZIONI INTERNE (tracciamento qualitativo).

C
ASEBEARRARRRRANN ilN LI

(IENANEEEANRARERRE!

Diagramma N

o
o
Q
o
3
3
a
-4

m 15 Diagramma M
i (portato dalla parte

delle fibre tese)

]
+

Fig. 15.4

CURVA DELLE PRESSIONI.

La curva delle pressioni (fig. 15.5) & costituita dalla retta d'azione
verticale di X per la parte ECB; per il piedritto BD & data dalla retta
d'azione della reazione R, della cerniera D; per la trave AB & un arco
di parabola tangente in 4 alla retta d'azione della R, e all'altro estre-

mo, che si trova sulla verticale per BD, alla risultante R’ della Rp e di
X (risultante delle forze che seguono B).
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Fig. 15.5

DEFORMATA DELLA STRUTTURA.

La campata AB si comporta come una trave ad appoggio e incastro

cedevole elasticamente in B; la campata BC e il piedritto BD si compor-

punto di flesso

Fig. 15,6
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tano come travi semplicemente appoggiate cui sia applicato all'estremita
un momento antiorario; il piedritto £C rimane indeformato e ruota rigida-
mente attorno al nodo C (fig. 15.6).

Lo spostamento orizzontale del carrello £ vale:

X3k
6 EJ

e avviene verso sinistra,

CASO PARTICOLARE: A, = 0.

Rimangono validi i calcoli prima svolti e i risultati ottenuti (fi-

gura 15.7).

1%144{444 _.C
N

D
%/A

Fig. 15.7

Infatti nel caso precedente, il piedritto CE, sollecitato solo assial-
mente, rimaneva indeformato e non influenzava il valore delle incognite

iperstatiche.
Al variare di k,, varia solo lo spostamento orizzontale del carrello

con la legge di proporzionealita diretta:

Eg = ®chy

(q:c & costante, per i carichi assegnati).



