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DE LA PRESSION OU TENSION
DANS UN CORPS SOLIDE.

Lesgéometres qui ont recherché les équations d’équilibre ou de mou-
vement des lames ou des surfaces élastiques ou non élastiques ont
distingué deux especes de forces produites, les unes par la dilatation
ou la contraction, les autres par la flexion de ces mémes surfaces. De
plus, ils ont généralement supposé, dans leurs calculs, que les forces
de la premiere espice, nommeées tensions, restent perpendiculaires aux
lignes contre lesquelles elles s'exercent. 1l m’a semblé que ees deux
espices de forces pouvaient étre réduitesi une seule, qui doit constam-
ment s’appeler tension ou pression, quiagit sur chague élément d'une
section faite a volonté, non sculement dans une surface flexible, mais
encore dans un solide ¢lastique ou non ¢lastique, et qui est de la méme
nature que la pression hydrostatique excreée par un fluide en repos
contre la surface extérieure d'un corps. Seulement la nouvelle pression
ne demecure pas toujours perpendiculaire aux faces qui lui sont sou-
mises, ni la méme dans tous les sens en un point donné. En dévelop-
pant cette idée, je suis parvenu & reconnaitre que la pression ou tension
exercée contre un plan quelconque en un point donné d'un corps solide
se déduit trés aisément, (ant en grandeur qu’en direction, des pres-
sions ou lensions exercées contre trois plans rectangulaires menés par
le méme point. Cette proposition, que j'ai déja indiquée dans le Bul-
letin de la Societé philomathique de janvier 1823 ('), peut étre établie 3
P'aide des considérations suivantes.

(%) OBuvres de Caucly, S. 11, T. 11.
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Si, dans un corps solide élastique ou non élastique, on vient a rendre
rigide et invariable un petit élément de volume terminé par des faces
quelconques, ce petit élément éprouvera sur ses différentes faces et en
chaque point de chacune d'clles une pression ou tension déterminée.
Cette pression ou tension sera semblable & la pression qu'un fluide
exerce contre un élément de 'enveloppe d’un corps solide, avec cette
seule différence que la pression exercée par un fluide en repos, contre
la surface d’un corps solide, est divigée perpendiculairement i cette
surface de dehors en dedans, ct indépendante en chaque point de Vin-
clinaison de la surface par rapport aux plans coordonnés, tandis que
la pression ou tension exercée en un point donné d’un corps solide,
contre un tres petit élément de surface passant par ce point, peut étre
dirigée perpendiculaivement ou obliquement a cette surface, tantot de
dehors en dedans, s’il y a condensation, tantot de dedans en dehors,
s'il y a dilatation, et peut dépendre de I'inclinaison de la surface par
rapportaux plans dont il s’agit. Cela posé, soit ¢ le volume d’unc por-
tion du corps devenue rigide, s, ', &', ... les aires des surfaces planes
ou courhes qui recouvrent le volume ¢; , y, 5 les coordonnées rectan-
gulaires d’un point pris au hasard dans la surface s; p la pression ou
tension excreée en ce point contre la surface; o, 8, y les angles que la
perpendiculaire & la surface forme avec les demi-axes des coordonnées
positives; enfin A, 1, v les angles formés avee les mémes demi-axes
par la direction de la force p. Sil'on projette sur les axes des o, y et =
les pressions ou tensions diverses auxquelles Ia surface sera soumise,
les sommes de leurs projections algébriques sur ces trois axes seront
représentées par les intégrales

"/:/‘p cosh cosy dy d.r,
(1) ! ‘/j/.pcosp.cosy dy du,
(pr cosv cosy dy dr,

tandis que les sommes des projections algébriques de leurs moments
linéaires seront respectivement, si I'on prend pourcentre des moments
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Iorigine des coordonnées,

J[p(ycosy — scosp) cosy dy du,
(2) ;fj};(:cos).—xcosv)cosydydx,
: .'[:/'p(w cosp — y cosk)cosy dy dur,

ou, si l'on transporte le centre des moments au point qui a pour coor-
données xy, ¥gs %o»

\ ‘[:/'p[(y — ¥o) cosy — (5 — 35,) cosp] cosydy dx,

¢
’ .
t

.

(3) ffp [(3 — s0) cosh — (& — @) cosv] cosy dy dr,

[ [ Plix —zo) cosp— (¥ — yo) cosX] cosy dy du.
Dans ces diverses intégrales, les limites des intégrations relatives aux

variables &, y devront étre déterminées d’apres la forme du contour
de lasurface s, de maniére qu’on ait entre ces linites

(4) ‘/:/.cosydyd.z.':s.

Si la surface s devient plane, et le volume ¢ trés petit, cn sorte que
chacune de ses dimensions soit considérée comme une quantité infini-

ment petite du premier ordre, alors les variations que les trois pro-
duits

{(3) P COSd, pCOSp, pCeosy.

éprouveront, dans le passage d’un point & un autre de la surface s,
seront encore infiniment petites du premier ordre; et, en négligeant
les infiniment petits du troisieme ordre dans les valeurs des inté-
grales (1), on réduira ces intégrales aux quantités

(6) PSCOS), pscosp, pscosv.

Si d’ailleurs on fait coincider le centre des moments avec un point du

w
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volume ¢, les intégrales (3) seront des quantités infiniment petites du
troisitme ordre, et il suffira de négliger, dans ces intégrales, les infini-
ment petits du quatrieme ordre, pour qu’clles se réduisent aux pro-

duits
ps[(n — yo) cosy — (£ — 3) cosp],

(7) ¢ ps[({ — 3o) cosh — (€ — ) cos v],
t Ps[(§ — @) cospp— (n — y,) cosA],

&, v, { désignant les rapports

.’:waOSY dydz [ [ycosydyds [ zcosydydz '
? k] 2

$ 3 s

(8)

c’est-a-dire les coordonnées du centre de gravité de la surface s.

Soit maintenant /2 la masse infiniment petite comprise sous le vo-
lume ¢. Concevons en outre que la lettre ¢ représente la force accélé-
ratrice appliquée i cette masse, si le corps solide est en équilibre, ct,
dans le cas contraire, 'exces de la force accélératrice appliquée sur
celle qui serait capable de produire le mouvement observé de la
masse 72. Enfin nommons X, Y, Z les projections algéhriques de la
force g, et £y, o, {, les coordonnées du centre de gravité de la massem.
Si I'on suppose que la force accélératrice ¢ reste la méme en grandeur
et en direction dans tous les points de la masse m, il devra y avoir
équilibre entre Ia force motrice mp appliquée au point (&, n,, &), et
les forces auxquelles se réduisent les pressions ou tensions exercées
sur les surfaces s, s, ... Donc les sommes des projections algébriques
de toutes ces forces et de leurs moments linéaires sur les axes des x,
¥, 5 devront se réduire i zéro. Donc, si I'on se contente de placer un
ou plusieurs accents & la suite des lettres p, A, p., v, & 7, {, comprises
dans les expressions (6) et (7), pour indiquer les nouvelles valeurs
que prennent ces expressions, quand on passe de la surface s & la sur-
face s', ou s”, ou s, ..., on trouvera, en négligeant, dans les sommes
des forces projetées, les infiniment petits du troisieme ordre, et dans
les sommes des moments linéaires projetés, les infiniment petits du
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quatrime ordre,

pscosh + p's'cosh’ +-...+-mX=o,
(9)  pscosp+ p's'cosp’ +...4+mY=o,
pscosy + p's'cosv ...+ mZ =o;

ps[(n— yo)cosy — (& — so)cosp] +p's'[(n' — yo)cosy' — (' — 3o)cosp'] +...

\ +m [(nﬂ_‘)'o)z_(CO“ 30)\’]20,
| ps[iL — 30)€0s) — (5 —ao)cosv]+p's'[(§ — 50)cos)) — (&' — z) cosv'] +...
(10) ¢ 4+ m[(Lo— 3)X — (£ — z0) 4] =0,

psf(E—ay)cosp — (-g —yocosk]+p's'[( g —axg)cosp’ — (6 — yo)eosh']+..,
I 4+ m[(Eo—x0)Y — (ag—yo) X1 =0.

Or, la masse m étant elle-méme infiniment petite du troisicme ordre,
les termes qui la renferment sevont du troisitme ordre dans les for-
mules (9), du quatricme ordre dans les formules (10). On pourradonc
négliger ces termes, et remplacer les formules dont il s’agit par les

suivantes :

pscos). -+ p's' cosk 4 p's"cosd’ 4+ p”s” cosh” +...=o0,

(11) < pscosp -+ p's' cosp 4- pfs" cosp” 4 pUs” cosp”" +. .. =0,

| pscosy —+ p's’ cosy’ + p"s"cosy" + pTs" cosv” +...=o0;
psl(n — yo)eosy — (5 — sp)cosp] + p's'[(n'— yo)cosy' — (§'— 5)cosp]+...=o,
(i) - ps[(% — 3e)e0s)k — (£ — ry)eosv] -+ p's (L' — 35) cosd’ — (&' — xo)cosv']+...=o,
Ps[(Z — ro)eosp—(n— o) cos ] + p's' [(F — ) cosp’ — (' — ¥o)cosh]+...=o0.

Si I'on voulait tenir compte des variations que peuvent éprouver la
force accélératrice ¢ et ses projections X, Y, Z, quand on passe d'un
point & un autre de la masse /m, il faudrait remplacer, dans les équa-
tions (g) et (10), les six quantités

mX, mY, ml;

m{(fa— o)L —(5—3) Y]
m (Lo — 5) X —(Go— 7o) L],
m{(E— x5)Y ’—('ﬂo_‘yo)x]

e
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par six intégrales de la forme
/./[P‘ dzdy dr, ///p‘i dsdy dr, /q['/'pZd:.dy de;

Lol =yt — (5 — 5) Y] dzdy e,

[[[el(z — 30X — (& — 20) 2] dsdy dr,

ol o

[//p[(l —x)Y — (v —y)XJdsdydr;

p désignant la densité du corps solide au point (w, v, z), etles limites
des intégrations étant relatives aux limites du volumie ¢. Mais, comme
les trois premibres intégrales seraient des infiniment petits du troisivme
ordre, et les trois dernieres des infiniment petits du quatrieme ordre,
on se trouverail encore ramené aux formules (11) el (12). Il reste &
faive voir comment, & Paide de ces formules, on peut découvrir les
relations qui existent entre les pressions ou tensions exercées en un
point donué d'un corps solide contre divers plans menés suceessive-
ment par le méme point.

Concevons d'abord que le volume ¢ prenne la forme d'un prisme
droit, dont les deux bases soient représentées par s et par s’. On aura
s =s; ot si, les dimensions de chague base étant considérées comme
infiniment petites du premicr ordre, la hauteur du prisme devient une
quantité infiniment petite d’'un ordre supérieur au premier, alors, en
négligeant, dans les formules (11), les infiniment petits d'un ordre

supéricur au second, on trouvera
(peosh+p'cost js=o, (peospm+p'cosp’)s=o0, (pcosv-+pcosy)s=no,
ou, ce qui revient au méme,

plcost/=—pcost, pcosp’— —pcosy, P cosy' = — pcosy,

et I'on en conclura

'

P=r,
cosi'=-—cosk,  cosp' =z —cosp, €OV =-— COSY.

Ces dernieres équations ont rigoureusement lieu dans le cas ot la hau-
OFuvres de C. — S. 1, t. VIL. 9
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feur du prisme s'évanouit, et comprennent un théortme dont voici
'énoncé :

TutortMe 1. — Les pressions ou tensions exercces, en un point donné
d’un corps solide, contre les deux: faces d’un plan quelconque mené par ce
doint, sont des forces égales et directement opposces; ce qu'il ¢tait facile
de prévoir.

Soient maintenant

"

(13) P, r, p

les pressions ou tensions exereées au point (2, y,3) et du coté des
coordonnées positives contre trois plans menés par ce point parallele-
ment aux plans coordonnés des y, z, des 5, x et des x, ¥. Soicnt de

"

plus W, w', v &7, w7, v R, w7, v les angles formés par les diree-
tions des forces p', p”, p" avec les demi-axes des coordonnées positives.
Enfin concevons que le volume ¢, prenant la forme d’un parallélépi-
pede rectangle, soit renfermé entre les trois points menés par le
point (xr, v,35), et trois plans paralleles menés par un point tris
voisin (2 4+ A, ¥ + Jv, 5+ Az). Les pressions ou tensions, suppor-
tées par les faces du parvallélépipede qui aboutiront i ce dernier point,
seront & trés peu pris

) pArds, p'AsAr, p"Ar Ay,

tandis que leurs projections algébriques sur les axes des a, y et = se
réduiront sensiblement aux quantités

peost! Ay As, p"ceosr” Asdr, p”cosk” Ardy,
(15) - pleosp’ Ay &s, pcosp’ dsdx, p"cosp”Axdy,

peosy' Ay Az, p“cosv” Az Ax, p7cosy” Axly.

Quant aux pressions ou tensions supportées par les faces qui ahou-
tissent au point (x, y, 5 ), clles seron(, en vertu du théortme 1, respec-
tivement égales, mais directement opposées a celles qui agissent sur
les faces paralleles aboutissant au point (2 + Ad, y + Ay, 7 + Az).
Done les projections algébriques de ces nouvelles tensions seront nu-
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mériquement égales aux projections algébriques des trois autres, mais
affectées de signes contraires, en sorte que chacune- des formules (11)
deviendra identique. Ajoutons que les centres de gravité des six faces
du parallglépipede se confondront avec leurs centres de figure, ot
seront situés sur trois droites menées parallelement aux axes des a,
y, 5 par le centre du parallélépipede, c’est-a-dire par le point qui a
pour coordonnées

! ] 1
x4+ -Ar, y+ —Ayr, 54 -~ As.
2 2 ¢ 2

Cela posé, il est clair que, si I'on prend ce dernier point pour centre
des moments, la premiere des formules (12) donnera

Ay As -

preosy" AsAx =~ —p” cosp” Ar Ay - .

2%

—(—p"cosy")As Ax 1_&)_;' + (—p"cosp”yAx Ay AT: =0,

¢l par conséquent
| pUeosy = p" cosp.

. On trouvera de mndéme
(16)
pPreost” = p' cosv,

| p' cosp’ = p” cost”.

Comme les axes des &, ¥, 5 sont entierement arbitraires, les équa-
tions (16) comprennent évidemment le théoreme que nous allons

enoncer :

Tutorime 1. — SEpar un point quelconque d’une corps solide on mene
dewx axves qui se coupent a angles droits, et st U'on projetie sur Uun de ces
axes la pression ou tension supportée par un plan perpendiculaire a Uautre
au point dont il s'agit, be projection ainsi obtenue ne varicra pas quand on
échangera entre eux ces mémes axes.

Coneevons i présent que le volume ¢ prenne la forme d’un tétravdre
dont trois arétes coincident avec trois longueurs infiniment petites
portées i partiv du point (x,y, 5) sur des droites paralleles aux axes
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coordonnés. Considérons le point (.x, y, 5) comme étant le sommet de
ce tétraedre ; désignons sa base par s, et soient o, 8, v les angles que
forme, avec les demi-axes des coordonndées positives, une perpendicu-
laive élevée par un point de cette base, mais prolongée en dehors du
tétraedre. Les trois faces qui aboulissent au sommet du tétravdre
seront mesurées par les valeurs numériques des produits

(ts) SCOSZ, SCOSD, Scosy.

Cela posé, si 'omnomme p la pression ou tension supportée par la base
du tétraedre, et si Pon continue d'attribuer aux quantités p7, p’, p” les
valeurs qu'elles ont recues dans les équations (16), la premicre des
formules (11) donnera évidemment

P eost - p' cos2's cosx -- p" OS2 5 CO8E - p" cosL s Cosy == 0
et, par suite,

[ peost -z p' oS €oS% -1 " cosL” cosT - g oSt cosy.

- On trouvera de méme
(18) /

peosp=p'cosp’ €osz - p Cosp” cos 3 -i- p” cosp” cosy,

P eosy = pleosy' cosa 4+ p”eosy” eosd - pU cosy” cosy.
Done, si Uon fait, pour abréger,

i A =p cos?,
B s /)" C().'\'[J.",
G o peosy”,
(1rg) ‘ , » - -
D == p” cosv” = p” cosp”,

E = p”cosd” = p’ cos',

V F o= cosp’ = p7 oSt
on aura simplement
pcost = A cosx + F cos’ 4- Ecosy,

(20) o peosp == Feosx - Beosd - Deosy,

{ pcosy = Ecosx -+ D cosB - Crosy.

(¢~
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Ces dernieres équations font connaitre les relations qui subsistent,
pour le point (r, ¥, 5), entre les projections algéhriques

‘A. F. E;
< F, B, D;

(1) :
(E, D, C

des pressions p', p, p” exercées en ce point, du edté des coordonnées
positives, contre trois plans paralleles aux plans coordonnés, et les

projections algéhriques
(9) peos), pcosp, peosy

de la pression ou tension p exercée au méme point confre un plan
quelconque perpendiculaire i une droite gui; prolongée du coté o la
force p se manifeste, forme, avee les demi-axes des coordonnées posi-
tives, les angles «. 8, v.

En partant des équations (20), il est facile de reconnaitre que, si le
volume ¢, an lieu de présenter la forme d'un tétraddre, est terminé
par un nombre quelconque de faces planes, les formules (1) et (12)
seront toujours vivifices. En effet, ces différentes faces élant veprésen-
tées par s, &, ..., nommons z, 8, vi«, 3, v ... les angles que des
droites perpendiculaives aux plans de ces mémes faces, et prolongées
en dehors du volume ¢, forment avee les demi-axes des coordonnées
positives. Il suffia, pour obteniv la premitre des formules (11),
d'ajouter les ¢quations (1) de la page 55, aprés les avoir multipliées
respectivement par A, F, E, puis d'avoir ¢gard & la premitre des for-
mules (20), ainsi qu'aux formules analogues. On établirait, de méme,
la seconde et la troisieme des formules (11), en ajoutant les équa-
tions (1) (p. 53), apres les avoir vespectivement multipliées par les
cocfficients F, B, D, ou par les coefticients E, D, C. Enfin, si I'on com-
bine les formules (20) et autres du méme genre, non sculement avee
les équations (1) de la page 55, mais encore avec les équations () de
la page 56, on parviendra sans difficulté aux formules (r2). ’
On déduit aisement des formules (20) : 1° Uintensité de la force p;



(24)

C(29) I
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2° I'angle compris entre la dirvection de cette force et la perpendicu-
laire au plan contre lequel elle s’exerce. En effet, si ’on ajoute ces
formules, aprés avoir élevé au carré chacun de leurs membres, on trou-

vera
‘ PP=+ (Acosa+ F cosB + E cosy)?

(22) < -+ (F cosae + B cos3 + D cosy)?
( + (Ecosa + DeosB + C cosy)?.

De plus, si 'on nomme & I'angle dont nous venons de parler, on aura
évidemment

(23) €0sd = COS & COSA + COS P cOs g + COSy COSV,
ct, par suite,

cos s — A€o’ @+ Bcos?B - Ceos?y +2DcosBcosy+ 2 E cosy cosz+2F cos zcos 3
n P

Ajoutons que, si I'on remplace la force p par deux composantes, dont
I'une soit comprise dans le plan que I'on considére, et I'autre perpen-
diculaire & ce plan, la seconde composante sera représentée, au signe
prés, par le produit

{ pcosd = A cos?a + Bcos? + (. cos?y

+2DcosB cosy + 2E cosy cosz + 2F cosx cos 5.

Observons enfin que cette seconde composante sera une tension ou
une pression suivant que la formule (25) aura pour second membre
une quantité positive ou négative.

Supposons maintenant qu’a partir du point (2, y,s) on porte, sur la
perpendiculaire au plan contre lequel agit la force p, une longueur »
dont le carré représente la valeur numérique du rapport

( 2’.6) --—-I—-\ ]

¢t désignons par x+x, y +¥, s + 2 les coordonnées de 'extrémite
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de cette méme longueur. On aura

(27) a}s;:a;‘é—szimlsizi\/_?—kye—i-z’:tr.
(28) . 1—%056 =i,

et, par conséquent, la formule (25) donnera

(29) Axt+By!+ Cz2+2Dyz+ 2Bax + 2Fxy — =+,

Les variables x, y, z, comprises dans I’équation (29), sont les coordon-
nées de I'extrémité de la longueur r, comptées a partiv du point
(#, y, 5) sur trois axes rectangulaires; ct cette équation clle-méme
appartient  une surface du second degré qui a pour centre le point
(z, y. 5). Lorsque le polynome
(30) { Acos?a~+ Bcos*5 + Ccos®y

? ~+ 2D cosB cos$ + 2E cosy cosa + a2l cosxcos?

conserve le méme signe, quelles que soient les valeurs attribuées aux
angles a, B, v, alors 'équation (29), réduite a 'unc des suivantes

(31) Ax+ By'+ Cz?+ 2Dyz + 2Ezx + 2Fxy =1,
(32) Axi+ By’ Cz?-+- 2Dyz + 2E2x + 2 Fxy = —1,

représente un cllipsoide. Mais, si Ie polynome (30) change de signe,
tandis que les angles «, 8, v varient, l'ellipsoide dont il s'agit fera
place au systeme de deux hyperboloides, dont I'un sera représenté par
P’équation (31), I'autre par I'équation (32); et ces deux hyperboloides,
dont 'un offrira une seule nappe, 'autre deux nappes distinctes, seront
conjugués (') entre eux, de sorte qu'ils auront le méme centreavee les
mémes axes, et seront touchés i I'infini par une méme surface conique
du second degré. Ajoutons que, dans le premier cas, la force

(33) tpcos&:—';

(V) Foir, rolalivement aux propriétés des hyperholoides conjugués, les Legons sur les
applications du Caleul infinitcsimal & la Géométrie, p. 275 (OEuvres de Cauchy, 5. 11,
T.V).
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sera toujours unc tension, si le polynome (30) est positif, une pression
s'il est négatif. Dans le second cas, au contraire, la force dont il s’agit
sera lanlot une pression, tantot une tension, selon que I'extrémité du
ayon vecteur r s¢ trouvera située sur la surface de 'un ou de T'autre
hyperboloide; et la méme force s'évanouira toules les fois que ce rayon
vecteur sera divigé suivant une génératrice de la surface conique ci-
dessus mentionnée.

On démontré aisément que la normale, menée par I'extrémité du
rayon vecteur 7 a la surface (31) ou (32), forme, avee les demi-axes
des coordonnées positives, des angles dont les cosinus sont proportion-
nels aux trois polynomes

A cosa - Feosf - E cosy,
F cosa +- BeosB -- Deosy,

Ecosz -+ Deos? -+ C cosy.
s

Donc cette normale sera dirigée suivant la méme droite que le rayon

veeteur, sil'on a
Acosx-+FeosB + Ecosy

\ T eos
(34) Fcosa + B cos3 +Dcosy
i o= LRI D B0 T T E0S
cosd
' __ Ecosa+DcosB +Ccosy
- cosy

La formule (34) sc vérifie, en effet, lorsque le rayon vecteur coincide
avec I'un des axes de la surface (31) ou (32). Alors aussi on tive des
¢quations (20), combinées avee la formule (34),

. cosl  cos o8y _\eos?) - costu + costy
(3,)) -~ ...v._E — — = L i S _P'_ i
tosa  cos3 T cousy VC0s® % - €0s* 3 - costy

=k,

et il en résulte que la force p est elle-méme dirigée suivant le rayon
vecteur r, ou suivant son prolongement. Par conséquent, aux trois axes
de fa surface (31) ou (32) correspondent trois pressions ou tensions,
dont chacune est perpendiculaire au plan contre lequel elle s’exerce.
Nous les nommerons pressions ou tensions principales. 11 est dailleurs

[
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facile de s’assurer qu'on trouve parmi elles la pression ou tension
maximum et la pression ou tension minimum; car, si 'on égale 4 zéro
la valeur de dp tirée de la formule (22), et si I'on a égard a I'équa-
tion

(36) cos?a + €052 + costy =1,

en vertu de laquelle une des trois variables o, 8, v devient fonction
des deux autres considérées comme indépendantes, on sera immédia-
tement ramené & la formule (34).

Si, & partir du point (r, y, =), on portait, sur la perpendiculaire au
plan contre lequel agit la force p, une longueur équivalente, non plus

€050
gnant par = + X, ¥ +Y, 5 + 2 les coordonnées de 'extrémité de cette

. . ’ H ¢ . I . .
a la racine carrée du rapport =+ peoss’ mais a la fraction F en dési-

longueur, on trouverait

X i 7 o TR BT
(27) Yo = =Ryt =k,

cosa ~ cosB  cosy
3; LI
(37) p
et, par suite, la formule (22) donnerait

(38) (Ax+Fy—+Ez)!+ (Fx+By—+Dz)* 4+ (Ex + Dy - Cz)2=1.

[.’équation (38) appartient & un ellipsoide dont les axes correspondent
aux valeurs de &, B, y déterminées par la formule

A(Acose+FeosB+Ecosy)+F(Fcosa+Beosf +-Deosy) +E(Ecosa =+ Dcosp + Ceosy)

cose
__F(Acosa+Fcos B +Ecosy)~+B(Fcosa+BeosB+Dcosy)-+D(Ecosa —-Dcosfi +Cceosy)
- cosf
_ T(Acosa+Fcosf+Ecosy)+ D(Feosa+BeosB -+ Deosy)--C(Ecosa + D cosfi - Ceosy)
[ i

Or, celle-ci étant ¢videmment vérifiée par les valeurs de o, 8, vy qui

satisfont a la formule (34), on peut affirmer que les axes du nouvel

ellipsoide sont dirigés suivant les mémes droites que les pressions ou

tensions principales. On arriverait & la méme conclusion en observant
CEuvres de C. — S. 1, 1. V1L, to
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que les valeurs maximum et minimum du vayon vecteur, c’est-a-dire le
grand axe et le petit axe de I'ellipsoide, correspondent nécessairement,
en vertu de I'équation (37), le premier, i la pression ou tension rmini-
mum, le second, i la pression ou tension maximwn.

Iin résumant les diverses propositions que nous venons d’établir, on
obtiendra le théoreme suivant :

Tutorene HI. — Sz, aprés avoir fait passer par un point donné d'un
corps solide un plan quelconque, on porte, a partir de ce point et sur cha-
cun des demi-axes perpendiculaires au plan, deux longueurs équivalentes.
la premiére a Uunité divisée par la pression ou tension exercee contre le
plan, la seconde a U unité divisée par la racine carrée de celte force pro-
Jjetée sur l'un des demi-axes que I'on considere, ces deux longueurs seront
les rayons vecteurs de deur ellipsoides, dont les axes seront diriges survant
les mémes droites. A ces axes correspondront les pressions ou tensions
principales dont chacune sera normale au plan qui la supportera, et
parmi lesquelles on renconirera toujours la pression ou tension maximum,
ainst que la pression ou tension minimum. Quant auxr autres pressions ot
tensions, elles seront distribuces symétriquement autour des axes des
deux ellipsoides. Ajoutons que, dans certains cas, le second ellipsoide se
trouvera remplace par deux hyperbolvides conjugués. Ces cas sont ceux
dans lesquels le systéme des pressions ou tensions principales se compose
d’une tension et de deux pressions ou d'une pression et de dewr tensions.
Alors, si Uon substitue a la force qui agit contre chaque plan deux compo-
santes rectangulaires, dont 'une soit normale au plan, cette derniére com-
posante sera une lension ou unc pression, suivant que le rayon vecteur
perpendiculaire au plan appartiendra & U'un ou a ' autre des deux hyper-
boloides, et elle s'évanouira quand le rayon vecteur sera dirigé suivant une
des génératrices de la surface conique du second degré qui touche les
deux hyperboloides a linfini.

Concevons a présent que du centre du premier ellipsoide on mene
arbitrairement & la surface trois rayons vecteurs qui se coupent a an-
gles droits. On prouvera sans peine que, si I’on divise 'unité par

o
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chacun de ces rayons vecteurs, la somme des carrés des quotients sera
une quantité constante, égale & la somme qu’on obtiendrait en faisant
coincider les trois rayons vecteurs avec les tiois demi-axes de 'ellip-
soide (voir les Legons sur les applications du Calcul infinitésimal a la
Geometrie, p. 274 et 275) (*). De cette remarque, jointe au troisieme
théoreme, on déduit immédiatement la proposition suivante :

Tucoresme V. — S par un point donné d’un corps solide on fait passer
trots plans rectangulaires entre eux, la somme des carres des pressions ou
tensions supporiées par ces mémes plans sera une quantité constanie,
égale a la somme des carres des pressions ou tensions principales.

Il peut arriver que les trois pressions ou tensions principales, ou au
moins deux d’entre elles, deviennent équivalentes. Lorsque ces forces
se réduisent a trois pressions égales, ou & trois tensions égales, les
deux ellipsoides dont nous avons parlé se réduisent & deux sphéres.
Alors il y a égalité de pression ou de tension en tous sens, et chaque
pression ou tension est perpendiculaire au plan qui la supporte. 1l im-
porte d’ailleurs d’observer que, de ces deux derniéres conditions, la
seconde ne peut étre remplie qu’autant que la premierve P'est pareille-
ment. En effet, si I'on suppose la force p constamment dirigée suivant
la droite qui forme, avec les demi-axes des coordonnées positives, les
angles a, 8, v, la formule (34) ou (35) subsistera pour une position
quelconque de cette droite, et, par conséquent, pour toutes les valeurs
de «, @, y propres a vérifier I'équation (36). Or on tire de la for-
mule (34) : 1° en supposant deux des quantités

cusa, C€0S8B3, cosy
réduites a zéro, et la troisieme & I'unité,
140) D=o, E=o, F=o;
2° cn ayant égard aux équations (o),
t51) A=B=¢(.

(1) OFuvres de Cauchy, S. H, T. V.
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Par conséquent, dans I'hypothese admise, les formules (20) devien-
dront

(42) pcosA = A cosa, pcosp=AcosB,  pcosv=Acosy;

et, comme on tirera de ces dernieres

43 Pocosz_ cosB __ cosy _ , ycostax + cos*f + costy
A T cosh T cosp T €OSY T T \/eos*A + cos'u + cosy

(44) p==A,

=i,

il est clair que la pression ou tension, désignée par p, restera la méme
dans tous les sens. C’est précisément ce qui a lieu quand on considere
une masse fluide en équilibre. '

Si deux pressions ou deux tensions principales devenaient égales
entre elles, les deux ellipsoides mentionnés dans le théoreme I1I se
réduiraient @ deux ellipsoides de révolution, dont le second se trou-
verail remplacé, dans certains cas, par un systtme de deux hyper-
boloides de révolution conjugués Pun a I'autre. Alors tous les plans
menés par I'axe de révolution de ces ellipsoides ou hyperboloides sup-
porteraient des pressions ou tensions équivalentes, dont chacune,
¢tant perpendiculaive au plan qui lui serait soumis, pourrait étre con-
sidérée comme une pression ou tension principale.

La supposition que nous venons de faire comprend le cas ol les trois
forces, qui composent le systéme des pressions ou tensions principales,
scraient équivalentes, et se réduiraient & unc pression et i deux ten-
sions, ou bien encore & deux pressions.et & une tension. Seulement il
importe d'observer que, dans le dernier cas, le premier ellipsoide
serait remplacé par une sphere, et qu'en conséquence tous les plans
menés par le point (x, y, =) supporteraient des pressions ou tensions
¢quivalentes, mais dirigées, les unes suivant des droites perpendicu-
laives, et les autres suivant des droites obliques & ces mémes plans.

Généralement, toutes les fois qu’une tension principale deviendra
équivalente & une pression principale, les plans menés par 'axe per-
pendiculaire aux directions de ces deux forces supporteront des pres-

-
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sions ou tensions équivalentes, mais qui resteront obliques aux plans
dont il s’agit, tant qu’elles seront distinctes de ces mémes forces.

On peut encore supposer (u’une ou deux des tensions ou pressions
principales se réduisent & zéro, ou qu’elles s’évanouissent toutes. Dans
le premier cas, les ellipsoides ou hyperboloides, mentionnés dans le
troisitme théoreme, se transformeront en cylindres droits qui auront
pour bases des ellipses ou des hyperboles conjuguées. Dans le second
cas, chacun de ces cylindres se trouvera remplacé par deux plans paral-
leles. Dans le troisicme cas, la pression ou tension, exercée contre un
plan queleconque mené par le point (a, y, 5), se réduira loujours a
zéro.

Les formules précédemment obtenues se simplifient lorsqu’on prend
pour axes coordonnés des droites paralleles -aux directions des pres-
sions ou tensions principales correspondantes au point (x, v, 5).
Alors, en effet, la surface, que représente I'équation (29), doit étre
une surface du second degré rapportée, non seulement a son centre,
mais encore a ses axes; et ['on doit aveir, en conséquence,

(4o0) D=o, E=o, F —o.

Cela posé, les valeurs numériques des quantités A, B, C représenteront
évidemment les pressions ou tensions principaless et les formules (20),
(22), (25) se réduiront a

(45) pcosh=Acosa, pcosp=BcosB, pcosy=~=Ccosy,

(46) pr=Afcos?x + B?cos®B + Ccos?y,

(47) pcosd = A cos?a -+ B cos?3 + Ccos?y,

tandis que les équations (29) et (38) deviendront

(48) Axt 4-By? +Cz® ==,
(49) A2+ B2y? + Gz =1.

Les équations (46) et (47) font connaitre les relations qui existent :
1° entre les pressions ou tensions principales, et la pression ou ten-
sion p supportée par un plan quelconque; 2° entre les trois premieres
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forces et les projections de la derniére sur une droite perpendiculaire
au plan dont il s’agit. Les angles o, B, y compris dans ces mémes équa-
tions sont précisément les angles que forme la perpendiculaire au plan
avec les axes suivant lesquels sont dirigées les pressions ou tensions
principales.

Dans le cas particulier ou I'on considere uniquement des points
situés dans le plan des , y, et ol I'on fait abstraction de I'une des
dimensions du corps solide, les formules (45), (46), (47), (48), (49)
peuvent étre remplacées par les suivantes :

(30) pcosk=Acosz, psink=Bsina,
(31) PP=A%cos’a 4 B?sin?e,

(32) p €osd = A cos?a + Bsin®a,
(33) Ax?+Byt—+,

(54) A B2yrony,

Alors aussi les ellipsoides ou hyperboloides, mentionnés dans les théo-
remes Il et I1I, se réduisent & des ellipses ou & des hyperboles conju-
guées, représentées par les équations (53) et (54).

Dans d’autres articles, je ferai voir comment on peut déduire des
principes ci-dessus établis les équations qui expriment I'état d’équi-
libre ou le mouvement intérieur d’un corps solide élastique ou non
élastique.
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ADDITION A I’ARTICLE PRECEDENT.

Les valeurs de p cosA, pcosy, p cosy, données par les formules (20)
de I'article précédent, sont entierement semblables aux valeurs des
composantes rectangulaires de la force qui solliciterait un point maté-
riel placé en présence de plusieurs centres fixes d’attraction ou de
répulsion, et trés peu écarté d’une position dans laquelle il restait en
équilibre au milieu des centres dont il s’agit: En effet, concevons gue
le point matériel, apres avoir coincidé, dans la position d’équilibre,
avec l'origine des coordonnées, ait été transporté & une distance trés
petite ct désignée par p. Soient d’ailleurs
r, r', ... les rayons vecteurs menés de l'origine aux divers centres

fixes;

R, R’, ... les forces d’attraction ou de répulsion qui, émanant des
mémes centres, sollicitaient le point matériel dans la position d’équi-
libre;

P la résultante de celles auxquelles ce point est soumis aprées son dé-
placement.

Soient enfin

!

. t 3 -
a, By v a, b, c; a, b, ¢ ool Aoy v

les angles que forment avec les demi-axes des coordonnées positives :
1° le rayon vecteur p; 2° les rayons vecteurs r, ', ...; 3¢ la direction
de la force P. En supposant le point matériel ramené 4 la position
d’équilibre, on établira sans peine les équations

) Z(*=Rcosa) =u, Z(xRcosby=0, 2(ERcosc)=o,

la lettre 2 indiquant une somme de termes semblables, mais relatifs
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aux divers centres fixes, et le signe == devant étre réduit, tantot au
signe —, tantot au signe -+, suivant que la force R sera répulsive ou
attractive. Soit maintenant /(7) la fonction de la distance r qui mesure
la force R. Tandis que le point matériel sera transporté de 1'origine &
Pextrémité du rayon p, les quantités r, R, «, &, ¢ prendront des accrois-
sements correspondants que nous désignerons a {'aide de la earacté-
vistique A, et Pon aura évidemment

( (r+Ar)cos(e + Ada) == rcosa —pcosa,
(2) o (r+4ar)cos(b + Ab) =rcosb —pcosf,
(r'+Arycos(c + Ac) =rcosc —pcosy;

(3) ) R+AR=/(r+ Ar);

P cosk = 2[* (R + AR) cos(a@ + Aa)],
€)] « Peosp=Z[E£ (R + AR) cos (b + Ab)],
P cosy == Z{ (R + AR) cos(c + Ac)].

On trouvera, par suite,

5) { (r+Aar *:(rcosa—pcosa)’+(rcosb—pcos,’i)’—i—(rcosc—pcosy)"
J ‘

{ =1r*—arp(cosa cosa+cosd cosB +- cosc cosy) + p*;

puis, en considérant la quantité p comme infiniment petite du premier
ordre, et négligeant les infiniment petits du second ordre, on conclura
des formules (2), (3), (5)

(6) Ar =—p(cosacoso + cosb cosB + cosc cosy);
(7) R+AR=/f(r)+ f(r)Ar =R+ f'(r)Ar;
[ cos(a + Aq)— [COS@—pcosa _ o cosa cosa,
r+Ar v

recosh —pcosp

(3) ) cos(d + Ab) — AT :.cosb——_o—r———r——Ar.

. 7 cosc — p COsy
cos{c + Ac) = 1E0%C TP OOSY  cose —

cosy cosc
r+Ar P r

Iz

\ Ar.

Cela posé, en ayant égard aux-équations (1), on reconnaitra que les for-
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mules (4) peuvent étre réduites a

Pcosi =2§i [f’(r)— f(,_") cosa Ar - f(,—)pcosoz;,

_ S
;

J( ') ()

cosc Ar = —;—-pcosyf;

P cosy —Ei [f’(r)

puis, en remettant pour Ar sa valeur tirée de la formule (6), et faisant,
pour abréger,

A=pX({x [f(l) f(') cos’a—@ s
(10) B=p2|x [f( Y — /(’) cos¢b+f(7”-) ,
C=p2{x [f(r) f(’) cos“c_,_f(,r);

D:p£§¢[f'(;)+@: cosbcosc%,,
(1) E:ng.T.[f'(l')+‘[—(,-;,-'—)‘_ cosccosai,
F:ng$[f'(l)+ @: cosacosbz,

on trouvera définitivement

Pcosk = A cosa + F cosB + E cosy,
(12) P cosp = F cosa + B cos 3 + D cosy,
Pcosv =Ecosa + D cosf3 + Ccosy.

Les formules (12), ainsi que plusicurs propositions qui s’en déduisent
et qui sont analogues aux théoremes I, II, III du précédent article,
sont dues & M. Fresnel, qui les a données dans ses Recherches sur la

double réfraction.

OFuvresde C. — S. 1, t. VI, LR



