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1 — Premesse.

Nella Nota I [6] si & impostato su basi del tutto generali il problema dell’equilibrio
elastico delle travi di parete sottile a sezione trasversalmente indeformabile soggette a
forze ed azioni distorcenti agenti con legge del tutto generica. Il problema & stato ricon-
dotto alla integrazione di un’unica equazione integro-differenziale lineare alle derivate
parziali involvente la componente assiale dello spostamento w(z, ) dei punti della super-
ficie media della parete sottile costituente la trave. A tale funzione risultanc poi legate
per semplice quadratura i tre parametri dello spostamento trasversale della sezione
Uy (2), g (2), ¢y (2) coincidenti rispettivamente con le due traslazioni secondo x ed y del cen-
tro ditaglio O == (x,y,) della sezione, e con la rotazione della sezione sempre rispetto ad O.

Di tali equazioni si vuol ora dare soluzione supponendo nulle le azioni distorcenti
interne:

(1) 8:5 ﬁw; 19”, /ﬁza

e ritenendo nulle le azioni esterne agenti sulla superficie laterale del solido:

(2) D> ﬁm? 713;1? ﬁz'

(*) Lavoro presentato dal prof. Ernio (GiiaxerEco, O. di tecnica delle costruzioni, Universita,

Napoli.
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Il solido & dunque caricato esclusivamente sulle due basi estreme z = 0 e z = [ da
un sistema di forze:

(3) p()z( ) FOx) Foya M()za
sulla base z = 0, e
(4) plz( ) Fl:w Fhu Mlz’

sulla base z = [.
Fatta la convenzione di ritenere positive le forze agenti secondo il verso dei semi-

assi positivi e le coppie rotanti in senso levogiro fra le (3) e le (4) devono sussistere
necessariamente le sei relazioni fondamentali dell’equilibrio dei corpi rigidi:
\/FOxJ'“Flm:O’ M()m"Fle—Flyl:()’

(5) FOu+FW:O7 M0w+Mlu+Flacl:O’

\F0z+Flz 0, MOZ‘ITMlz:O’

ove si sono indicate con:

Fﬂz:/p()sza Flz :/plszi

N ;
. M()m:', p()zydAa MWZ, plzydA’

ly

4 4
’M'm,:——‘[p“zdi, M :“‘/plzdi’

Fic. 1 — Le condizioni di carico della trave.

le risultanti secondo z e i momenti risultanti secondo « ed y delle azioni assiali esterne
Doz (8) € Py (8) (Flg 1)

Con le posizioni fatte le caratteristiche trasversali della sollecitazione 7', (z), T, (2),
M, (z) risultano funzioni costanti; pit precisamente si ha:

' T,(z) = F, = cost
7, (z) FW = cost

(7 \
( = cost
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e pertanto le trasformate lineari (50) della Nota I assumono l'aspetto:

1
G, (2) = 3 | Dy By + Dyy By + Dig My = T, = 008t
1 L
(8) ! %‘TI(Z) = T 3D12 Flm+ D22 Fly+ D23 Mlz§ =2 glu = cost
1
OM,(2) = - | Dig Fiu + Dy iy -+ Dy M} = 9, = cost

essendo D e Dy noti coefficienti dipendenti esclusivamente dalla geometria della sezione
trasversale (Cfr. Nota I).

L’equazione fondamentale (53) della Nota I, tenendo conto di quanto detto sulle
azioni distorcenti (1) e sui carichi di superficie (2), si scrive pertanto nella forma:

) 2 Pw  Pw d?x [ ow dX 4 dzy /” ow dY a4 +
1—v 82 = 8 ds? / s ds dst | as  ds
4 4
d*w, 0w dQ, 1 d2z d2y d2w,
— ‘ . dd = (T, o Ty o O,
ds / 25 ds G (g’w de o g TV e )
A

ove x (2) y (s) e w,(z) sono rispettivamente le due funzioni parametriche della curva di-
rettrice e la funzione d’ingobbimento torsionale, e X (s), Y (s), £2,(s) le rispettive trasfor-
mate lineari:

X() = - 1 D (s) + Diayls) + Dis 0!
(10) ) = 5 1 D sle) + Do gle) + Dy )|
1

Q,(8) = 5= 1 D1z 2(8) + Doy y(5) + Dyg () |

Le (51) della Nota I porgono peraltro:

[ du, “ow  dX %
0 /,‘,. i 7 T
dz J os  ds
A
dv, fow dY Gy,
() < % e Mg
A4
depy fow  dO, OIL,,
= — . d4
dz / 0s ds G




6 [244] M. Capurso

mentre le relazioni di elasticitd (54) della Nota I divengono:

E ow
0, = ———* -
\ 11— oz
(12) ;
dz dy
Ty = GL (w) +%'loc > +%‘ly—_ F gmlzr
ds ds

essendo r la minima distanza del generico punto dal centro di taglio O, e L(w) lope-
ratore lineare:

ow  dx |
(13)  Lw) = ;j *'di 54— |

A 4 A4

"9 dY "9 Q
w dA—r/ w_.dz

dd4.
ds ds

Le condizioni ai limiti longitudinali relative alla equazione fondamentale (9) sono
espresse dalle (56) della Nota I nella forma: s

ow 1—»?
\ oz z=0_— B Doz

(14) ‘
' 6w> 1 — 2
32 1 - E, plz

mentre le condizioni trasversali si distinguono nella forma (59-a) della Nota I.

d d
[L(w)]s= 5 ‘Elcc <d§> _ - %'l’ll (%) - grz’lz 7’(81)

=8

dx dy
( [L@)]s -5, = — T (E) _ — % (—ds—) oMy (sy)

per le sezioni aperte a direttrice continua delimitata da due generatrici estreme di ascissa
curvilinea s = s; ed s = s,, e nella forma (59-b) della Nota I:

Os

32
' / ol ds =0
J o8

per le sezioni chiuse a direttrice continua.

Come nella Nota I le travi di parete sottile di sezione composta a direttrice discon-
tinua vengono trattate in appendice come estensione dei due casi fondamentali sopraci-
tati.

\ / ow ds =0
(15-b) ’
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2 - La soluzione della equazione fondamentale 9 per i casi delle sezioni a diretfrice
continua.

La soluzione della equazione fondamentale (9) puo porsi, secondo noti procedimenti,
nella forma:

(16) w(z, 8) = wy(z, s) + wy(z, s)

essendo w; (z, s) un qualsiasi integrale particolare della equazione completa scelto colla
sola condizione di soddisfare le condizioni trasversali (15) (¢ o b a seconda del tipo di
sezione), e w, (2, s) 'integrale generale dell’omogenea associata soddisfacente ancora le
condizioni trasversali (15). Alla funzione w (z, s), espressa come somma dell’integrale
particolare e di quello generale sard poi richiesto il soddisfacimento delle condizioni lon-
gitudinali (14).

La soluzione, condotta per tal via acquista peraltro un particolare significato fisico:
la. funzione w, (z, s) rispecchia infatti il comportamento della trave caricata esclusiva-
mente sulle due basi estreme da azioni longitudinali:

Doy (8) 5 P (8)

agenti sempre nel rispetto dell’equilibrio globale del solido, e la funzione w, (z) il compor-
tamento della trave soggetta alle azioni trasversali.

Flw’ Flu! Mlz

oltre alle azioni normali p{. e p;; necessarie per l’equilibrio globale, la cui distribuzione

resta del tutto arbitraria.
In particolare, quindi, facendo riferimento alle azioni reali espresse dalle (3) e dalle
(4), all’integrale generale dell’omogenea associeremo le distribuzioni di azioni normali:

Flacl Flvl
o« X —
I I

v

(0)
Por = Po.—
. | 52—

(0)

( Pu = Pi

e allintegrale particolare le azioni normali :

F,l " F,l

18 . PP =0,
(18') Po 1, 1. Y, D

e trasversali :

(18") F,, F,, M,.

3 — Il calcolo dell’integrale generale della omogenea associata alla (9).

Tale problema, come si & detto, & intimamente connesso con quello dell’equilibrio/
elastico di una trave di parete sottile caricata in corrispondenza delle sue due basi estre-
me dalle sole azioni longitudinali (Fig. 2):

(0) 0)

Po: (S) s P (8)
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comunque distribuite sulle sezioni estreme nel solo rispetto delle tre condizioni di equili-
brio globale alla traslazione lungo z e alla rotazione intorno ad x ed y :

[P ad + [poad=o
A

A
(19) / /pf{? xdA4 +fp{2’ zdd =0
4 A

[P yad+ [pPydd —o
L4 A

Fia. 2 — Le condizioni di carico relative all’integrale generale dell'equazione omogenea.

L’equazione fondamentale relativa a tale tipo di sollecitazione & dunque, per quanto
detto:

2 02w, 2w, d2e ow, dX d2y ow, dY
20 e C— — - dA4 — —
ekl 1—y 822 + 0s? ds¢ /| 8s ds ds? / s ds dd +
A4 4
dz "9 doe
. W, / Wy . z d A -0
ds? ds ds

A

ed & connessa alle condizioni trasversali omogenee:
S [L(wo)]s=s] = O
( [L(wo)]s=32 =0

se la sezione & aperta, ed alle condizioni

(21-a)

b .
s / Yo ds =0
S 0s
(21:b) /
; : ] 8
' / | ds =0
| 98

se la sezione & chiusa.
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Le condizioni longitudinali sono invece espresse dalle relazioni non omogenee:

| ow, 11—
' ( oz )z:l" - B P

Della (20) esaminiamo soluzioni del tipo:

wy(2, 8) = @(z) < P(s)
Per queste si ha:

2 d? '
@) - e D)+ g

d*@ d¥x ; do dX 44 4
dst  ds? / ds ds
A

d2y [ do dY a d’w, ;7 d@ de,

_ 9% S aa - S maal =,
ds? | ds ds ds? [/ ds ds (
A A
e pertanto, indicando con 3* un parametro arbitrario:
dzg 1—v»
_ L Bep =0
& 5 Pe=0,
d2@ d2x [ d® dX d¥y [ do dY
e 2P — ——— /,7,, o= dd— = f — --——-dA
(25) « ds? 2 ds2 | ds ds ds? / ds ds ¥
A A
d? [ do dQ
— e [ S aa -0,
| ds* | ds ds
| 4
Facendo le posizioni:
JA———
i / 1—v»
== 5
(26) .
do de [d® dX d do dY do dQ
L(@) = R Bt 7 s Y bt 7 R Pt *-d4,
ds ds | ds ds ds ! ds ds J ds ds
A4 A A
le (25) si scrivono in forma compatta:
d3p
E A
(27) /
dL
+ D =0.

ds
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Le condizioni ai limiti trasversali (21) impongono peraltro:
(28-a)

se la sezione & aperta, é:
(28-b)

se la sezione & chiusa:

In entrambi i casi, escludendo la soluzione banale ¢ (z) = 0 le condizioni trasversali
sono del tipo lineare omogeneo nella sola funzione incognita @.

Osservando peraltro che 'equazione:

(29) (;13 [L(P)] + B2 =0

¢ di tipo autoaggiunto, tale equazione, connessa con le condizioni ai limiti omogenee
(28-a) o0 (28-b) ammette soluzioni differenti dalla banale ¢ (s) = 0 solo in corrispondenza
di particolari valori del parametro 8 (8, S, ..., B,, . ..) (autovalori) dedotti come ra-
dici della relativa equazione caratteristica.

La soluzione (23) del problema omogeneo pud pertanto porsi nella forma:

(30) wolzr8) = B gn(2) Du(s)

(R §

essendo @, (s) la soluzione della (29) associata all’autovalore ennesimo fj, e ¢, la corri-
spondente funzione di z dedotta dalla (27) secondo la relazione:

dp, 1—v

(31) a2 —a,p, =0 con o,=p, 5

[

Le @, (s) costituiscono per noti teoremi un sistema chiuso e completo di funzioni
ortogonali e cioé tali da soddisfare le proprieta :

. =0senz£m
(32) / &, d, dA = ‘
M ) #+ 0 sen = m
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3.1 — 1l calcolo degli autovalori B, e delle corrispondenti autofunzioni o, s.

L’equazione (29) scritta in forma esplicita ha 1’aspetto:

(33) d@ R d*x / do dX dd + dzy /'dJ) dY dA d2w, / do do, dA
ds? dst | ds " ds ds? /| ds " ds +stz Jods ds
A 4 4
Facendo le posizioni:
“de  dX
[ - —da-c,
o ds K
A
d¢o dY
(34) / / = o d4=0,
’ p
fde do
[~ - "rada=c,
1o ds ds )
A
la (33) assume la forma:
d® d?z d?y d?w,
35 =0, — +C, = C, —
(35) d» p T ds? Vods? * ds?
ed il suo integrale generale assume pertanto I’aspetto:
(36) D(s) = Dy(s) + C, Dyls) + C, Pys) + C, D.(s)

essendo ¢, l'integrale generale dell’omogenea:

d2(1)0

(37) asz + B2dy=0

e &, ¢, &, tre qualsiasi integrali particolari delle equazioni:

dzo, Py d%x
dst * R P
d2o d%y
(38) . st;c = /))2 (])1/ = d;z -
d2o, Lo d?w,
dsz P ds?
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Le (34) consentono peraltro di esplicitare le tre costanti €, €, C, in funzione della
@, (s) ed in definitiva in funzione delle due costanti indeterminate che in essa compaiono.
Facendo infatti le posizioni:

(39) - o
b
bz = / ' dsu
;"l
: d(l)z
bl3 = / ds
i
T do,
bay / ds

le (34) porgono il sistemas:

by €, + by C) + by O, =

b31 Om - b32 Oy + b33 Oz =

" do,
|
A
Cdo,
= g,
A
do,
= |,
A
dX
— d4
ds
dX 14
ds 9
dY
dd4 ;
ds

‘ b21 Ox + bzz Oy + b23 Oz =

dX
—d4 — 1
ds
dY
d4 —1
ds
do
fdAd—1
ds
s / do, dY dA
o . ds ds
A
b / do, do, 14
T ds ds
A
" de, do
By, = /,,J *d4
Loods ds
2
©do, dX
—— / B d4
Sods ds
A
“da, dYy
o= / .0 d4
ods ds
A
T do, do,
= / oot d4
ds ds

che, indicando al solito con B il determinante dei coefficienti della matrice quadrata dei
by, e con By, il minore complementare del generico elemento b, fornisce le soluzioni:

1 “do, dX “do, dY “do, dOQ
Com—-p ' B, | g, 4+ By / ~, oo 44+ By / (1 " “q4 !
| g s g s ; & s \
1 doy dX “do, dY Tde, d©
(41) Cu:*B\‘ 12 /HO 1 dA+B22/" l')"a"”dA J"332/ 0'(dsz(.
' ; e ds \ s ;& s \
1 “do, dX “do, dY “de, dQ |
O, = e | I AA+ B, | % - dA+ B, e L
# B "B 13 / ds ds v 2'5./ ds 08 T e / ds  ds \
K g

A A
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Operando pertanto le trasformazioni lineari:

Vo) = 35 | Bu o) + Bu,(s) + Budo)|
(42) Vo) = o | B B.5) + B @) + Bra 805 |
Vo) = (B 06) + Buyfe) + By o) |,

L’integrale generale (36) della forma fondamentale (33) assume I’aspetto definitivo:

© do dX do dY
43 = — A G T o — ° .77 a4
43 ) = v gl - [ T G =y [
A4 A
do, do,
—v) - | g g 4
A
essendo per la (37):
(44) Dy(s) = A sin s + B cos fs

e ¢, ¥,, ¢, note funzioni dell’ascissa curvilinea s.
Definito nella forma (43) l'integrale generale della equazione lineare omogenea (33)
le due condizioni ai limiti omogenee (28) scritte nella forma:

’ L(®) =0 ers = §
(45-a) (D) P 1

L(@) =0 pers=s,

per le sezioni aperte, e

Ao
ds = 0
s / ds ’
(45-b) ¢
dz@
' i ds =0

per le sezioni chiuse, forniscono il sistema lineare omogeneo nelle due incognite 4 e B :

JuB) A + f(B) B =20
fa(B) A + foo( BY B =0

(46)

Ia cui equazione caratteristica:

N

(47) Ju(B) foa(B) — f12(B) fa(B) = O

da con le sue radici gli autovalori §,, 8,, ...B, ... richiesti.
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In corrispondenza di ciascun autovalore f, & quindi definibile a meno di un fattore
arbitrario la corrispondente autofunzione @,(s). 1l fattore arbitrario puo¢ definirsi o tra-
mite la condizione di normalita:

(48) [@% da =1

4

ovvero assegnando unitario il valore di una qualsiasi delle tre costanti C,, C,, C,.

Le condizioni di ortogonalita delle autofunzioni @, (s) possono ora dimostrarsi senza
avvalersi di noti teoremi.

Osservando infatti che per la generica @, le (34) e (35) forniscono:

dzo d2x d2y d2w
49 " 2 =l i s [ e —_
( ) dsz + ﬂn n e d82 + ny dSz + an d82 >
essendo:
do, dX
c = [-— dA4
ool ds  ds ’
A
do, dY
(50) ( sz = / dsi ’dAS’ d4 ,
A
do, dQ
.= |—" "% 44
ool ds  ds ’
A

si ha moltiplicando la (49) per @, (s) ed integrando in tutta 1’area:

s0-ay [ | L2 P Py o, % D,(s) dA + p2 /,.q) @, dA4 =0
( 'a) / Vdé‘z - Yz ds? — Yy ds? — Yz F m(s) +18n n *“m = V.

A ' A

La (50), tenendo conto delle condizioni trasversali (45) scritte indifferentemente
nella forma a o b, pud scriversi:

| do dx dy dw do 3
51y [V S o o Y z_*ngmdA 2 =0.
6y — (155 T Oy — O | g G4 A [#.0.d4=0

4 ’ 4
che, ricordando le inverse delle (10):
[ x(s) = dyy X(8) + dys Y(8) + dyz 2,(5),
(52) Cy(s) = dig X(8) + dog Y (8) -+ dog 2,(5) ,

/ w,(s) = dig X(s)+ dys Y(3) + dg3 2,(5)
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e le espressioni (46) della Nota I dei coefficienti d;, assume Paspetto definitivo:

(53)

A+ p b b dd A . =0

A 4

B / do,  do,

avendo indicato con 4,, , la forma simmetrica in m = :

(54) Amn = dll Onm Omac + d22 Onu Omu + d33 an Omz ~+ d12 (Omv Omﬂ -+
+ Cm; Om) + d13 (Om: Omz + Onz Om) Ea d23 (C'rm sz + Cm Omy) ¥

La (53) mostra con evidenza le proprieta di ortogonalita delle funzioni @, che restano
pertanto dimostrate in via diretta.

3.2 — Le autofunzgioni corrispondenti all’autovalore degenere (3 = 0.

L’equazione omogenea (33) connessa con le condizioni ai limiti omogenee (45) scrit-
te indifferentemente nella forma a 0o b ammette sempre come prima radice dell’equazione
caratteristica (47):

(55) B =0
A tale radice corrispondono tre autofunzioni di carattere particolare che possono fa-

cilmente essere dedotte dalla (33) stessa ricordando le proprieta caratteristiche delle tra-
sformazioni lineari (52) che impongono il verificarsi delle condizioni (49"’) della Nota I:

[ dr dX “de dY Cda dQ
. d4=1; e dA=10; —— .= *d4=0
/ ds ds / ds ds / ds ds
A 4 i
dy dX / dy dY dy d@,
: . d4A=0; . A=1; dA=10
(56) 4 J ds ds J ds ds t J ds ds
4 A A
/"dw, dX dA:_D13 I'p g“ﬁ dY dA=~—D13 & /'dwz'szdAzl_Das _Iﬂ.
] ds ds D ¢’ | ds ds D ¢’ | ds ds D g¢q
A A A

Le tre autofunzioni corrispondenti all’autovalore degenere (55) risultano pertanto

essere.
‘\ (p(lm = 01
(57) - DY = Cy x(s)
. (D;m = Cy y(s)

essendo C,, C,, O, tre costanti arbitrarie (1).

(1) B opportuno notare che contrariamente a quanto potrebbe pensarsi, la funzione:

(58) D(s) = C wals)
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Ponendo unitarie le costanti (57) assumono pertanto I'aspetto:
(61) PP =1, &) =x(s), P =yls)

A tali funzioni risultano accoppiate per la (31) tre funzioni della sola z che indicate
coi simboli w, (2) ¢, (2), @, (2) derivano per la (55) dalle relazioni:

d2w,
——% =0
dz2
d2p
62 L
(62) &2
dz
P, f
dz?

3.3 — L’interpretazione fisica della soluzione dell’omogenea associata alla equazione
fondamentale (9).

Da quanto premesso, risulta chiaro che la soluzione della equazione omogenea (20)
puo scriversi, separando nella (30) le autofunzioni corrispondenti all’autovalore degenere
dalle restanti, nella forma:

(63) Wo(2, 8) = wy(2) — @, (2) 2(s) + @u(2) Y(8) + X Pul2) Puls)
non & soluzione (33) essendo per le (56)
" dw, dX " dw, dY " dw: dQ:.
4 A A

La (58) risulterebbe infatti soluzione della (33) solo nel caso che si avesse Ip/g = 0 e cioé che la trave
non fosse in grado di assorbire un momento torcente costante. In effetti perd per le travi a sezione
aperta essendo i rapporti:

(60) Ss TP oo,

compare sempre per le sezioni aventi ws(s) = 0, una prima radice £,, dell’equazione caratteristica
(57), molto prossima a zero la cui corrispondente autofunzione @,(s) risulta quasi coincidente con la
wz(s).
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essendo le funzioni w,, ¢,, ¢, ,... ¢, legate alle equazioni differenziali lineari alle deri-
vate ordinarie:

| d2w,
= 0
dz?
q@”, — 0
dz?
(64) S TN
dz2
d2g
| ——(%;"——af,(rn~0 (n =1, 2, , 00)
e le funzioni:
(65) 17 x(‘s)’ y(S): ;(f)rg(s) :n, == Jo wesi00

una serie di funzioni ortogonali dedotte come autofunzioni di una particolare equazione
omogenea di tipo autoaggiunto.

E immediato dedurre dalla (63) la generalizzazione del concetto di gradi di liberta
longitudinali della sezione trasversale della trave.

Ai parametri di spostamento classici w,, ¢,, ¢, (corrispondenti analiticameute al-

2% Ml

Fre. 3 — T parametri dello spostamento e della sollecitazione nella generica sczione trasversale
di una trave di parete sottile.
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I’autovalore degenere § = 0 e fisicamente a uno spostamento rigido secondo z e due rota-
zioni secondo x ed y, si aggiungono infatti infiniti ulteriori parametri di spostamento ¢,
corrispondenti analiticamente agli autovalori g, diversi da zero, e fisicamente a parti-
colari leggi di ingobbimento della sezione trasversale coincidenti con le funzioni @, (s)
(Fig. 3).

La stessa generalizzazione si ritrova poi ovviamente nei parametri di forza e quindi
nelle caratteristiche della sollecitazione legate alla componente speciale di tensione o,.
Dalla prima delle (12) si ha infatti:

E dw, d<py d(,vm & de, |
66 = — oyt S e Dy(s) |
S “ l—vzs dz dz o)+ dz y(s) w1 dz (S)S
che, facendo le posizioni:
N, = [o.d4; A~ [d4
4 4
M,—— |o,zdd;  I,= [a2d4
A 4
(67) M,= [o,ydd;  I,— [ypd4
i A
' M,= [o,®,d4; I,= | ®;d4 (n=1,2...00)
! 4 i
assume l’aspetto:
(68) Y e Ty 3 2o
o, = —— — x(s s —
T4 T, I, POt B

essendo 1 parametri di forza legati ai corrispondenti parametri di spostamento dalle rela-
zioni:

dw 1—2
£ . N
dz EA #
d 1—2
9Py _ V—-M,,
dz EI,
(69) o de, 10
dz EI ¥

.....................

= . M, (n=1,2,...,00)
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La (58) generalizza quindi il concetto di caratteristiche della sollecitazione introdu-
cendo al fianco delle classiche caratteristiche di sforzo normale N, e momento flettente
M, ed M, legate sempre all’autovalore degenere 8 = 0, le nuove caratteristiche M, le-
gate a particolari distribuzioni autoequilibrate di tensioni normali che indicheremo col
nome di ‘- momenti ingobbanti * precisando tuttavia che il termine momento & usato im-
propriamente essendo, come gia detto, tali distribuzioni di tensioni a risultante e momen-
to risultante nullo. Le (69), sostituite nelle (64) forniscono peraltro le equazioni d’equi-
librio:

dun,
——E —0,
dz
dM
— ¥ =0,
dz
(70) ( /de =0,
dz
dM, A
Y

.........................

dun,
=0,

dz

dzy
_ Y =0 ,

dz2

(71) LMy _

dz2? ’

dzM

* "aiMn”'O (n=1’2’ ,OO)
dz2

Le condizioni ai limiti da connettere alle (71) derivano peraltro dalle (22) che in ter-
mini di tensioni si scrivono:

| 0ufs, 0) = — p(s)
(72)

ogs, ) =  p2(s)
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e quindi per la (68):
. N0 M, (0) M, (0) & M,.(0) o
\ R R A R A i L
(78)
N.() M, M, (1) & M@0
& o fod n b = )
' 4 7, vt Yt.E T ek
Facendo peraltro le posizioni:
F, = [pPdd; F, = [pPa4
i A
My =—[pQe dd; M, =— [ p = dd
(14) ‘. 4
M,= |[py d4; M, = /10{3’ yd4
A 4
MOIL: ’p(()(;) Q)ndA 5 Mln = /p;g) (I)ndA (’I’L = 1a 2:00)
4 4

e ricordando che per 'equilibrio globale

del solido deve risultare:

FOz 4 Flz =0
(75) MO‘II+ MWZO
M0x+ Mlm: 0

le condizioni ai limiti relative alle (71) potranno porsi nella forma:

Nz(l) = Flz s
My(l) = Mlu > Mu(o) = Moy MW ’
(76) LM () = My, M, (0) =— My = My,
’ Mn(l) = Mln’ Mn(o) “'_MOn (n =12, OO)

3.4 — Le deformazioni della trave legate al sistema di carico associato alla equazione
omogenea (20).,

I parametri dello spostamento della sezione trasversale della trave sono nella loro
totalitd determinati dagli co parametri longitudinali:

(77) o0

wz(z)’ (pv(z)’ %(z) %‘pn(z) %n =1,...4
e dai tre parametri trasversali:

(78) %o(2), Vo(2), Pol?) -
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Determinate quindi per la trave le oo caratteristiche longitudinali:

== Ay 10 .y OO

essendo nulle per ipotesi le tre trasversali:
(80) T.(z), T,(2), M,(z);

gli co parametri dello spostamento resteranno legati a tali caratteristiche tramite
le (59) e le (11).

Queste ultime peraltro, tenendo conto della nullita delle (80), si scriveranno nella
forma:

dug ] dX
Y _ _ /,_Aﬂ 244
dz J oz dz
A4
do, T Qw, dY
‘ =— | — .+« —d4
(81) " da / 0z dz
4
deg / dw, dQ,
= — —e —— d4
dz 1oz dz
A

e, tenendo conto della (34), (56) e (63), nell’aspetto definitivo:

du, oo
z n=1
dw, %
(82) | "E" /= = %(z) = X Onu (}%(Z)
& A n =1
d o0
== % Cugld
4 n=1

avendo posto, in conformitd con le (34):

o / a0, dx
b ds ds
i
. / do, av
(83) ¢ Yw= g " ds
4
I
Tl ds T ds ’
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Le espressioni generalizzate delle co caratteristiche del movimento possono quin-
di nel presente caso raggrupparsi nelle relazioni:

du, i
_d,z,(L = (pu(Z) — n§1 Om: ¢’n(z)
dv, i
,,idfoﬂ =G (}')m(Z) = E Om/ (pn(z)
z n=1
d oo
-gio* = A 2 Onz (pn(z)
ol no==1
dw 1—»?
84 —— = ~ N
(84) dz EA *
d 1 —»
W _ TPy,
dz E1I, -’
d 1—»?
Po _ 27y,
d 1 —»?
¢n— = 4—-’:* M,n (n = 17 25"'700)
dz Eln

essendo N,, M,, M,,..., M, le caratteristiche generalizzate della sollecitazione note
attraverso le (71) e le (74).

3.5 — I casi semplici di sollecitazione corrispondenti alla trave caricata sulle due basi
estreme da due sistemi di pressioni longitudinali p) p;) .

Da quanto precede appare in maniera evidente che il problema della determinazione
del regime di tensioni e di deformazione per una trave di parete sottile caricata esclusi-
vamente sulle basi estreme da due sistemi di pressioni longitudinali p (s) e pi’ (s) possa
studiarsi per sovrapposizione di oo casi di sollecitazione semplice di cui 3 coincidenti
con i easi classiei di sforzo normale, momento flettente secondo x e momento flettente se-
condo'y ed co di ‘ momento ingobbante > secondo le rispettive @, .

Riportiamo nel seguito un breve esame delle varie caratteristiche semplici della sol-
lecitazione con le relative espressioni dei parametri dello spostamento delle componenti
speciali di teunsione, dell’energia elastica.

3.5.1 — Estensione semplice.

1 il caso corrispondente all’applicazione sulle due basi estreme di due distribuzioni
di pressioni costanti (Fig. 4).

N N

85 . ...
(85) P A Do 4
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X4

/L/z R 72,

Fic. 4 - Le condizioni di carico relative alla sollecitazione di sforzo normale centrato Nz. ~

Dalle (74) l'unica caratteristica differente da zero risulta pertanto essere uno sforzo
normale N, costante e corrispondentemente si ha per gli oo parametri dello sposta-
mento della sezione:

\' U=V =Po=Pu= Py =1 == Pp=-..=0
(86) ’ 1 —?
| w,= N,
EA

Ogni sezione si conserva piana e trasla dalla quantita w,. Lo spostamento relativo
tra le due basi estreme ¢ dunque:

(87) Al= — N,.I

7

e lo stato tensionale nella parete & dato dalle relazioni:

(88) o, = o, T

; : =0.
. A

I’energia elastica espressa come lavoro esterno & quindi:

I —e# N2,
A

1
3.5.2 — Flessione semplice secondo x(y).

il caso dell’applicazione sulle due basi estreme di due distribuzioni di pressioni pro-
porzionali a x(s) (y(s)) (Fig. 5) aventi quindi le espressioni:

\ P, = - Im Yy, Poz = ]x Yy
(90) ,
' P, = — L xX Por = v x)
171 I/y ’ 0z Iu
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Fia. 5 — Le condizioni di earico relative alla sollecitazione di mormento flettente Mx.

L’unica caratteristica differente da zero risulta pertanto essere un momento flet-
tente M, (M,) costante e quindi i parametri dello spostamento delle sezioni trasversali

risultino dati da:

Up = Po =W, =@y =¢1 = ...= @, = ... =0 (o = @, = 0)
1—? W2 1 —? a2
(91) Y 7 A “= g, Tt
1 —2 o 1—2 %
Py = *ETQE" @ ® Py = EIV * y?®

Ogni sezione si conserva piana, ruota intorno all’asse x (y) della quantita ¢, (p,) e si

sposta nel piano yz (zz) della quantitd v, (u).
La rotazione relativa fra le due basi estreme vale quindi:

1 — 2
(92) A P = *ﬁ’ ° Mac ! » A(In’l/ =
lo spostamento relativo é:
92’ A L= M, I A
(92') Vo =— m c My Uy =

e lo stato tensionale ¢ espresso dalle relazioni:

M, ( M,
g, = -—-Y az=—~-x)
(93) 4y . £,

Zs: 0 (rzs=O)

L’energia elastica espressa come lavoro esterno & quindi:

1__¢2
MRl

1
W = —-MAg = .
¢ T g et T g "

(94)

1 — 2
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3.5.3 — Ingobbimento semplice secondo Px.

K il caso dell’applicazione sulle due basi estreme di due distribuzioni di pressioni
proporzionali a @, (s) (Fig. 6) aventi pertanto le espressioni:

M

95 =
( ) Pr ]

ln(p‘ pz_Man)
n 0z I n

n n

Una prima differenza sostanziale fra la sollecitazione d’ingobbimento semplice e le
precedenti risiede pertanto nella non necessarietd dell’eguaglianza delle azioni esterne
M, ed M, .

Essendo infatti le (95) a risultante e momento risultante nullo I'entita dei due para-

Fie. 6 — Le condizioni di carico relative alla sollecitazione di momento ingobbante Ma.

metri M,, e M,, puo essere fissata arbitrariamente senza turbare le condizioni di equi-
librio globale del solido.

L’unica caratteristica differente da zero & quindi il momento ingobbante M, che
peraltro, a differenza dei casi precedenti, risulta per le (71) funzione di z secondo la espres-
sione:

sinh e, 2 sinh «, (I —z
sinh ¢, 1

sinh a, 1

essendo «, direttamente legato all’autovalore f, associato alla funzione d’ingobbimento
@, (s) dalla relazione:

‘/V -
/1 —

(97) T -

con » coefficiente di Poisson del materiale di cui & costituita la parete sottile.
Dall’esame della (96) & immediato rilevare che il momento ingobbante interno con-

seguente all’applicazione di due momenti ingobbanti esterni M, ed M, sulle basi z = 0

e z = [, mentre assume in corrispondenza di tali basi valori eguali alle azioni esterne va
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poi smorzandosi con legge quasi-esponenziale procedendo dalle basi verso l'interno del
solido.

Tale smorzamento & peraltro tanto pili sensibile quaunto piu elevato & il valore di a,,
e dunque 'autovalore 8, associato alla corrispondente funzione d’ingobbimento @, (s)
(Fig. 7).

Avendo quindi ordinato gli autovalori in successione crescente B;, 5. .. .. Br- .. po-
tremo dire che il momento ingobbante di maggiore penetrazione sara quello corrispon-
dente al primo autovalore non nullo 8; e quindi alla funzione d’ingobbimento @, (s).

Per poter stabilire un termine di paragone fra le distanze di estinzione dalle basi
estreme dei successivi momenti ingobbanti converremo di indicare come distanza d’estin-

Fie. 7 — Le leggi di variazione dei momenti ingobbanti Max con I’ascissa longitudinale z.

zione d, relativa al momento ingobbante ennesimo M, la distanza dalle basi estreme
per cui il rapporto fra il momento M, interno ed il valore M, esterno si riduce ad un
millesimo.

Nell’ipotesi che il solido sia di lunghezza infinita ovvero, anche se risulta:

(98) [>d,
si pud dare forma esplicita alla distanza d’estinzine d, .
In tale ipotesi infatti la (96), in prossimita della base z = 0, pud scriversi con buona
approssimazione nella forma:
(99) M, =M, ez

e si ha pertanto per la distanza d’estinzione d,, :

(100) e - == @ 0n dy
1000

o
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che fornisce quindi:

6,91

o

(101) d,~

"

n

In conformitd con quanto detto prima si trova per [ = oo, ovvero anche se & verifi-
cata la relazione (98), che la distanza d’estinzione d,, & inversamente proporzionale ad a, e
dunque al corrispondente autovalore S, .

Tenendo presente peraltro che nell’equazione caratteristica (47) entrano in gioco
esclusivamente i parametri caratteristici della sezione trasversale e che 'autovalore B
¢ dimensionalmente rappresentato da una lunghezza alla meno uno, facendo la posizione:

(102) Bn = —-

essendo 1, un adimensionale e & una generica dimensione media della sezione trasver-
sale della trave si ha, tenendo presente la (97):

6,91 e
(103) d, = ] h

in perfetto accordo col postulato del SATNT-VENANT che prevede che la distanza d’estin-
zione relativa a distribuzioni autoequilibrate di carico sia influenzata esclusivamente
‘dalle dimensioni della sezione trasversale della trave.

La massima distanza d’estinzione sard dunque data da:

691 1/ 2
104 d, = — Tk
(104) ! 2 l/ 1 —v
essendo:
Ay =Pk

Per tutte le sollecitazioni d’ingobbimento semplice per le quali risulti:

(105) l<d

n

potremo quindi concludere che il momento ingobbante interessa effettivamente tutta la
lunghezza della trave.

Vedremo infatti che nella maggioranza dei casi, per sezioni aperte aventi w, 7 0,
per la prima sollecitazione d’ingobbimento semplice la distanza d’estinzione d, & dell’or-
dine di centinaia di volte la dimensione media A e pertanto che tale sollecitazione investe
tutto lo sviluppo della trave provocando ovunque stati tensionali di notevole entita. Tor-
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L’ingobbimento delle due basi estreme vale:

1—»v M, — M, coshea,l

\ Pon = "EI, ) a, sinh «,
(108) «
' 1—» M,cosha,l — M,
v = g1 " 4, sinhe,l

e gli spostamenti relativi nel piano xy:

1—» O,
E1I z

(Mln - M()n)

R

H
I
o

)

E
=

(109) Ay =— sy (M, — M)

R
A

—
=
[
R.|O
Sl g

i (Mln - MOn)

Lo stato di tensione nella parete & espresso dalle relazioni:

M, &
\ o, = ],” n
(110) /
_ 1 dM, do,
IO T ds
essendo, in conformitad con le (26) e (83)
dew, 1 1 | do dx dy )
1) - - L) =— ) O — Oy — O,
( ) dS ﬁ: ( n) i ‘ dS ne dS ny dS ”'(

(Se la sezione trasversale della trave & aperta, accanto alle (110) bisogna tener presente
Pesistenza delle tensioni tangenziali 7,; distribuite alla SAINT-VENANT che equilibrano
torsionalmente le 7, espresse dalle (110),).

L’energia elastica W, calcolata sempre come lavoro esterno porge:

1
(112) Wn = 7 (Mln Pt — MOn 990n) =

1 —»2 \ M: cosh a,l — 2 My, My, + My, cosh a1
2EIL, | @, sinh «,1
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somma delle energie elementari relative agli co casi di sollecitazione semplice lon-
gitudinale componenti il caso reale. Si ha percio:

(116,) WO = Wz + W’ll + Wm -+ Z Wn
n =1
essendo W,, W,, W,,..., W,,... riportate nelle formule (89) (94) (112).
Il principio di sommabilitd pud anche enunciarsi nella forma duale: ‘ 1l lavoro mu-
tuo relativo a due generiche sollecitazioni semplici longitudinali & sempre nullo ’.

4 — 11 calcolo dell’integrale particolare dell’equazione completa.

Si & gia detto che tale calcolo & intimamente connesso con il problema dell’equilibrio
elastico della trave di parete sottile caricata sulle due basi estreme (Fig. 9) dal sistema
di azioni trasversali:

(117) Flz, Flu) Mlz
oltre che dal sistema di azioni longitudinali

F,l F. 1
(1177) P = Ilm x + I“’ y, pP=0

v

x

&
Fic. 9 — Le condizioni di carico relative all’integrale particolare dell’equazione completa.

L’equazione fondamentale di cui si cerca l'integrale particolare é:

0w, o%w, d2x / ow, dX d2y [ ow, dY
118 - — : . d4 — — d4
(118) 1—»r 022 Os? dst | os ds ds? / 9s ds +
i i
d*w, ow, dO, 1/ d2x d2y dw,
— . dd=—— |Bp——- + Gy ——> + M
a5 f 25 ds 7 ( BT g T W g T ga )
A

All’integrale particolare & richiesto il solo soddisfacimento delle condizioni trasver-
sali (15) scritte nella forma (a) per travi a sezione aperta e (b) per travi a sezione chiusa.
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(122)

Sul calcolo delle travi di parete sottile in presenza di forze e distorsioni. Nota II  [271] 33

E immediato infatti dimostrare ricordando le (43) della Nota I che tali funzioni ve-
rificano le relazioni:

d d “d d " d dw,
wm—-——*xfdA:-—I,u; / W, . 3/ dA:O . /7(1);,1: . (U“,,dA _ 0
ds ds I ds ds Iods ds
i 4
(20 S d d "~ d d T d d
w, x W, Y [ dw, w,
— v ——dA4 =0 s —Tvdd=—1, ; ~e—>d4 =0
’ / ds ds / ds ds / ds ds
A A A

da esse & poi semplice risalire con le (10) alle relazioni con le funzioni inverse X(s) Y(s)

ed Q,(s), che riportate in uno con quelle gid trovate per la w, ed espresse dalla (56),
danno il quadro completo:

' fdw, dX Dy, “dw, dY D, dw, dQ, Dy,
‘ ——dAd=—-—1,; ——dA=——"1I, ;| —dd= — I
v/ ds ds D 7 / ds ds D V! ds ds D’
A4 A A
“dw, dX Dy fdw, AY Dy " dw, dO Dy,
il )7 R N SR (e M. PRty v g B
/ ds ds D 7 / ds ds D" / ds ds D"
A A A
/ﬂdwi ,(}g,dA:,_,D,lﬁ.IJ; do, ﬂz.dAz_ Dyy Ig; /dwi 4o, dd —1— Dy 1,
J ds ds D ¢ [/ ds ds D q J ds ds D ¢
A A A

E ora immediato verificare che l'integrale particolare del sistema completo (118)
pud porsi nella forma:

1—32 2 1—»? z
(123) wl(z, é') = "*‘ET 'Flw. Y4 (2 —_ l x(s) -+ ’TIGC* ~F,yz ? —_ l y(s) +
Fy, F q M,
— —GlIV We(8) — o ;’x w,(8) — al: w,(s) .

Sostituendo infatti tale espressione nella (118) e tenendo presenti le (8), le (36), le
(119) e le (122) si verifica facilmente che la (123) soddisfa la (118).

Le tensioni in corrispondenza della superficie media della parete sottile risultano
pertanto espresse, in conformita con le (12) dalle relazioni:

_ Flm l Flu l
s o= E—Dha -t =Dy
(124) :

F, do, F, do, qM, [ dw,
Tos = - —r (2)
I, ds I, ds 1 ds

V4

(2) Per le sezioni monoconnesse risultando per la (31) della Nota I:
dwz
ds
le 725 provocate dal momento torcente M;sono nulle in perfetto accordo colla teoria del SAINT-VENANT

—r =20
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Sul calcolo delle travi di parete sottile in presenza di forze e distorsioni. Nota 11 [273] 35
Facendo pertanto le posizioni:
A [ A
xw=_Tz—/wmdi’ Xuz—A’Ing /wwy d4
A4
Koy = — ~ wmydA: — /wydi
(128) / I, I”,«i/ I, Ia/A
4 ” @, d4 @, d4 A "
L 79 IE'L/ Wy Py 5 Xny }; ; /wy n 5 K= — quI" )
A
e ricordando che:
‘\ J'wm a4 = j'wy dA = |w,dd =0
4 4 A
(129) o :
' /wzdiz/wzydA=0
4 A
i parametri dello spostamento longitudinale assumono 'aspetto:
Cw, =0
1 —? F 2 I XwFlm XawFW
= — — . A _— _
& BI, "7\ ) GA GA
_ 1 —® 2 ,f’;—l + Xachlac XuFlu
aso) - %= BI, "\ GA GA
Xna Flm Xy Fl‘u Kz Mlz
= =1,2,...,
= "ga G4 GA ( >)

Le (130) congiunte con le (125) forniscono un panorama completo degli co mo-
vimenti della sezione trasversale della trave nelle condizioni di carico cui si riferisce I’in-

tegrale particolare.

4.1 — I casi di sollecitazione corrispondenti all’integrale particolare (123).

Si & gia detto che 'integrale particolare della (118) & ottenuto per sovrapposizione
di tre casi particolari di sollecitazione definiti come trasversali e coincidenti rispettiva-
mente con i casi di flessione e taglio secondo z, flessione e taglio secondo y, torsione.

Esaminiamo singolarmente ciascuno di tali casi:
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Sul calcolo delle travi di parete sottile in presenza di forze e distorsioni. Nota II  [275] 37

N

Lo stato tensionale nella parete & espresso dalle relazioni:

M
0, = — L x
)
(134) /
’ T, do,
e T T s

— 1
Wm = ? [Ta:AuO——Mu(O) (pOil]
e pertanto, essendo per le (133);
A sy N
\ LAY D
%o T
Pw = — - GA7

dalla espressioue:

- 11— B Yl ]
135 W, = . | - TE
(135) v { EI, 6 - 2GAJ ’
"y /
/
Zos !
Nof
- d‘f— 7710
‘7 —(3(‘7 e e —— L
\ <
N \
\ 7
\ g 2 ;
X 4 A\
\
R
b

Fia. 11 — Le condizioni di carico relative alla sollecitazione di flessione e taglio 7.

4.1.2 — Flessione e taglio secondo y.

1 il caso illustrato in Fig. 11. Le azioni esterne sono date dalle forze 7', e —T,e
dalle tensioni normali:

(136) Poe=—— Y , P =0
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Sul calcolo delle travi di parete sotiile in presenza di forze e disiorsioni. Nota IT  [277] 39

Il movimento della sezione trasversale & dunque individuato da una rotazione di
ampiezza ¢, intorno all’asse dei centri di taglio O e da infiniti ingobbimenti costanti di
ampiezza ¢, secondo le funzioni @, (s).

k4
M
AN N Y%
< BN
<
\
A\
\\ /
X \

<

Fic. 12 ~ Le condizioni di ecarico relative alla sollecitazione di torsione M;.
Lo stato tensionale nella parete & espresso dalle relazioni:

0, =0
|7

(142) 4 qM, [ do,
’ Tos = — -7
“ I ( ds

4

che vanno riguardate tenendo conto delle precisazioni fatte nella Nota (2).
L’energia elastica assume 1’aspetto:

gl
2G 1,

1
(143) W.=-, M. Ap = M.

4.3 ~ L’energia elastica relativa alla presenza contemporanea delle tre caratteristiche
trasversali della sollecitazione,

L’energia elastica che si accumula nel solido quando questo & soggetto alle tre azioni
trasversali 7',, T,, M, oltre che al sistema di pressioni longitudinali:

7,1 7,1
=yl +

x

agenti sulla base z = 0 pud calcolarsi al solito sotto la forma del lavoro esterno:

1 1
(144)  Wim o (T Auy + T, Ao, + M, Agy) - [ 232 wyls, ) a4

A
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Sul caleolo delle travi di parete sottile in presenza di forze e dislorsioni. Nota II [279] 41

1l lavoro mutuo del primo sistema di forze per gli spostamenti provocati dal secon-
do potra quindi seriversi:

(148) Wi = (T, Aul 4 T, Av) + M, Agpy”) + / P w(s, 0) d4

A

e quindi, tenendo presente che per le formule prima riportate per gli oo casi di sol-
lecitazione longitudinale:

11— P o 11— (
AW = M S (M, — M)
) EI?I 2 ! nzl EIn i : ’
11— I2 o 1 —p? C
Ao _ N 7 M, — M
1)0 EI@; 9 X ngl EI“ (be ( in On)
(149) ¢
A(]J(()O) = i L— Fi ¢ piz (Mln - MO)L)
=1 E ]'n 06721
o 11— M,— M, cosha,l
wy(s, 0) = . - D,
ol 0) 2 R o, sinh a, [ )
1—2 2 1—2 [2 o 1. —1?
150 W, = — M LT M-S
(150) L0 g1, 2 °°°' g1, 2 "' El EI,
| COno C, Ch
* ; 0(2 T (Mln MOn) —+ 7&21 v (Mln - MO%) + 9 Mz (Mln MOn)

Alla stessa espressione si puo giungere considerando il lavoro compiuto dal secondo
sistema di forze per gli spostamenti provocati dal primo. Si ha cosi:

(151) Wor = [ & wn(s, 0) d4 + [ pl wy(s, 1) dA

4 |

e quindi tenendo presenti le (130): L

(151) PP L T N AL )
w=ogr e T g e T
2| Ane T Yoy T Ynz M.
+ z QA (Mln -+ _M()n) + T (Mln'—'Mon) =+ GZ (Mln - M(m)z

G

n=1
Per il teorema di Betti dovendo essere:

Wio= W,
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Sul calcolo delle travi di parete 9()[tzl( mn - presenza di forze e (lzs'/orszmu No{a 11 [281} 43

1 parametri generalizzati dello spostamento sono espressi peraltro dalle relazioni:

1 —? | 22 P z\ | oy
= - M, — == - ST M (2
wWe) =g ’”2+F‘”2<l 3>§*n§1 Ga M)
1 —2 \ 22 . 22 ] Z Xn
vo(z) = Er ] —leQ + ﬁt’u 2 <l— ) '5 + ngl G[/Li Mn(z)
quz 3 Xrlz
= — " — M,
7R = i B g MO
1 —»2
?,UZ(Z) = ﬂ Flz 2
1 —? 2 Xz me X F
(19903 mla) = *EJ'*/;M“’Z_F“Z (2 ’l> —aa a4
B 1—1’2\ /Z ' ' xawle Xﬁ‘
7:2) = g Mer o Fur (’E_l> v ea D Taa
1 —? cosha 2 cosh o, (I —2) |
“n - I M‘rl, i3 -
7B = g M e, T @ sinha, 1)
X’n.'c X/IHI k an
-« F, S F LM =1,2,...00
+ G A lx+ GA lu+ GA iz (n

essendosi operate nelle prime tre relazioni, le sostituzioni consentite dalle (152).
L’energia elastica W assume infine l'aspetto:

I —2 1 — 2 I — 11— B Ll Vo,
W— ——IF,+— - IM:+ lM VL o LR+
2EA "' 2EI, PM 2EI, 4 EI, 6 2G4\°"

1 e 3 l 1 2 1 =
\ 1 l 7 | 2 L BF, M, — ——Wz—l : B, M, +

+"»7ETui. 6 ' 2GA ) +2E]u b 2B,
e 5 ) o
1E_1:2 " a, 51;1 ha,l Mo, My, (};Z; Fy [My,— Mo,] +
+ é;l’ F,, [M, — M,] + "A M, (M, — M) :
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Sul caleolo delle travi di parete sottile in presenza di forze e distorsioni. Nota II [283)] 45

ove i coefficienti B;, rappresentano ancora i minori complementari degli elementi b di
una matrice quadrata del terzo ordine di cui B rappresenta il determinante dei coeffi-
cienti.

Gli elementi b;, della matrice sono peraltro espressi dalle relazioni:

bu: ;

/” doy 4y,
ds; " ds, !

i

n o dpP do,,
= . —2d4;,—1
b33 i=1 .// dSi dSi :
43
4% Fdd? dX o de® 4y
B n v .. A_k’i . _ ot L i dAl
bus rzgl / ds, ds, dd; s b 1,21 .// ds, ds;
i; ' ' 44
” " do? dX, " do? do,
- Bl . = el L dA,
bis = ’L§1 / ds; ds, dd; ; b i§1 J o ds ds;
4; A;
v AP dy, o dd);f’ dQ,
= i . R . b B - . - dA’L .
b i§1 / ds; ds; dds; . igl / ds; ds;
4, ' A4

La funzione fondamentale (160) resta quindi definita a meno delle 2n costanti: A
1‘9,., =12 ..., n).

Le condizioni trasversali prima citate si traducono peraltro nelle condizioni di con-
tinuitd delle funzioni @ e del flusso delle funzioni #; L,(®”) che esplicitate in fun-
zione dei 27 coefficienti 4,, B, forniscono un sistema lineare omogeneo in tali coeffi-
cienti, il cui determinante porge 'equazione caratteristica determinatrice degli auto-
valori .

i

E superfluo ricordare che anche in questo caso 'equazione caratteristica ammette
come prima radice I'autovalore degenere § = 0 cui corrispondono le tre autofunzioni
particolari 1, 2 (s), y (s). Per tutto il resto le considerazioni fatte sulla generalizzazione
dei gradi di liberta della sezione trasversale e sulle caratteristiche della sollecitazione si
estendono senza alcuna variante al caso in esame.

E solo opportuno ricordare che le funzioni d’ingobbimento tagliante w, e v, verran-
no sempre definite dalle:

d*w,; dzwm‘
(164) R xi(s:) T Yils:)

+
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RiassunTO

Sul calcolo delle travi di parete sottile in presenza di forze e distorsioni. Nota II: La gene-

ralizzazione del problema del Saint-Venant.

(Lavoro scientifico originala)

Si affronta il problema della soluzione dell’equazione fondamentale delle travi

i di parete sottile a sezione trasversalmente indeformabile, soggette sulle due basi estre-
i me a distribuzioni di forze del tutto generiche. La soluzione viene ricondotta all’integra-
zione di una serie di equazioni differenziali lineari alle derivate ordinarie e a coefficienti

i costanti, ognuna legata a un particolare problema elastico definibile come caso disolle-
: citazione semplice. I sei classici casi del SAINT-VENANT vengono pertanto ritrovati come
casi particolari di sollecitazioni appartenenti ad una serie di casi semplici di solleci-

tazione ognuno dei quali legato ad una particolare caratteristica e ad un particolare
grado di liberta della sezione trasversale della trave. La soluzione resta quindi svin-
colata dall’accettazione del principio del SAINT-VENANT e viene quindi definita rigo-
rosamente in ogni punto del solido in esame.

La riproduzione del Riassunto € autorizzata, citando l'autore e il periodico.

RESUME

Sur le calcul des voiles longues & parois minces soumises & forces et & distorsions. Note II:
La généralisation du probléme de Saint-Venant.

(Mémoire scientifique original)

On poursuit la solution de I’équation fondamentale des voiles longues & parois
minces et & profil indéformable, soumises & des forces quelconques appliquées aux

extrémités.

La résolution est reconduite & l'intégration d’un nombre infini d’équations diffé-
rentielles ordinaires et linéaires, & coefficients constants, chacune relative & un pro-
bléme de sollicitation simple. On retrouve les six cas de SAINT-VENANT comme des

| cas particuliers de sollicitations simples, chacun correspondant & une particuliére
coordonnée généralisée de la section transversale de la tige.

On parvient pourtant & la solution du probléme rigoureusement en tous points
de la tige, faisant abstracticn du principe de SAINT-VENANT.

}a reproduction du Résumé est autorisée, en faisant référence a l'auteur et au périodique,
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