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1 - Generalita.

La teoria dell’equilibrio elastico del solido cilindrico caricato esclusivamente in cor-
rispondenza delle due basi estreme da un generico sistema di forze globalmente in equi-
librio & stata, nelle classiche ipotesi di omogeneita, isotropia ed elasticitdy lineare, svi-
luppata in via rigorosa e completa dal SaiNT-VENANT [1, 2].

Tale trattazione costituisce la base della cosidetta ¢ teoria tecnica delle travi’ nella
quale si estendono in via approssimata i risultati particolari del SAINT-VENANT alla
totalita dei casi reali riguardanti l’equilibrio elastico di solidi cilindrici comunque cari-
cati e comunque vincolati.

L’estensione fonda le sue premesse su un classico postulato che trae il nome dallo
stesso SAINT-VENANT ed & enunciato in forma sintetica nel concetto: «Se un sistema di
forze in equilibrio agisce su di una zona limitata S’ della superficie S di un corpo i suoi
effetti si smorzano allontanandosi da S’ e possono ritenersi praticamente nulli ad una di-
stanza o che dipende dalla forma di 8’ e dalle sue dimensioni ».

Tale postulato consente infatti di caratterizzare il regime di tensioni e di deforma-
zioni con la sola conoscenza delle sei classiche caratteristiche della sollecitazione associate
alle assegnate condizioni di vincolo e di carico del solido in esame, esclusione fatta per le
zone prossime a vincoli o a carichi concentrati.

Sul tipo di solido vanno fatte tuttavia alcune indispensabili precisazioni, fra le quali
le principali sono:

{I> Le dimensioni della sezione trasversale siano fra di loro comparabili;
<2)> La lunghezza del solido sia di gran lunga preponderante rispetto alle suddette
dimensioni trasversali.

(*) Lavoro presentato dal prof. Erro GiaxerEco, O. di tecnica delle costruzioni, Universita,
Napoli.
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T il caso classico dunque delle travi a sezione ¢ compatta, ’ per le quali ¢ ormai nota
la buona rispondenza della ¢ teoria tecnica ’ con la realtd effettiva.

Non cosi puo dirsi, ed & argomento ormai noto, per i solidi cilindrici a parete sottile.

Tali strutture infatti, note oggi come thin-walled beams sono caratterizzate da un
triplice ordine di dimensioni ciascuna trascurabile rispetto alla successiva:

(a> Spessore della parete;
<b> Dimensione media della sezione trasversale;
{c¢» Lunghezza.

Per tali strutture, di sempre piu larga diffusione nella pratica tecnica, ¢ stato infat-
ti necessario, specificamente per le sollecitazioni di torsione, generalizzare i risultati del
SAINT-VENANT istituendo una nuova teoria, che, seppur approssimata, giustifichi le
discordanze verificatesi in sede sperimentale con 1 risultati della teoria teenica.

La nuova teoria nota oggi col nome di  teoria delle aree settoriali’ sviluppata ini-
zialmente dal VLasov [3, 4] e dal TIMOSHENKO [5, 6] per le travi a sezione trasversale mo-
noconnessa, € stata poi generalizzata da KARMAN e CHRISTENSEN [7] per travi a sezione
trasversale generica.

Di tale teoria sono ben note le applicazioni al problema della stabilita dell’equilibrio
elastico dovute allo stesso VLasov [3, 4], al WaaenER [8], al Karpus [9], =1 Goobpier [10],
etc., i cui risultati sono stati brillantemente confermati dall’esperienza.

Tuttavia, come & stato successivamente osservato da KARVAN e WEI-ZANG-CHIEN
[11] la teoria delle aree settoriali rappresenta soltanto il primo termine di un procedi-
mento iterativo la cui convergenza in aleuni casi puo essere dubbia.

Tale teoria consiste infatti essenzialmente nella suddivisione del flusso delle tensioni
tangenziali provocato dalla caratteristica momento torcente in due parti: il flusso primario
classico della teoria del SAINT-VENANT associato alla cosidetta torsione pura, ed il flusso
secondario associato alle tensioni tangenziali legate per I'equilibrio alle tensioni normali
provocate dal disuniforme ingobbimento delle sezioni trasversali dovuto al flusso primario.

(La teoria delle aree settoriali, ricade infatti nella classica soluzione del SATNT-VENANT
quando l'ingobbimento & costantemente eguale per ogni sezione trasversale).

Tale teoria trascura tuttavia 'ingobbimento dovuto al flusso secondario che in al-
cuni casi puo essere pili cospicuo del primario, e pud quindi variare sostanzialmente il
regime statico, ed inoltre pur migliorando sensibilmente Pesattezza del calcolo del regi-
me di tensioni e deformazioni nell’interno del solido, nulla pud dire per le zone situate in
prossimita di vincoli o carichi concentrati.

In sostanza puo affermarsi che la ¢ teoria delle aree settoriali’ costituisce per le travi
a parete sottile cio che la ¢ teoria tecnica * costituisce per le travi a sezione compatta, nel
senso che le limitazioni imposte ad entrambe le teorie possono ritenersi identiche.

Si & voluto pertanto nella presente Memcria riprendere dalle origini il problema del-
Pequilibrio elastico delle travi di parete sottile soggette alle pit generiche condizioni di
carico e ad azioni distorcenti, impostando il problema su basi del tutto generali e rigorose.

La soluzione esatta del problema consente infatti di eliminare le limitazioni legate
al postulato del SAINT-VENANT e di definire quindi in assoluto rigore aleuni problemi
di notevole interesse teorico ed applicativo, quali:

<{1> Il calcolo del regime tensionale nelle zone prossime a carichi concentrati ed
a vincoli esterni;
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<2> 1l calcolo del regime tensionale associato a generiche distribuzioni di carico
agenti sulla superficie laterale del solido;

<3> Tl calcolo del regime tensionale associato a generiche azioni distorcenti di par-
ticolare interesse per lo studio delle azioni termiche o plastiche.

Nella Nota I s’impostera pertanto in forma generale il problema dell’equilibrio ela-
stico delle travi di parete sottile, fornendo le equazioni fondamentali e le condizioni ai li-
miti, mentre nelle parti successive verranno presi in esame e risolti di volta in volta i pro-
blemi cui si & accennato.

2 - L’ipotesi fondamentale.

L’ipotesi fondamentale che si pone a base del presente studio & quella della inde-
formabilita trasversale della sezione del profilo.

Tale ipotesi, comune peraltro alla teoria delle aree settoriali ed allo studio del KAr-
MAN, & in genere giustificabile per le travi a parete sottile per la presenza degli irrigidi-
menti (shear diaphragms) che si dispongono in tali strutture per evitare fenomeni di in-
stabilita di forma.

Tali irrigidimenti, com’¢ noto, vengono in genere realizzati con lastre sottili saldate
al profilo a opportuni intervalli al fine d’impedire appunto variazioni di forma della se-
zione trasversale.

In relazione alla loro sottigliezza pud peraltro pensarsi che gli irrigidimenti non
presentino alcuna resistenza a deformarsi fuori dal proprio piano e quindi laseino com-
pleta liberta alla sezione del profilo d’ingobbarsi.

In quanto segue pertanto si riterrd che il profilo sia uniformemente irrigidito lungo
tutta la sua lunghezza e cioé tale che ogni sezione conservi immutata la sua forma du-
rante il movimento associato a generiche azioni deformanti.

3 — Le relazioni cinematiche.

Con riferimento al profilo di Fig. 1 a spessore ¢ costante a sezione trasversale gene-
rica, si indichi con G il baricentro e con O il centro di taglio della sezione trasversale.

Fru. 1 — I sistemni di riferimento, le componenti
dello spostamento, le componenti di tensione. @&

Si assume come riferimento la terna ortogonale destrorsa avente origine in G, gli
assi ¢ e y coincidenti con gli assi principali d’inerzia della sezione trasversale e 'asse z
normale baricentrico.
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La superficie media del profilo sia inoltre riferita alle due famiglie di linee ortogonali
costituite dalle direttrici e generatrici della superficie cilindrica, orientando la normale
n alla superficie nel punto generico P(s, z) in modo che la terna di versori (n, s, z) sia
una terna destra sovrapponibile con moto rigido alla terna fissa G z y 2.

L’origine C del riferimento curvilineo sia scelta in un punto arbitrario della base
2 =0.

Detto ¢ lo spostamento del generico punto P indicheremo con:

\ u = u(x, Y, z)
(1) v =02, Y, ?)

|

w = wx, ¥, ?)

le componenti di tale spostamento secondo gli assi della terna fissa z y 2, e con:

\l E = &, s, 2)
(2) ¢ = 77(7% S8, Z)
’_ L = Ln, s 2)

le componenti di tale spostamento secondo la terna mobile n, s, z.
Da note relazioni si sa che:

\ 5 = Uy, + Uayn + wa,,

(3) O = Wy, + Vo, + Wy,

"\ ¢ = U Oy + /Uayzl + wazzl

essendo «,: il coseno direttore della retta 7 rispetto all’asse j, e poiché nel nostro caso:

J
dy
UApp = Oy = 7(178
/ dx
(4) Loy, = — Oy = 7(716
Oy = 1
Opn = Qg = Ugyy Uyn = Y
essendo:
|z = x(s)
(5) ‘
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le equazioni parametriche della curva direttrice, le (3) assumono Paspetto:

) dy dx

f=u-" —v -—

\ ds ds

(6) J dx dy

= -+ ———
’ T e T ds

L’ipotesi fondamentale consente peraltro di caratterizzare lo spostamento nel piano
xy di ciascun punto della sezione trasversale con tre soli parametri dipendenti solo dalla
aseissa 2. Indicando infatti con
Uo = Uo(?)

(7) © we = vo(2)

Po = ¢o(?)

le due componenti secondo z e y dello spostamento del centro di taglio O e la rotazione
della, sezione intorno a quest’ultimo, le prime due delle (1) assumono Iaspetto:

®) | w@yz) = o (2) —goz) (¥ — yo)
| w@yz) = v (2) + golz) (@ — o)

essendosi indicato con (%, #o) le coordinate nel piano della sezione del centro di taglio
O (Fig. 2), e pertanto, per le (6), si ha:

) dy dz dy dz
\ § = o qe P qe TP \fy — Yo) ds + (¥ — %o) ds}
9)
’ dx dy dy da
7= to g + Yo “ds + @o | (& — o) s (¥ — o) ds'
Osservando peraltro che le quantita:
dy dz
~ r o= (& — %o) 15 (y —3/0)'&8‘
(10) /
|- i
p= (@ =) 5=+ — ) 4



8 [218] M. Capurso

Fi¢. 2 — La sozione trasversale della trave.

non sono altro che le componenti secondo gli assi s ed n del vettore R = OP, le (2) assu-
mono I'aspetto definitivo:

: dy dx \
\ = Yo ds vo ds Fo P
11 . dz d
( ) ’ 7 = Uo *dsj 4 Vo d?: + @or

 =w.

Il movimento di ciascun punto del profilo resta pertanto univocamente definito dalle
quattro funzioni:

s Uo = Uo(2)

Vo = ¥o(2)
(12) ‘
' %o = @o(?)
w = wn, s, z)

la cui ultima, in considerazione dell’esiguita dello spessore ¢, puo ritenersi con buona ap-
prossimazione indipendente da n e quindi scriversi:

(13) w = w(s, z2).
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4 — Le relazioni di elasticita.

Le relazioni che legano le componenti speciali di tensione alle componenti della de-
formazione elastica nella superficie media della parete sottile possono, nell’ipotesi di tra-
scurabilita della tensione normale o,, porsi nella forma:

E (e | e)
o, = - &, - VE
2 132 z ]
E e e
(14) foo, = | (& + ve)
E [
Tes = 2 (1 + l’) st *

Nel caso pit generale le componenti della deformazione totale saranno espresse
dalle relazioni:

g, = & + &

(15) coe, = & -k &

Vas ™ ?/Zs + ‘/‘/fe

e quindi somma delle componenti relative alla deformazione elastica e delle componenti
relative ad un generico sistema distorcente di carattere termico, plastico, ete.
Le (14) potranno secriversi quindi:

E E g | ¥4
0, = i__ 22 (‘cz 4o 63) - 717 ; 12 (é’z T 85)
E E » Y
(16) ’ O, = 1 — 2 (‘Cs oo éz) - 1 — 2 (83 + 7 ‘Sz)
B B,
Tes ™ zs 7y °r
21 0T 2w !

L’ipotesi fondamentale consente peraltro di ridurre il numero delle incognite; in-
fatti dovendo necessariamente risultare:

(17) g = 0

per essere la sezione indeformabile trasversalmente, la tensione normale o, pud scriversi

nella forma:

(18) g, = 1o, — K&

s
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mentre gli scorrimenti 7}, derivando sempre da distorsioni necessariamente congruenti
con D'ipotesi fondamentale, possono porsi nella forma:

dx

dy
& gt 9,7

P9
(19) Ves = Um B ds
con 9,, ¢, e 9, funzioni generiche di z.
Le incognite fondamentali, espresse come componenti speciali di tensione, si ridu-
cono pertanto alle due funzioni:

(20)

' E dz dy
T,y = T vy — Dy T — iy, T — T
‘ 2(1 + ») ds ds

ove si & posto:

(21) e, = & 4+ re.

Tenendo peraltro presenti le classiche relazioni:

oc
g, = ~——
~ 0z
(22) ’
' @ Lo
Var = s oz

le (20) si scrivono per le (6) nella forma:

g, —

- — ¢
z
# 1 —» | 0z

K { ow ,7

(23)-

aw+’du0 ) 9o (dw N dy o fdpo :
9s dz ) s T \de v as T lae )T

ed esprimono le relazioni di elasticita generalizzate per le travi di parete sottile.

Le (23) rappresentano peraltro i valori delle tensioni longitudinali ¢, e trasversali
in corrispondenza della fibra media della parete costituente il profilo.

Nella realta tali tensioni sono variabili lungo lo spessore ¢ della parete ma in pra-
tica possono ritenersi costanti data l'esiguitd di quest’ultimo. Se pero il profilo ha se-
zione trasversale aperta (monoconnessa) & indispensabile considerare insieme alle (23)
il flusso di tensioni tangenziali variabili linearmente lungo lo spessore e nulle in corri-

' E
T,s =
2 (1 +»)

TZS
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spondenza della fibra media associata alle curvature elastiche di torsione provocate dal-
la deformazione della trave.

Tali tensioni, classiche della trattazione alla SAINT-VENANT, possono con buona
approssimazione porsi nella nota forma:

] d
(24) rzs:2(}n< To —ﬁz>

dz

essendo n la distanza della generica fibra dalla superficie media, e sono infatti le uniche
ad opporsi a una torsione costante della trave e a conferire quindi a quest’ultima la pos-
sibilita di equilibrare il momento esterno.

La risultante delle (24) ¢ infatti un momento torcente M, la cui espressione & la
ben nota:

_ G1 do
(25) AR ( 2 ~f)z>
q dz

essendo I,/q la costante di rigidezza torsionale che, per sezioni a spessore ¢ costante e
sviluppo m si scrive:

(26) L= m
e per sezioni a spessore #; costante a tratti:
(27) o S m,

Se il profilo & a sezione chiusa (bi o pluriconnessa) le (24) non sono piu necessarie per
conferire rigidezza torsionale alla trave. Anche nei casi di torsione costante infatti, il
momento torcente esterno viene assorbito per la quasi totalitd da un flusso di tensioni
tangenziali costanti lungo lo spessore rispetto alle quali il contributo delle (24) ¢ del
tutto irrilevante.

In tali casi pertanto le (23) sono sufficienti per equilibrare qualsiasi azione esterna
e sono pertanto le uniche tensioni che si considerano agenti sulla parete.

5 — Le equazioni indefinite di equilibrio.

Con riferimento al generico elemento ds. dz di parete giacente nell’intorno del punto
P(s, z) della superficie media le equazioni di equilibrio da imporre coincidono con le
tre condizioni di equilibrio alla traslazione lungo i tre assi della terna locale n, s, z. Di
queste tuttavia le prime due, e cioé quelle concernenti l'equilibrio lungo la normale a
e la tangente s, divengono inessenziali per I'ipotesi posta circa I'indeformabilitad del con-
torno della sezione trasversale della trave. L’equilibrio puntuale in tali direzioni resta
infatti garantito per la presenza delle azioni mutue fra parete ed irrigidimenti che pos-
sono anzi per tale via essere calcolate.
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Le condizioni di equilibrio pertanto, dette p,, p,, p,, m, (Fig. 3) rispettivamente il
carico puntuale agente in direzione dell’asse z sul generico elemento ds.dz di parete, i

dz

Fie. 3 — 1l regime statico del concio elementare.

carichi globali agenti secondo gli assi « ed y sul concio elementare di trave di lunghezza
dz, e il momento torcente globale rispetto all’asse dei centri di taglio, si serivono:

+ -0
0z os + t
aZ. + P =0
dz Pe =
(28)
a7, _
' dz Py = 0
o dM, LT -0
dz L

essendo 7', T, M, le risultanti delle tensioni interne z,, secondo I’asse x ed y e il mo-
mento risultante rispetto all’asse dei centri di taglio O.
Queste ultime possono esprimersi pertanto nella forma:

d
Ta:(z) = / Tes 7"%' d4

ds
4
.
(29) o TE) =, odd
4

Mz(z) = /Tzsr d4 + Mz(z)

;,1
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essendo Jf, il momento interno espresso dalla (25) associato alle tensioni 7,, che,
per quanto prima esposto, verrd preso in considerazione nel solo caso delle sezioni
aperte.

La ultima delle (29) puo peraltro assumere un unico aspetto, tanto nel caso delle
sezioni aperte che nel caso delle sezioni chiuse o cellulari introducendo il concetto di fun-
zione d’ingobbimento torsionale (warping function) associata a deformarzioni torsionali
costanti.

Tale funzione, che indicheremo col simbolo w, rappresenta peraltro la funzione spo-
stamento assiale w(s) dei punti della superficie media della parete della trave quando
questa sia soggetta ad una torsione costante a gradiente dgo/dz unitario negativo.

Nel caso delle travi a sezione aperta tale funzione viene semplicemente ricavata os-
servando che dovendo essere, conformemente alla soluzione del SAINT-VENANT, 7,,= 0
in corrispondenza della fibra media, la seconda delle (23), per:

w = (’Uz(s)
dgo 1
(30) . dz
d dv
I R R Ay
2 2
porge la relazione:
) dw,
(31) d —7r = 0.
s

Fr¢. 4 — 11 flusso delle tensioni tangenziali in una sezione cellulare soggetia a torsione.

Per le sezioni chiuse o cellulari invece (Fig. 4) tale funzione si ricava tenendo pre-
sente che coincidendo le 7., con il flusso di tensioni derivanti dalla nota soluzione di
del BREDT SAINT-VENANT:

(32) 1, = — G-

zs

~
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con f costante di flusso (1), la seconda delle (23), scritta in conformita delle (30) e (32},
fornisce:

dw,

ds

(33) ——r+‘i=0.

Le (31) e (33) consentono quindi, per semplice quadratura di risalire a meno di
una costante arbitraria, all’espressione della funzione w,(s). La costante viene in gene-
re eliminata con la condizione ausiliaria:

(35) | w,dd =0.

A
La terza delle (29), pud quindi scriversi:

36 M, = 2 d4 i I
(36) # Tes s + q dz *
i
per le sezioni aperte, €
. q . )
(37) o= e, Y qa s [n, L aa
ds t

B
b

(1) Siricordi che le costanti di flusso f per ogni elomento della sezione cellulare si possono sem-
plicemente ricavare per differenza dalle costanti di flusso parziale fi e fp competenti alle duc ma-
glie ¢ e k aventi tali clementi in comune.

Le costanti di flusso parziale fi si ricavano infine dalla condizione di monodromia della 1w (s) o
quindi della w, che impone il verificarsi per ogni cireuito della relazione:

L. Y
(33") / rds — / e ds = 0

i 2

che, indicando con £; 'area racchiusa dal circuito {esime, fornisce:
8
(34) 20 —fioawi + X frpoin =10
k=1

ove i indica la circuitazione geometrica:

relativa a tutto il circuito ¢esimo ed aix le circuitazioni geometriche parziali dell’elemento in comune
fra le maglie ¢ ¢ k.

Le (34) costituiscono un sistema lineare nelle incognite f; di semplice soluzione. Da queste 6 poi
immediato, per quanto detto, risalive alle costanti f.
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Osservando peraltro che per le (23), detto m il numero delle maglie chiuse della

sezione trasversale, si ha:

dvo dy d¢0 '
Lo s} Y LDy )ela
i ( dz ”) ds + ( dz g \ *

/.rds = 20,
" ow C dw ' dy
‘ ——ds = | —-ds = — ds = 0,
(39) ] os * / ds * / ds °
la (38) fornisce:
/ - dgo
- d4A = 206 L —— — 0
(40) / Tas P R p
i
che facendo la posizione:
I n
(41) 2 3 g0
q i S

consente di scrivere la (37) nella forma:

dz

G1, [ d
a4 + ~l< 7o —u>
q

identica a quella gid ottenuta per le sezioni aperte ed espressa dalla (36).
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Le (29) potranno pertanto scriversi, indipendentemente dal grado di connessione
della sezione trasversale della trave nella forma:

' dz
7796(2) - / Tes 34 d4

(42) ’: Tu(z) = /Tzs - d4

" de GI1. [ dg
Mz(z): /Tzs s dA + 7 ( 7o _“1()z>

e risulteranno pertanto legate alla geometria della sezione trasversale tramite le tre fun-
zioni fondamentali:

Per queste € opportuno ricordare che, avendo scelto gli assi « e y come assi prin-
cipali d’inerzia e il centro di rotazione O come centro di taglio della sezione, sussiste-
ranno sempre le relazioni fondamentali di ortogonalita:

(43) /xy d4 = /‘x(uz d4d = ’lg/msz = 0

4 A A

che puntualizzano appunto la particolare scelta degli assi di riferimento e¢ del centro
di rotazione.

La ricerca delle coordinate z, e y, del centro di rotazione O potra infatti con-
dursi proprio imponendo il verificarsi delle ultime due delle (43), ovvero seguendo il
noto procedimento del Jouravsky esteso dallo Scrivente anche al caso delle sezioni sot-
tili pluriconnesse [12].

6 — Le equazioni fondamentali dell’equilibrio elastico della trave di parete sottile
a direttrice continua e spessore costante.

Le equazioni fondamentali dell’equilibrio elastico delle travi di parete sottile posi
sono ora derivarsi secondo 'usuale procedimento traducendo in termini di spostament-
le equazioni indefinite di equilibrio (28).

Poiché tuttavia riterremo per ora il solido libero nello spazio e soggetto a un si-
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stema di forze globalmente in equilibrio, la conoscenza delle tre caratteristiche trasver-

sali T,(z), T,(z), M ,(z) ci consentira di ridurre le (28) alle pili semplici:

9o, 97, L Py
0z + ds ¢
dex dd = 7.(2)
— . 2 R
Tza dS w0
(44) ’
dy -
Ty, s d4 = T1'(z),
i
T de GI, d G
r g+ S T e T .
ds q dz q
A

Le (44) di cui la prima esprime la condizione di equilibrio puntuale nella direzione
z, e le tre successive le condizioni di identita fra le risultanti delle tensioni tangenziali
interne e le corrispondenti risultanti delle azioni esterne sollecitanti la trave, possono
semplicemente esprimersi in funzione dei parametri di spostamento (12) tenendo pre-

senti le relazioni di elasticitd (23). Cosi operando si ha infatti:

2 2w 2w due, d2x dv, d%y
e U S T
1 —v» 022 as* dz ds? dz ds?
2(1 -1 2 de. 12 d2
20 $L, e, 0
E t 1 —» 0z ds? ds?
due dog dgo ow dx
dy —— - +dy 4ol - = - . dA =
Y4z R P BT g, 0s ds
A
2 (1 ]
2040,
(45) d 1 d 0 1
Uo Ao Fo w ay
d d, ' dyy — —— + . 14 =
e P + e dz + dz / ds ds ‘
4
2 (1 -+ »
= (—E—) T1I + (121 I‘)(,, I+ dzz [()1/
dug dve dgo " ow dw,
d 4 d, + o - . 14 =
T dz 2 dz s dz Js 0s (
4
2 (1 4+ »)

= — M, + dy 9, + dayp 9,

E

,l‘, —

dr
ds

T, +dyd, 1 dypd, + dyy ¥,

4 dyy 0,

-+ (l33 9,
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avendo fatto le posizioni:

T dx \?
dll =/ (¥> dA ’
A

(46)

Cdw dy
e = da =/ a5 s M

T d Cde  d
dw :dfﬂ =/ x' rad = / x w’ dA’(2)

ds ds ds
A A
’ dy dy dw,
d23 = d32 = / ds T dA = Egg . ds dA .
A 4

Le (45) costituiscono pertanto le richieste equazioni dell’equilibrio elastico delle
travi di parete sottile in presenza di forze e distorsioni. Tale sistema pud tuttavia ridur-
si ad altro di forma piu semplice ricavando dalle ultime tre equazioni le funzioni
due/dz, dvo/dz, dpo/dz in funzione delle caratteristiche trasversali 7',, T',, M, e dello
spostamento assiale w.

A tal fine, indicando con D il determinante dei coefficienti della matrice simme-
trica:

(47) diy  dyp  dy

(3) Le due ultime e la terza delle (46) risultano verificate in via diretta per le sezioni aperte
in virth della (32), e per le sezioni chiuse o cellulari tenendo presenti la (33) ed inoltre le relazioni:

dw:
ds

- T dax ) Cf dy Cof
(47) Rk = e B SR SAIE e I

A4 4 A

d4 = 0

derivanti dalle ovvie proprieta di continuta delle funzioni x(s), y(s), ws(s).
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e con D), il minore complementare dell’omologo elemento d;; , si ricavano con sempli-
citd dalle ultime tre equazioni del sistema (45) le relazioni:

due 7 1 | ow /l) dz D dy D do, dd
e e \"ma TPra g
A
2(1 + ) , .
+ ’ED DT, + Dy Ty + Dy M) -+ 9,
duo 1 | ow da dy  do,
= — | Dy — D, -+ D,, ——} d4
dz D / ds < ¥ods + e ds T P ds ) dd -
(48) |
2 (1 + ,U) s Vsl 2l <
+ - F]) T (Dlg lw +- D221y +D23Mz) + ')1/
dge ) L (o . da H dy D dw, 4
& T D es \"Pas TTRas TR oas |
; ,
2 (1 "[7 V) 7t m <
-+ “ED (DT, + Dy ju + Dy M) +9,.

Le (48), operando rispettivamente nei secondi membri le trasformazioni lineari (%):

1

\ X(s) = D Dy w(s) + Duyls) + Dy ofs) )
. 1
(49) o Y(s) = o s Dig 2(s) + Dyp y(s) -+ Dy 1(s) |
1 .
Q.(s) = D P Dy a(8) + Dy y(s) + Dy w,(s) :

(*) Le (49) implicano il verificarsi delle relazioni mverse:
w (8) == dyy XN(s) 4 dyp Y(5) + dys 2,(5)
(497) cys) =iy X(5) + dyy Y(8) + dyy ,(5)
W, (5) = dyy X(8) + doy Y{s) + dyy 2,(5)

ed inoltre & semplice verificare che la sestupla di funzioni:

dx dy dw,
ds 7 ds

>

ds

dX dYy dQ,
ds 7 ds 0 ds
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1
\ ‘Z:ac(z) = D : Dll Tz(z) + D12 Tu(z) + D13 Mz(z) {

! 1

(50) IE,(r) = D ) Dy To(z) + Dy Tu(z) + Dgy M, (2) |
1

M, (z) = D y Dig To(2) + Dy Ty(z) + Dyy M (2) |

si scrivono pilt semplicemente:

duo Tow  dX T,(2)
= — | — . - d4 4 == )
dz / os ds 4 o + 9,(z)
1
dvo Cow dY O
(61) ‘ dz _/ os  ds d4d + — - +9(2)
a
dgo Cow Ao, M ,(2)
' = — - ——d4 : v &
A

L’equazione fondamentale delle travi di parete sottile si deduce pertanto sostituen-
do nella prima delle (45) le (51) e tenendo inoltre presente che per le (31) o (33) ri-
sulta sempre:

d2w dr
(52) E
ds? ds
gode delle propricta:
Cde dX T dr  dY Tdx  dR,
44 =1 B S O R i 14 = 0
ds ds dd L / ds ds dd = 0; / ds ds
4 A 4
" ody dX Cody dy Tdy  d@,
A . LA - . - A——— T | =0
, ds ds dd 05 ’ ds ds dd =13 , ds ds d4
4 4 4
@ " d X D I “d 1Y D I
w, 4 ... . —Zw A2 cw,  ar o AP
/ das o M D qg / ds ds 44 D q
A 4
" dw d.Qz . 1)33 17’
[
4

semplicemente verifieabili tenendo presenti le proprieta dei determinanti e le relazioni (46).
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Con tali premesse, ricordando le (49) e (50) si perviene all’equazione integro-dif-
ferenziale lineare:

2 02w 02w &2z [ ow  dX dzy | ow dY
DL T I sl 7 R d4 +
(63) 1 —v» 022 + 0s? ds? / 0s ds ds? / ds ds
P A
dw, [ @ o
Wz w4 =
ds? 0s ds
4
1 {p, _dx . d2y - d2w, N 2 ¢,
=T\ T ge T g TN e L ee

fondamentale per lo studio delle travi di parete sottile a sezione trasversalmente inde-
formabile soggette a forze ed azioni distorcenti generiche.

In vista delle applicazioni & opportuno pertanto scrivere le relazioni di elasticita
(28) in funzione della sola componente assiale dello spostamento w (z, s). Cio puo farsi
semplicemente tenendo conto delle (51), e si ha pertanto:

K ow .
Uz(zy S) - T, R — £z
1 — 2 0z
ow de [ ow dX dy [ 6w aAY
,8) = @ —_ — ] = d4 — = s —— dA4
(54) 7sl2 8) ds ds / ds ds ds / Os ds *
Vi i
Tow  dQ dx dy dw,
—_— e " dA (4T e T — o O
7‘/ ds ds € (2) ds + ) ds ko (2) ds
A

quali espressioni definitive delle relazioni di elasticitd per le travi di parete sottile.

Della (53) sono richieste soluzioni soddisfacenti le condizioni ai limiti sulle basi
estreme (z = 0 e 2 = 1) e le condizioni trasversali dipendenti dal grado di connes-
sione della sezione della trave illustrate nel paragrafo seguente.

7 — Le condizioni ai limiti connesse con Pequazione fondamentale.

Deistingueremo le condizioni ai limiti in condizioni longitudinali riguardanti le basi
esterne z = 0 e z = 1 e condizioni trasversali.

Per le prime. ¢ immediato constatare che, nell’ipotesi di solido libero e soggetto ad
nn sistema di forze globalmente in equilibrio, tali condizioni dovranno necessariamente
imporre l'eguaglianza puntuale fra le azioni esterne p,,(s) e p,.(s) agenti rispettiva-
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mente sulle basi z = 0 e z = 1, e le corrispondenti tensioni normali o, (s, 0) e 0, (s, 1) e
pertanto assumeranno l’aspetto:

s 02(87 0) - pliz(s)a
(65)

[ ods, ) = pio):

Le (55) espresse con le (54) in termini di spostamento daranno quindi:

ow 1 —? “
\ 77&;' z:::n - bl Poz -+ ‘(/z(83 O),
(66) ‘
' ow B .
“\ ’ 62 = 12 D + 82(8, l),

che costituiranno le due necessarie condizioni longitudinali da associarsi alla equazione
fondamentale (53).

I opportuna V'osservazione che sulle basi z =0 e z = 1 I'identitd puntuale fra azioni
esterne e tensioni interne riguarda solo le tensioni normali e non quelle tangenziali 7,
per le quali le {44) garantiscono solo identita globale intesa nell’aspetto delle azioni (forze
e momento) risultanti.

Per quanto concerne le basi estreme infatti la differenza puntuale fra azioni esterne
p,, © tensioni interne z,, viene assorbita integralmente dai due irrigidimenti ivi esistenti
e non provoea pertanto aleun ulteriore regime di deformazioni e quindi di tensioni nean-
che nelle zone immediatamente prossime alle due basi stesse.

Le (56) costituiscono pertanto le uniche condizioni longitudinali riguardanti le basi
estreme, Per le condizioni trasversali invece il discorso & pitt complesso dipendendo esse,
come si & gia detto dal grado di connessione della sezione trasversale.

Le esamineremo pertanto caso per caso in relazione alla forma della direttrice della
sezione trasversale.

7.1 — Sezioni aperte a direttrice continua.

Intenderemo per direttrice continua una curva le cui funzioni x (s), ¥ (s) ed w, (x)
siano continue sino alle derivate seconde almeno; tali sezioni (Fig. 5) non potranno avere
pitt di due generatrici estreme la cui ascissa curvilinea indicheremo rispettivamente con
s; ed s,. Indicando pertanto con Py(z) e P, (z) i carichi tangenziali eventualmente agenti
su tali generatrici e con ¢ lo spessore costante della parete, le condizioni trasversali si

scriveranno:
| P
\ Tzs(81 s Z) = 717('2)7 ’
¢
(57-a) /
Py(z)

' 17 5(82 s Z) = e

§
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Le (57), tenendo presenti le (54), e indicando per semplicitd con L(w) l'operatore:

» 5 ow de [ ow dX > dy | ow  dY WAL
e — — = - — . — C _— - . .
(58) ) 0s ds 0s ds ds os ds
4 A
" ow dQ,
- . -7d4,
0s ds
x
Fia. 5 — Trave di sezione aperta a direttrice continua.
si serivono pertanto nella forma definitiva:
: Pi(z) dx dy
L = — =g, | — — %, | — N, 7).
\ [ (Fw)]sfsl 0t Gy ds - Gy ds . ]‘z 7‘(51)
(69-a)
Py(2) dx B / dy }
' [L(w))s s, = ét — @, (dc‘?)sﬂ — T ( as | — M, 7(s,) .

7.2 — Sezioni chiuse a direttrice continua.

Fermo restando quanto dettoin 7.1 per la definizione di direttrice continua, per que-
ste sezioni (Fig. 6) le condizioni trasversali saranno espresse come condizioni di con-
tinuita per le funzioni w (z, s) e 7,, (2, s) (¢ essendo costante) nel campo di definizione
dell’ascissa curvilinea s. Tali condizioni che rispecchiano pertanto il doppio aspetto della
congruenza e dell’equilibrio si scriveranno nella forma:

(57-b) )
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che, per le (54) e per I'ipotesi di continuita delle funzioni coordinate assumono Paspetto:

" ow
ds = 0
\ / 0s
" o
’ / v ds =0

(59-b)
as®

Le (59), scritte nella forma a o b in dipendenza del tipo di sezione trasversale, con-
giunte con le condizioni longitudinali (56), consentono di definire univocamente la solu-
zione dell’equazione fondamentale (53).

Fra. 6 - Trave di sezione chiusa a direttrice continua.

8 —- L’estensione delle equazioni fondamentali per le travi di parete sottile a diret-
trice discontinua e spessore costanie a tratti.

Nella pratica tecnica le travi di parete sottile son quasi sempre formate dall’unione
di piu elementi (Figw.v 9) ciascuno dei quali puo riguardarsi come una trave elementare a
direttrice continua e spessore costante.

Indicando pertanto con » il numero degli elementi componenti la trave e con 4 il
generico di essi, i parametri dello spostamento che individueranno il moto di ciascun pun-
to della sezione trasversale della trave saranno le n + 3 funzioni:

%o ()
~ o (2)
(12) '
' Po (2)
w,; (2,8;) =12, ...,m)

essendo w;(s;, z) lo spostamento assiale del generico punto py(s;, z) della superficie me-
dia dell’elemento ™" .
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Indicando pertanto con w;(s;), #:(s:), w;(s;), r(s;) le funzioni caratteristiche del-
Pelemento i e con X(s;), Y,(s;), 2,,(s;) le trasformate:

2

| I /
~ Xi(s) = D ’ Dy 2y(s) -+ Dy yi(s;) + Dy 0,4(s) \ >
. 1 ]
(49) < Yils) = D ; Dy wi(si) + Dy yi(s;) + Dy ,4(s5) : ’
' 1| j
Q,(s;) = D ?Dm wy(s)) T Dy yi(s) + Dy w,4(s:) ‘ ,

Y Y

z

Fru. 7 — Pravi di sezione generica a direttrice discontinua.

ove i D,, sono sempre i minori complementari degli elementi d;; del determinante (47)
che questa volta scriveremo nella forma:

v [ da \
d ) d4,
11 izl / ( déz /
p
v dy,
oy == e 14, ,
22 @Z] / ( dsi ) ad;
4
" T dw,, \ i
dys = = dd4, ",
» i; / ( ds; ) Yy
a;
(46") ) 1
" ax; Yi
dys — e d4,,
1 'igl / dSi ds,; *
A
v day
dis = — ey dA,
13 i§1 / ds, r,da;
A,
n ' dy
dos = — . dd,,
23 121/ ds, 7 i
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le equazioni determinatrici degli spostamenti uo , vo , go , ferme restando le espressioni (50)
delle forze ©,, G,, 9K,, assumeranno laspetto:

duo oo ew,  dX, T,(2)
e = — - . dA; — ) .
dz i§1 _/ 0s; ds; o ¢ T ()
Az
dwo n ow; dY; %i(2) )
Gry g T T / o5, | ds it gt AE,
A,
dgo o ow, A, IL,(2)
_— = — — - 20 dA, S O (2) .
dz igl / 9s; ds; e T )
i 45

(53 2 o*w, L 0w, d3z; i ' ow, dX; A
ol o - a2 T Tya ot T i
I —» 022 Os; dsi =1 Os; ds; i
4
d2 5 n ‘ awz d),ri dzwzi n ' aw,'/ d._(“)ZL
= e [T S St g [ O gy, o
ds; i=1 s, ds; ds; = 0s; ds;
1 Pai s d2; s d2y; Lon d*o,,; 2 0E,
_ — — —_ - 6 ——— G — - ©) ~Z . . - — .
¢\t Ty T ae T g | T T
(t =12, ...,n)

ove con f; si & indicato lo spessore costante dell’elemento i*™°, con p,; (s;), il carico as-
siale agente su di esso per unitd di superficie e con ¢, la deformazione anelastica su di
esso agente.

Le n + 3 equazioni costituite dalle (51) e (53) risolvono pertanto in via del tutto
generale il problema dell’equilibrio elastico delle travi di parete sottile di sezione gene-
rica purché a spessore costante a tratti.

Per definire univocamente le n w;(s; , z) alle (63) bisogna accoppiare le condizioni ai
limiti longitudinali e trasversali.

Le prime esprimeranno al solito le condizioni di equilibrio:

\ 0,.4(8: > 0) = — Poi(8i)
(55') ,

, Uz,i(si s l) = plz.i(si)
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e tradotte in termini di spostamento daranno:

ow; 1 —»? .
\ ( “as . = -5 Doz + E4(85 0)
(56") ‘
’ ow; 1 —2 .
627” ) - E © P + ‘rz,i(si » l)

mentre le condizioni trasversali riguarderanno le condizioni di congruenza e di equilibrio
in corrispondenza di ogni nodo di attacco di pit elementi consecutivi.
Queste ultime pertanto, detto k il numero di elementi innestantisi nel geuerico nodo,
(Fig. 10) si scriveranno :
o

\ wi(si’z) :ll)i+1(si+172) 7 = 1,2, . ,(k—l)
(57) o ‘
I3 ) ttn e | = P
4= 1
ove si & indicata con s; ’ascissa curvilinea del nodo nel riferimento relativo all’elemento
™" e con p,(z) 'eventuale azione tangenziale esterna agente nel nodo stesso.
7,(5,.2)

T

% (5,:%)

— a e e e ]

7,(5,2)
|
t t

dz

Fic. 8 — Nodo di connessione di pit clementi sottili.

Nella sommatoria i segni positivi riguarderanno gli elementi ad ascissa curvilinea
concorrente nel nodo e i negativi i restanti elementi.
Le (57) scritte in termini di spostamento daranno pertanto:

S wi(s;, 2) = w; (8,1, 2) =12, ...,k —1)

[+ R
(599 du; _dy, . | Pi(z)
"d’s” —+ ..(11/ "a? + 9](,2; r; ;o= —

i

ed & ovvia la trasformazione nel caso che Ielemento "™ termini libero anziché saldato
ad ulteriori elementi.
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9 — Conclusioni.

Dalla trattazione precedentemente svolta risulta chiaramente come il problema del-
I’equilibrio elastico delle travi di parete sottile trattate come solidi cilindriei a contorno
non deformabile trasversalmente sia piti complesso di quanto potrebbe pensarsi rifa-
cendosi alla teoria tecnica delle travi o alla pitt moderna teoria delle aree settoriali del
Vlasov.

Il problema risulta infatti in rigore riportabile ad una equazione integrodifferenziale
lineare alle derivate parziali nella funzione incognita w (z, ), fisicamente coincidente con
la componente assiale dello spostamento dei punti della fibra media della parete.

La soluzione di tale equazione tuttavia non presenta eccessive difficolta; di essa in-
fatti si.dara soluzione generale nelle Note seguenti mostrando la particolare affinita delle
soluzioni con quelle derivanti dalle teorie approssimate prima citate ed inoltre mettendo
in luce le approssimazioni inevitabili connesse con tali teorie.
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RIASSUNTO

Sul calcolo delle travi di parete sottile in presenza di forze e distorsioni. Nota I: La teoria
rigorosa e le equazioni fondamentali.

(Lavoro scientifico originale)

Nella moderna teenica costruttiva e particolarmene nel campo delle costruzioni
acronautiche, le travi di parete sottile costituiscono in genere I'elemento fondamen-
tale della struttura portante. 11 caleolo del regime tensionale in tali clementi assume
pertanto un notevole rilievo e va affrontato nella pitt completa generalita tenendo pre-
senti azioni esterne di earattere generico nel doppio aspetto delle forze e delle distor-
sioni.

I1 problema risolto in via approssimata da Vlasov e Timoshenko ¢ qui ripreso dalle
origini impostandolo su basi rigorose e pervenendo alla corretta formulazione delle
equazioni fondamentali ¢ delle relative condizioni ai limiti che traducono analitica-
mente il fenomeno.

Tale impostazione, svincolata dat limiti imposti alle teorie approssimate dalle stes-
se ipotesi di base, conscnte di risolvere aleuni problemi di notevole interesse, quali il
caleolo del regime tensionate in prossimita di forze concentrate ¢ di vineoli, dello stato
i tensione in presenza di azioni distorcenti di gualsiasi natura e, non ultimo, delle lo-
calizzazioni di tensione in prossimita di aperture o fori.

La soluzione di tali problemi, intimamente connessa con la soluzione delle equa-
zioni fondamentali, alla cui formulazione si arresta la presente Nota, ¢ trattata nelle
parti suceessive, nelle quali peraltro appare chiaro il particolare significato fisico dello
stesso procedimento risolutivo.

La riproduzione del Riassunto ¢ autorizzata, citando l'autore e il periodico.

RESUME

Sur le calcul des voiles longues & parois minces soumises a forces et a distorsions.
Note I: La théorie exacte et les équations fondamentales.

(Mémoire scienlifique orviginal)

Dans la technique moderne des constructions et particuliéreinent, dans les proble-
mes d’aéronautique, les voiles longues & parois minees forment, en général, la partie
fondamentale de la structure résistante.

11 importe done de caleuler les contraintes qui doivent ¢tre étudides on général en
préscnce de forces et de distorsions.

On a étudié ici rigoureuscment le probléme, déja résolu approximativement par
Timoshenko et Vlasov, et on détermine d’une facon exacte les équations fondamenta-
les et les conditions correspondantes aux limites.

Cette étude permet de résoudre de nombreux problémes comme, par exemple, le
salcul des contraintes dans la tige en proximité de forces concentrées et de liaisons, la
détermination des tensions produites par les distorsions et, en outre, la localisation
des contraintes en proximité de trous ou entailles.

La solution de ces problémes est étudiée dans les parties suivantes.

La reproduction du Résumé est autorisée, en faisant référence a l'auteur et au périodique.

NUMMARY

Theory of thin-walled elastic beams of general cross-section subjected to loads and disloca-
tions. Note I: Rigorous theory and fundamental equations.
(Original scienlific paper)

In modern structural enginecring, and especially in aireraft design, thin-walled
heams are widely used in the bearing structure.

A general theory of the elastic cquilibrium of thin-walled beams subjected to gen-
eral loads and dislocations was thus required. The problemn, approximately solved
by Vlasov and Timoshenko, is considered strictly on the basis of the hypothesis of the
indeformability of the transversal cross-section.,

The fimdamental cquations and boundary conditions of a thin-walled beam sub-
jected to general distributions of loads and dislocations are calculated and these cqua-
tions are applied in some cases of particular interest to the structural designer.

‘The reproduction of the Summary, mentioning author and periodical, is authorized
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