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(essendo x ed y, come gia al paragrafo 4, assi principali d’inerzia); mentre
per il momento flettente M, si ottiene

M, = — Eby {yszz — BbyJyz.
()

Gl sforzi di taglio sono quindi, per le relazioni d’equilibrio viste al pa-
ragrafo 2,

M
T,=0, Ty=~z—£=-—Eb2Jz,
come pud anche riscontrarsi direttamente dalle espressioni delle z con
trasformazioni del tutto analoghe a quelle del paragrafo 4, ricordando che

o, 2

dove ® da porre la ¢ totale, ciod
1 5

UszeE(mg + ¥°),

perch® la parte eliminata con N ha esattamente la direzione z; dungue
1 3 2 2)2
aﬂt=—2——COE (m +y) dd.
(=)

Gli stati di tensione e deformazione considerati, quindi anche la rotazione relativa w,
non sonc percid dovuti al solo momento M;, ma alla somma M, + &%,: risulta cosi an

Mt + @”t

w

anmento della rigidezza torsionale, che diventa

(46) Per il Ty basta porre

e b (,20), D (,00)
v o oy T e Vo

(essendo ¥, armonica); onde

. , 2% 2%, |

{0 (e)

) 2

> (2 2) ay“’”ls
B 9 a4 =
Y (m V)t oy
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: : M, .
Dall’espressione di M, si ottiene poi — Eb, = 5 :; onde l’espressione
T

di ¢, diventa

che & la stessa del caso della flessione semplice (si ricordi per altro che
qui M, non & costante ma proporzionale a z); mentre per le tensioni
tangenziali risulta

. m T,(2 0, . m Ty, 09,
ST T ) T D L (P ) O
Per il momnento torcente si ottiene infine

m T m — 2 av o
M=_-——_ Y —_—— Tl 2 2 .
‘T 3 m 1) Jm[( m YTy yam)dA
(=)

Si hanno dunque questa volta in generale tre caratteristiche di sollecita-
zione diverse da zero, due delle quali vanno necessariamente insieme per
Pequilibrio : sulla base z = 0 le caratteristiche sono due, cioé la compo-
nente T, del vettore risultante e la componente M; del momento risultante.
Il caso della sola T, su tale base, ciod di una risultante T, passante per
il baricentro della base medesima (e quindi della stessa T, e di un mo-
mento M, per ciascun’altra sezione) sara allora da scindere in due: un
caso di flessione composta, nel quale si avrd anche un momento M, e
un caso di torsione col momento -— M,. In altre parole si considerery da
prima la risultante 7, agente secondo la linea della risultante delle Ty, €
7 Della flessione composta, retta non passante in generale per il bari-
centro, detta asse di taglio parallelo ad y, e poi la sollecitazione per la
coppia torcente costituita dall’effettiva T, baricentrica e da quella consi-
derata con senso invertito (*7). Definito allo stesso modo V’aszse di taglio

(*7y Mentre dunque M, e Ty compaiono insieme nella soluzione perchs sono accop-
piati nello stesso problema, essi sono nel problema indipendenti da M, ; e rispetto a tale
soluzione la sollecitazione data da essi, richiedendo due delle costanti della soluzione
medesima diverse da zero, & da riguardare come una sollecitazione composta al pari
di quella, per esempio, di flessione e trazione.

Si osservi che la posizione dell’asse di taglio, e cosi quella del centro di taglio
appresso definito, non & determinata in generale soltanto dalla forma della sezione, ma
dipende anche a rigore dal valore del coefficiente m di Poisson (pur risultandone indi-
pendenti le espressioni approssimate di esso che possono usarsi in pratica, come quella
che si troverd qui al paragrafo 10): dipendono infatti da m le espressioni (6) di 7, o
Tyzr BOD solo esplicitamente ma anche attraverso le derivate della ?#,, la quale dipende
per definizione dal coefficiente medesimo. (Dipende inveee solo dalla sezione la #, della
torsione.)
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parallelo ad & con riferimento all’altro caso di flessione composta (b, 5= 0),
il punto d’incontro di tali due assi si dira centro di taglio.

Si trova facilmente che il momento torcente risulta mnullo, nella
flessione qui considerata, per la sezione simmetrica rispetto all’asse y,
o simmetrica rispetto al baricentro (per esempio la sezione di un ferro
a _| ): nel primo caso dunque il centro di taglio appartiene all’asse x;
nel secondo esso coincide col baricentro medesimo. Basta osservare che
nel primo caso la funzione 4, risulta anch’essa simmetrica rispetto all’asse y,

n ¢
tale essendo l’espressione 2122 =—7%wyax + y%a, (si confronti ’analoga
considerazione per la ¢, al paragrafo 5), e risulta cosi antimetrico ogni

termine della funzione integranda nell’espressione di M;; mentre nel
p 3

: : : . . a9
secondo caso la ¥, risulta antimetrica rispetto al baricentro come —a_nz’

e cosi risulta ngualmente antimetrico ognuno dei termini medesimi (18).
Si avverta che nel primo caso ¢ simmetrica rispetto all’asse y la 7y,
antimetrica la 7,,; nel secondo caso sono ambedue simmetriche rispetto
al baricentro (49),

Le componenti della deformazione sono

_ M, M,
&= g5.Y == .87
= __ 1 2 69 T, {, a9,
Vay 0, Ve Ef}m ( Xy — _8_93}) , Yy = — _:"I'I (yz ayz) ;

e si verifica facilmente che da esse risultano per le componenti dello
spostamento le espressioni

f— M, :v . M, 22 x® — y*
~ mEJ, A Y T A m )’
M, T, {«*y  2m —1 .
C_ZEnyz-—E—in%_!_W—y '—'92(-”:?/)}-

Circa la costante della ¥, puo ripetersi 'osservazione fatta al paragrafo 5
per la ¥,, con riferimento alla nota (1Y)

(*8) Dall’antimetria della ¥, rispetto al baricentro segue la simmetria delle deri-
ok ob
ox oy
(49) Non @& necessario osservare che anche nei casi qui considerati, pur risultande

le sole caratteristiche M, e T,, si avra in generale una tensione z,, diversa da zero.

Risulta la 7,, identicamente nulla solo per una particolare forma di sezione, che puo

trovarsi molto semplicemente: si vede infatti dall’espressione di tale componente che

vate , mentre i fattori «, y sone antimefrici.
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La parte di tale spostamento comprendente la componente £ e il se-
condo termine della 5 & espressa allo stesso modo della parte data dalle
componenti &, ed %, dello spostamento nel caso della flessione semplice

dovra essere
aﬂg_ 2
_07— ™ Xy,

onde

1
Dy = r 2y + f ),

e quindi per I'armonicita

0oy — 2
J"(y) = Y5

onde infine, a meno di una costante additiva,

1 1 m 4+ 1
_ - _ 2
Y= —wy— P ey,
essendo k una costante arbitraria. Risulta cosl
0%, _ 2 L 1 pypmtl 2 .
o m ATy — By
e dalla condizione
b'ﬂz — 2 9
o w YV

8i ricava allora Vequazione del contorno

fm + 1)y — a2 3 (m + 1) k24 a,=0;

quindi o o, = 0, oppure
2
¥y __®
i (m + 1)Ik2

equazione di una coppiz di iperboli coningate. Si
ha cosl (ricordando che il baricentro deve coin-
cidere con l'origine) la sezione della fig. 22, il cui
contorno ABCD & costituito di due lati rettilinei
paralleli ad y (ayz 0) e di due archi di una di tali
iperboli. (Dall’altra iperbole si avrebbe evidente-
menfe una sezione non connessa; che & un caso nel
quale i risultati della teoria non hanno interesse, non
essendo applieabile il principio di Saint-Venant.) Ri-
sulta la sezione rettangolare nel caso di m infinito.
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(§ 4); solo essendo qui il momento M., anzich& costante, proporzionale a
z, tale risulta anche la deformazione della sezione nel proprio piano. Il
secondo termine di £, indipendente da z, rappresenta poi un uguale in-
gobbamento di ogni sezione (come l'intera componente { nel caso della
torsione) ; mentre dal primo termine di # e da quello di { resta determi-
nata la deformazione dell’asse e di ogni retta ad esso parallela, ed anche
la nuova disposizione che assumerebbe il piano della sezione generica,
senza il suddetto ingobbamento, rispetto alla deformata dell’asse.
L’equazione di tale deformata e questa volta

rappresentante una parabola cubica, la cul tangente nel punto generico

€

incontra 1’asse z (fig. 23) a della distanza tra 1’origine e la proiezione

‘

del punto stesso; e la sezione ruota intorno

all’asse parallelo ad « per tale punto d’in- /
contro dell’angolo v S
l 5r z
¥

Ty 2 .
Q(Z) = mz ’ Flg. 23

movimento risultante di un’ugual rotazione intorno all’asse appartenente
alla sezione medesima, che d& la componente { per ogni punto di essa, e
Ty
6 EJ,
dell’una e dell’alira il solo primo termine): cosi il piano della sezione
resta anche questa volta, per la considerata parte dello spostamento,

della traslazione — 2*j che da la comune componente # (s’intende

oo d
normale all’asse deformato, come si riconosce per essere 2 — — -dl’
2

e come doveva risultare percheé si ha per lo spostamento medesimo
P4z = P == 0. La curvatura della deformata dell’asse (considerata positiva
per M, positivo) & data con DPapprossimazione gia considerata nel caso
della flessione semplice dall’espressione

d!l
dz

T, M,

= B, T &I

=

]

ciot dalla stessa espressione di tal caso (risultando quindi questa volta
anch’essa proporzionale a z). Tale espressione rappresenta esattamente la
rotazione relativa di due tangenti infinitamente vicine, e per quanto ora
g’¢ visto anche quella di sezioni infinitamente vicine, riferita anziche alla
distanza ds (secondo la definizione della curvatura) alla distanza iniziale
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dz delle sezioni, cioe w = TA: rotazione che anche questa volta deve av-
dz

venire, sempre per Posservato annullarsi dello scorrimento, intorno all’asse
parallelo ad x per il baricentro della sezione medesima (%°).

Naturalmente anche qui la deformata dell’asse ¢ data colla stessa
approssimazione dalla parabola eubica come da ogni altra curva che dif-
ferisca da essa per ordinate infinitesime d’ordine superiore; e come nel

caso della flessione semplice puo presumersi che sia in realtd 1’e-

M,
EJ,
spressione esatta della curvatura

it

. ¥
o (g

e che risulti in realta rigorosamente nulla in ogni punto la dilatazione
dell’asse medesimo (°%).

Alla deformazione dell’asse e alla considerata rotazione di ogni se-
zione, nonche alla ricordata deformazione di ciascuna di queste nel pro-
prio piapo (nulla per la sezione z==0) ¢ da aggiungere lingobbamento
delle sezioni medesime dato, come gid s’
osservato, dal secondo termine dell’espres-
sione di {, indipendente da 2. Si avverte
che ogni punto appartenente al piano yz
resta anche questa volta nel piano stesso,
¥ per essere £ proporzionale ad x. La fig. 24

Fig. 24 mostra, ovviamente in modo indicativo, la

sezione del cilindro deformato col piano yz

e le tracce delle sezioni normali mnel caso che l’asse y incontri il
contorno della sezione normalmente (come quando sia asse di simmetria):

(3%) Per conferma si ricordi la nota (46). Il centro della rotazione relativa delle
sezioni z =12, , 2 ==z & questa volta il punto dell’asse z all’ascissa

3 3

2 fyg 7

z Y e o———
D’_" -
3 z%»—zf

() Si assumono cosl anche qui per espressioni esatte della curvatura e della di-
latazione nel punto generico dell’asse quelle che risultano dalle espressioni dello sposta-
mento che si ottengono ponende nulla la rotazione delVelemento dell’asse nel punto
medesimo, perch® ivi sono allora rappresentate esattamente le componenti della defor-
mazione dalle espressioni lineari considerate nella teoria.

Risulta in tal modo questa volta rigorosamente proporzionale a z (ciod anche alla
lunghezza misurata lungo l'asse deformato) la rotazione relativa di due sezioni infinita-
mente vicine riferita anche alla distanza iniziale.
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Portogonalita di tali tracce alle fibre estreme & dovuta all’essere in
tal caso nei punti di queste ultime y,,= 0. In ogni altro punto 1’an-
damento delle linee indica uno scorrimento y,, > 0 (diminuzione dell’an-
golo tra le direzioni positive degli assi 2z ed y), com’® da presumere
che sia effettivamente in ogni caso pratico (°%).

Se da ultimo anziche porre fisso il baricentro della base z =0, si
pone fisso quello dell’altra base, z = [, ponendo anche nello stesso punto
le condizioni

95 _m_9%¢ _,
dz o8z dy

si passa dal precedente asse deformato OA (fig. 25) a quello 0’B ottenuto
da esso mediante una rotazione intorno al punto dell’asse z a distanza

2 w i 5 g
= [ dall’origine, cio¢ linversa della rota-

zione della base z =1 nel primo sposta-
mento : cosi infatti il baricentro della base
medesima, che solo per tale rotazioue s’era e
discostato dall’asse 2 (°*), viene in questo
ricondotto, e I’asse del cilindro riprende
in esso punto la direzione iniziale (cioe

Fig. 25

quella dello stesso asse z), mentre permane anche la condizione Zé ==0

(gia sodisfatta per ogni punto del piano yz). (°*) Siccome precedentemente
g

T
lo spostamento x di tale baricentro era — 5 EyJ' 3, & chiaro che si avra
x
nelle nuove condizioni, che sono quelle della mensola sollecitata da una

. T, .
forza all’estremo libero, uno spostamento # = — 3 ﬁ"f 7 13 del baricentro
4 Sy
della base z=0, la cui distanza dal suddetto centro di rotazione &
doppia di quella dell’altra base. Detto infine f (freccia) lo spostamento
medesimo considerato positivo nel senso della forza agente allo stesso

estremo, si ha

Y P A @

(52) Dall’espressione della z,, media su ogni segmento della sezione parallela ad z,
che si ottiene mediante una semplice considerazione d’equilibrio conie si vedra tra breve,
risulta che tale media & positiva in ogni caso.

(33) E chiaro dalle espressioni dello spostamento che il baricentro di ogni sezione
resta fisso in quella parte di esse che da la deformazione della sezione nel proprio piano.

(5%) Non &2 parlato della componente { per includere i casi in cui la { non sia
definibile per il baricentro, com’® detto nella nota (), (8i ricordi che le espressioni delle
altre componenti possono riferirsi al baricentro in ogni caso.)

. Boxvicist & B DAL AGrio — Lo trave ¢ § sisteme i trari, 4
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Questa espressione ¢ esatta nelle esatte condizioni di tensione risultanti
dalla soluzione del Saint - Venant e nelle coudizioni di vincolo sopra in-
dicate (noncheé sempre, s’intende, per la forza infinitesima); e rappresenta
anche lo spostamento di ogni altro punto della stessa base, la quale non
soffre ne deformazione né rotazione nel proprio piano.

DalVespressione del potenziale elastico unitario

1 1
Ty s : : .
dove ozz—]—‘zy, st rieava quella del lavoro di deformazione
Yz
U JdA = — T g dA.
L= JE‘] 5+2(Tf( e /+‘>G T 1 70)

(Z) (=)

Per il teorema dei lavori virtuali questa dev’essere anche Despressione
della meta del lavoro delle forze applicate al cilindro per gli spostamenti
dei rispettivi punti d’applicazione: & chiaro che il primo termine rappre-
senta il lavoro delle forze agenti alla base libera, lo spostamento di ogni
punto della quale ha le componenti § =0, y = — f (sicch® risulta T, r
il lavoro delle forze di superficie — 7,, ¢ nullo quello delle — t,,, che
sono le sole forze agenti su tale base); percio il secondo termine deve
rappresentare il lavoro delle forze agenti sulla base 2 =1 in cui sono
poste le condizioni di vincolo, ciot della o, per lo spostamento ¢ (3) e
delle 7., 7, rispettivamente per gli spostamenti & ed .

Quando invece delle condizioni di vincolo qui considerate si ponga
sulla stessa base z =1 quella che s’intende comunemente in pratica per
condizione d’incastro, cioeé quando si ponga fisso ogni punto di tale base,
sempre considerando il cilindro sollecitato dalle medesime forze — Ty
— 1,, sulla base opposta, il lavoro delle forze sopra ricordate diverra
nullo (°%); e ammesso allora per approssimazione che non vari il lavoro di

(%®) Non darebbe lavoro una traslazione seconde z, per essere

o,d4 == 0.

2z

()

(58) E interessante osservare che mnei casi pilt comuni la parte essenziale di tale
lavoro & quella compiuta dalla ¢,: mentre essa infatti & in ogni punto positiva, come
risulta dalla fig. 24, si vedrebbe facilmente che il lavoro delle tensioni tangenziali si
compone di termini dei due segni; ed & inoltre da tener conto che i valori massimi
della ¢, proporzionali alla lunghezza del cilindro, risultano assai maggiori di quelli delle
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deformazione (vale a dire trascurando la variazione dello stato di tensione,
che conforme al principio di Saint-Venant potra risultare apprezzabile solo
in prossimita della base vincolata), la medesima espressione sopra trovata
dovra rappresentare il lavoro delle sole — 1., — 75, suddette; onde ri-
sulterd necessariamente (ammesso anche, com’s ovvio, che la base libera
si mantenga ancora indeformata nel proprio piano) aumentata la freccia
della quantita

Fr = E%, (2,4 ) dA ().

)

Questa si dice la freccia dovuta al taglio, perché dipende dalle ten-
sioni tangenziali, e suol esprimersi nella forma

T
f’=Z"‘§il7 (1)

essendo dunque ovviamente

zx

A f (2 4+ r;iz) dA

()
X = . (8)
T,

Si puo osservare che tale valutazione ¢ certamente approssimata per
eccesso, poiché in realta il lavoro di deformazione nel caso del supposto

7, indipendenti dalla lunghezza medesima, in ogni caso pratico al guale la teoria che
qui si svolge sia applicabile con sufficiente approssimazione.

L’osservazione 8 importante sopra tutto perché potranno applicarsi allora le con-
siderazioni che seguono (riguardanti la freccia dovuta al taglio) al caso di una trave
semplicemente appoggiata agli estremi e gravata da un carico concentrato nella sezione
di mezzo: per ragione di simmetria e chiaro infatti che tale sezivne deve mantenersi
piana, ma non indeformata nel proprio piano; ed interessa percio osservare che puo
agualmente reputarsi nullo in pratica il lavoro delle tensioni agenti sulla sezione me-
desima, ¢ considerare quindi la meta della trave alla stessa stregua della mensola a cui
appresso ci si riferisce,

(*7) La base libera non si deforma nel proprio piano per il principio di Sainf-Ve-
nant (¢intende dunque secondo Vapprossimazione di tale principio, quando sia sufficien-
temente grande la lunghezza del cilindre); non & invece da escludere in generale una
rotazione della base medesima nel proprio piano, giaccheé la rotazione dipende anche
dalla deformazione del tronco prossimo alla base vincolata; percido il considerato au-
mento della freceia sarebbe da intendere a rigore riferito ai punti dell’asse di taglio,
linea d’azione della risultante delle Tys © Tpp - E per altro ovviamente presumibile che
il rapporto delle differenze di spostamento fra i diversi punti della base e l'aumento
medesimo resti in ogni caso dell’ordine di grandezza del rapporto delle dimensioni di
essa base alla lunghezza del eilindro, non diverso in generale da quello del gia osservato
errore relativo dell’espressione tenuta per il lavoro di deformagione,
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vincolo strettamente rigide in ogni punto della base & minore di quello
che si ha nelle condizioni avanti considerate, nelle quali i punti medesimi
si spostano, come risulta dal teorema di Menabrea (58). La f’ & ovvia-
y
GA
lelo ad « per il baricentro della base incastrata: rotazione pari dunque
alla media degli scorrimenti y,, moltiplicata per il fattore di taglio ».
Puo dimostrarsi facilmente da ultimo che tale fattore di taglio &

sempre > 1: si ha infatti evidentemente

mente la stessa che si ha da una rotazione y intorno all’asse paral-

4 f 2 44
Yz
(3

= :
X T;

>1

per essere
Ty = | 1 dA (°9).
(&)

(%8) I1 lavoro di deformazione del cilindro nelle condizioni considerate nella solu-
zione del problema di Saint-Venant pud riguardarsi come potenziale elastico dello stesso
cilindro col vincolo strettamente rigido in ogni punte della base, somma del lavoro di
deformazione in queste ultime condizioni e di un’energia vincolata dovuta allo sposta-
mento dei punti medesimi.

(59) Dalla relazione

(Ap + l)EdAzlﬂ/ pdd + 21[1}0{124 + 40,
@) (=) (=)

valevole per qualunque costante 4, si deduce per ogni funzione f la

( /'qoda)% 4 f vt ad,

() ()

la quale significa ovviamente che il quadrato della media & inferiore o uguale alla me-
dia dei quadrati. Si & esclusa ’uguaglianza perch? la 7,, 10N pud mai essere costante,
come risulterd anche dalla semplice espressione della media di essa lungo ogni segmento
parallelo ad .

Pud osservarsi che trascurando la commponente 7, 81 ha

2 2
fryz a4 fy"” a4
=z

) 2)
G j v, dd

l = l:
() (=)

—_

f Yyz a4

la suddetta rotazione intorno al baricentro della sezione incastrata pud dunque repu-
tarsi, con tale approssimazione, pari alla media degli scorrimenti definita come rapporto
dell'integrale dei quadrati di essi all'integrale degli scorrimenti medesimi.
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Lo stato di tensione & biassiale, e coincide con quello del caso della
torsione nei punti del piano zx (8%): mentre per gli altri punti si trova
facilmente dalla rappresentazione per mezzo dei cerchi di Mohr (fig. 26)
che si hanno le tensioni principali

orr —_—Z—i 2 V02+4(t"‘°+t-’/")'

basta infatti considerare che sull’elemento
della sezione agiscono la tensione nor-
male o, e la tensione tangenziale 7 =—

— V2 2 .
=11, -+ 72,, e su un elemento ad essa

normale agisce la sola tensione tangen-
ziale dello stesso valore. Gli assi prin-
cipali appartengono al piano gia indicato
in generale al paragrafo 1 (5%).

Se ora s’introduce la nozione delle
linee isostatiche, definite come quelle a-
venti in ogni punto la direzione di una
delle tensioni prineipali, e costituenti
pertanto tre famiglie di curve che s’in- Fig. 27
contrano ad angolo retto, & chiaro che
nel caso della sezione simmetrica rispetto all’asse y si hanno due
serie di linee appartenenti a due delle suddette famiglie che giacciono
sul piano yz (fig. 27): una direzione principale in ogni punto di esso
piano ¢ infatti normale al piano medesimo (avendosi in tali punti, per
la simmetria della &,,1, = 0). Tali isostatiche incontrano Passe z sotto

P’angolo %, ¢ sotto lo stesso angolo & incontrata la traccia della base

libera ; mentre le rette superiore ed inferiore delimitanti la sezione ¥z,
ovviamente esse medesime isostatiche, e pertanto incontrate normalmente
ciascuna da tutte le isostatiche di una famiglia, sono asintoti per tutte
quelle dell’altra. Le altre isostatiche delle stesse due famiglie non sono
linee piane. Le isostatiche della terza famiglia giacciono ciascuna nel
piano della rispettiva sezione normale del cilindro (alla quale appartiene

(6°) 8i riduce monoassiale nei punti del contorno appartenenti all’asse y quando
queste & asse di simmefria, poiche risalta ivi = vz = 0 per essere la tangente al contorno
parallela ad 2, e 7,, =0 per la gid osservata simmetria della By,

(1) Per la determinazione di essi si veda per esempio l'applicazione dei cerchi
di Mohr al Cap. II dell’opera citata alla nota ().
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in ogni punto, come s’¢ visto in generale, una delle direzioni principali),
e incontrano normalmente il contorno della sezione e Passe y (52).

9. Anche in questo caso i valori delle tensioni tangenziali 7, e 1,
possono determinarsi sperimentalmente, introdotta nelle espressioni di esse
al posto della funzione ¥, la coniugata y, :

. m T, (2 0%, . m Ty, 8%
T TSm0 (ﬁ‘”’”r@)’ T T ) L\ T )
La condizione al contorno

o 2
T Vet 9
.. dy dz
diviene (essendo Oy = qs ) W= Eg“)

%_ o A 2 dy

ds ds m Y gs i

quindi, se M & il punto generico del contorno, che si pone qui costituito
da una sola linea chiusa (sezione aciclica), ed O un punto fisso del con-
torno medesimo, si ha

2
7o M) = 1, (0) + f e — 2 ay dy.
(OM)

Noto il valore di y, in ogni punto del contorno (e ridotto cosi il problema
della determinazione della funzione armonica %2 al problema di Dirichlet),
puo ottenersi una rappresentazione cartesiana di tale fanzione facendo
aderire un velo d’acqua saponata ad una linea sghemba avente il con-
torno della sezione come proiezione su un dato piano, e ordinate rappre-
sentanti in una data scala i rispettivi suddetti valori della funzione me-
desima: il velo, libero questa volta da ogni forza, ciod mantenuto con la
stessa pressione sulle due facce, si disporra infatti secondo una superficie

(52) Tale proprietdh & dunque commune a tutti i casi del problema di Saint-Venant.
Nel caso della torsione le isostatiche di questa terza famiglia sono le proiezioni delle
linee di massima pendenza della superflcie che rappresenta la funzione @, normali alle
linee del vettore t; le altre dune famiglie seno le eliche inclinate di nf4 dei cilindri
aventi per direttrici qneste ultime linee. Nei due casi precedenti (tensione monoassiale
in ogni punto) una famiglia di isostatiche & costitnita dalle rette parallele a 2, e le
altre due restano indeterminate nei piani normali.
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a curvatura totale nnulla, che rappresenterd per approssimazione la ri-
chiesta funzione nella medesima scala.

T’estensione al caso della sezione ciclica pud farsi solo nell’ipotesi
che i baricentri delle superficie racchiuse dai singoli contorni siano alli-
neati secondo l’asse x, in particolare dunque quando la sezione sia sim-
metrica rispetto all’asse medesimo ; poiche solo allora risulta la y, mono-
droma, per essere nullo l'integrale

2 2 ;
fyzd.r — dy = _[(.1; 2y dy + yZay) dA
() (2)

esteso ad ogni singolo contorno, essendo

/ydA:O

(%)

per ciascuna delle rispettive superficie. In tal caso ciascuna delle linee
sghembe aventi per proiezione i contorni interni, determinata a meno di
un’ordinata costante rappresentata dal rispettivo termine yx,(0), potra es-
sere materializzata (per esempio come contorno di una piastrina curva
rigida), e guidata in modo che possa traslare senza resistenza nella dire-
zione delle ordinate : essa si porterd cosi (disteso il velo tra le linee me-
desime e quella fissa avente per proiezione il contorno esterno, cioe sul-
Veffettiva superficie della sezione) all’altezza determinata dalla condizione

9%
ds = 0
f on
()

richiesta per la monodromia della ,, ossia

a¢ o
f—a—n' § =10

(c)

(detta ¢ 1’ordinata della superficie del velo), la quale significa infatti che
le trazioni esercitate dal velo sulla laminefta si equilibrano.

Non pud parlarsi di un’analogia come quella riguardante la torsione,
poiché qui il vettore t non & definito dalla sola yx,, percio dalla rappre-
sentazione di questa non si rileva immediatamente 1’'andamento di esso.
B da osservare inoltre che ¢’¢ qui anche da compiere un’operazione ana-

litica preliminare, cioé l’integrazione della —6%3 (la quale potra in ogni

caso eseguirsi in modo approssimato, numericamente o graficamente). Dei
due termini di tale integrale curvilineo & possibile eliminarne uno intro-
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ducendo la funzione armonica

1
—_— = 2 .3,
tp_mll(mzz—f—wy) axe

risulta infatti

dy oo W
as W 52%) ds ’
onde
v (M) = y(0) 4+ «? (0) — 23 (M) +fy2dw.

(oM)
Espresse per la vy, le tensioni tangenziali divengono

T, oy T, (61/)
— — —{—3.%‘2) 63
ox

Trx — 2J 6y Tyz = J

10. Una valutazione approssimata delle tensioni tangenziali, per la
quale non si richiede la conoscenza della funzione ¥, (o della ¥s, 0 della
y), quasi sempre sufficiente nelle applicazioni, pud ottenersi osservando
che dall’integrazione della terza equazione indefinita d’equilibrio, estesa
alla superficie delimitata da una linea chiusa qualunque e appartenente

alla sezione, si ha
_ [ (3% a""z) dA — / g—"—z dA ;

(=)

(%) E chiaro che non pud evitarsi del tutto ¥ integrazione lungo il contorno,

. . d 2 . . o
poich® lespressione ?’szs =—uxydr + y*dy mnon coincide con quella di un differen-
m

. . : . ay
ziale esatto come avviene invece nel caso della torsione per la -—&é ds = za , + yo
8

la quale significa che al contorno la y, coincide, a meno di una costante, con la
1
T (@ + 3%).

Anche nel caso della torsione si pud naturalmente impiegare la membrana per la
sola determinazione della y,, col vantaggio, rispetto al case della flessione composta, che

per la sezione aciclica 1a linea sghemba avente per proiezione il contorno della sezione
8 semplicemente l'intersezione dello stesse cilindro considerato col paraboloide di rivo-

1
luzione = (x® + ¥*), e che il metodo & estensibile ad ogni sezione ciclica operando

come sopra s’@ accennato sulle singole linee sghembe ottenute allo stesso modo dalle
singole linee del contorno. (A differenza della g,, la y, & infatti sempre monodroma
per quanto qui sopra &' osservato.)
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ossia
. 00; S
“f(rzxax —+ 1.0y ds = [wa—z—dA =T, T
(&) (%)
dove 8 = | ydA @ il momento statico della suddetta superficie rispetto

(20
all’ asse . Quest’ ultima ¢ dunque la semplicissima espressione del
flusso del veftore t entrante attraverso la considerata linea ¢; e se allora
si sceglie tale linea costituita da un tratto del contorno e dalla corda che
ne congiunge i punti estremi, si ottiene evidentemente il flusso di t© at-
traverso la corda medesima. Quando questa sia

parallela all’asse x, come la AB della fig. 28, si
avra cosl la media delle 7,, nei punti di essa: \
z 0
S —_

¢ J
= T, — , \
ryz y b!Tm ’ 0
A g
essendo b la lunghezza della corda ; e tale valore '
¥

potra assumersi praticamente in molti casi per
quello effettivo in ogni punto.

La stessa espressione, con analogo significato
dei simboli, rappresenta naturalmente la media
delle 7, lungo una corda parallela ad y; ma ¢ chiaro che in ogni caso
come quello della stessa figura (corda CD) tale media (che risultera
esattamente nulla come il rispettivo momento statico
quando la sezione sia simmetrica rispetto all’asse x)
non avra in realtd nessun significato, risultando da
valori di segno opposto come si vede osservando Dan-
damento del vettore t al contorno. Diversa conclusione
deve trarsi nel caso della fig. 29, benché possa dimostrar-
si senza difficolta che Ia 7, hon puo essere uniforme sul
segmento MN (54).

Nell’ipotesi della ripartizione uniforme della 7,, su

Fig. 28

—b —

(54) Si ha infatti

b
2
T, (b — d
S A P —
Taz = Jw(z x)y"’ dy f‘yzd”’

x

essendo x Pascissa dei punti M e N; dove il primo termine & presso che costante, men-
tre il secondo, bench® nuolla possa dirsi di precise sull’integrale, sard certamente posi-
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ogni corda parallela ad x (%) & anche immediato il tracciamento delle
linee del vettore t, poiché ciascuna di esse divide allora tutte le corde
in un medesimo rapporto. Basta osservare, posto

C _ A’C’
o == — oL dOC=:—
AB '’ T A'B’

dove Pelemento CC’ abbia inclinazione generica (fig. 30), che la differenza

dei flussi di ¢ attraversanti i segmenti AC, A’C’ sard per ipotesi —%" d (o),
mentre il flusso totale entrante nell’area trat-
teggiata dev’essere (sempre a meno di un infini-
tesimo d’ordine superiore) % o dS: quando Ve-
lemento C(’ appartenga ad una linea del vettore

medesimo le due quantitd dovranno essere uguali,
quindi da = 0. (Nel caso della sezione simme-
trica rispetto all’asse y cid signifiea ovviamente
¥ che i vettori © nei punti di ogni corda conver-
Fig. 30 gono tutti nel punto d’incontro dell’asse wu colle
tangenti agli estremi della corda medesima.) Si
potra cosi valutare anche la 7,.; se non che ¢ da osservare che in tali
casi (sezioni «raccolte », o sviluppate solo in direzione dell’asse ¥, come
un’ellisse alta e stretta) la 7., ha in realtd pochissima importanza pratica,
come risulta anche dall’osservato andamento del vettore <, notevolmente
inelinato sull’asse y solo in prossimitd dei punti superiore e inferiore
del contorno, dove i valori del modulo di esso sono lontani dai massimi
che 8i hanno in prossimita del baricentro.

Poiche il momento statico § & massimo per la corda baricentrica,
la media 7,, risultera massima in generale per una corda non lontana da
essa; ma non per la corda medesima se non quando la lunghezza di

. i i . . s .
questa sia a sua volta stazionaria: per il massimo del rapporto S si

richiede infatti la condizione Sdb — bdS = 0, ossia, per d§ = 0, anche

tive in M e negative in N. Essende la questione conmnessa con quella della diffusione
della Ty sull’ala, essa sard meglio spiegata alla prossima nota (57),
(85) Per dimostrare come tale ripartizione possa essere molto diversa in sezioni
Lo . b . .
larghe e basse si cita il caso della sezione rettangolare con rapporto = 15, in cui
i

nel punto di mezzo del lato minere la L & pit di 5 volte la media sull’asse x. Si
hanno pure in tal caso tensioni v, di segno opposte sui due lati lunghi, che giungono
(in prossimita dei vertici) circa allo stesso valore assoluto,
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db = 0. Cio significa che le tangenti agli estremi della corda baricentrica
siano parallele; e in particolare per la sezione simmetrica rispetto al-
P’asse y che esse siano normali alla corda medesima (55).

Si ha ad esempio nel caso della sezione rettangolare (fig. 32 a)

A
s g
a)
v Y
Fig. 32
, 1
S=bh—y) 5 (h+9);
quindi
S 1
3 =2 h? per y =20 h+y=h—1y;
onde
1
2
(_ ) . h 3 T,
Tyz =Ly —F5 " = A 0
max % bhg 2 A‘

essendo A = 2bh D’area della sezione. Il diagramma della z,, & parabolico.
Lo stesso diagramma, e quindi (come si trova immediatamente) la stessa

espressione
(_- ) 3 T,
T == —— =
yz max 2 A ’

si ha nel caso della sezione triangolare : risulta infatti (fig. 32 b)

S__h—y 1 ‘__ 1 _ ¢ .
'b——_“é‘“‘“iy‘{"‘g‘(h“y)i——ﬁ—(h ) (h 4 29);

(%) E chiaro che quando la corda baricentrica sia mi-
nima si avrd ivi il massimo di ?yz; mentre mnel caso della
corda massima potrd aversi il massimo o un minimo. Dal-
Pesempio del triangolo che si dard subito appresso risulta
per la sezione ABCD composta di due triangoli disposti

simmetricamente il diagramma della fig. 31; e gquando si

suppongano i vertici in B e in D smussati con raccordi
di raggio abbastanza piccole, risultera evidentemente un
punto di minimo in Iuogo del punto angolare del diagramma
medesimo.
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1 -
e posto Yy =y — e h, ciot spostata Uorigine a metd dell’altezza totale,

S 1 P 7 4
T—Z‘g(dh““iy)(sh"‘éty)’

espressione (uadratica simmetrica.

Per la gia considerata sezione a I si & tracciato nella meta superiore
. . . . Tuzb
della fig. 33 il diagramma delle _*0_7 essendo s, lo spessore costante
delPanima, evidentemente costituito
di due diversi archi di parabola (sal-
vo il tratto intermedio corrispon-
dente ai raccordi dell’ala con I’a-
nima); e unella meta inferiore g’
cercato di indicare il diagramma
delle 7,, massime di ogni corda, che
si hanno evidentemente sull’asse y:
esso risulta simmetrico rispetto al
precedente in corrispondenza del-
Panima (sullo spessore della quale
puo ammettersi la ripartizione uniforme); mentre sull’ala ha valori
alquanto inferiori perche la tensione tende a diffondersi sull’intera
larghezza. La linea ABC ('B’A’ ¢ il diagramma delle ;.;z, cio¢ delle ten-
sioni massime che si avrebbero (non tenendo conto dei suddetti raccordi)

N

se potesse avvenire la ripartizione uniforme sulle ali (7). Si puo infine

(67) Si ricordi che ai lembi dell’ala, ciod nei punti M ed N della fig. 29 la L &
evidentemente nulla: & dunqune nulle Vintegrale

yz

81
\.—-I\-NID‘
-
=M
=]

lungoe i lembi medesimi; mentre per accennata diffusione della stossa . sull’ala esso deve
assumere lungo le orizzontali intermedie valori positivi. Dove si ha il valore massimo

resta nell’espressione
b
2

Ty ( b ;) ¥y + d dx
T = — — T r
& I, \ 2 day 4z
x
{(nota (%)) il solo primo termine; ma nella parte superiore (civd verso M} il secondo

termine & positivo, nella parte inferiore & negativo; e cosl il diagramma delle T,, a8-
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) Ty b
osservare che ’area del diagramma -£

puo praticamente reputarsi ugua-

<

le a quella del rettangolo (t,'nax by, essendo h, laltezza dell’anima; e
14

poichd la prima & evidentemente —Y, pud assumersi in pratica per la
. ,
0

tensione tangenziale massima la semplice espressione

Ty 1,

(tv/z)max — T = T g
$ohq i

essendo A, l’area della sezione dell’anima, cioe la stessa espressione che si
avrebbe se lintero 7, si ripartisse uniformemente sulla sezione medesima,

I.e considerazioni di questo paragrafo consentono anche una determi-
nazione approssimata del centro di taglio per forme di sezione pratica-
mente interessanti; per esempio la sezione di un ferro a [ . Si tratta di
determinare la risultante delle tensioni 7., 7.z, la quale sara evidente-
mente parallela all’asse y e di grandezza T,; lintersezione della quale
con l’asse x sara il cercato centro di taglio.

Scomposta la sezione com’e indicato nella fig. 35, si puo ammettere
che la risultante delle 7., agenti quasi esclusi-

vamente sul rettangolo sezione dell’anima, coin- F b
cida colla mediana del rettangolo medesimo (po- L-———\ 2
tendo essere in realtd appemna spostata verso il ‘ *
baricentro della sezione); mentre le risultanti ¥ h
delle 7, sulle due metd della sezione saranno x o) || ¢
due forze opposte R,, che potranno determinarsi é
ammettendo che tali tensioni agiscano esclusiva- 1
mente sulle ali. Riferita allora 1’ala inferiore agli M. Zé... /=i
assi «, ¥y’ (lembo interno dell’anima) si ha esatta- B P
mente " v“; A

_ T : Fig. 35

T § (#7) = —ff Y (@) 8 (@) day

o

sumers presumibilmente lungo il segmento MN landamento della fig. 34, dove la retta
M leggermente inclinata rappresenta il suddetto primo termine
= proporzionale ad y, o la retta tratteggiata ® la verticale di
e compenso comune a tale parte rettilinea e all’intero diagram-
fffff - ma. (Non & presumibile che in alecun caso pratico il valore
in N divenga di segno contrario, poich® bisognereblbe che in
prossimita del lembo inferiore la 7,, divenisse in media maggiore

S § -
nel tratto laterale (a:, __2_“) che mnel tratto centrale (0, x).)
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essendo s (2) lo spessore dell’ala nel punto generico dell’asse di questa,

di coordinate (#’,y), misurato verticalmente, e v, la media sul segmento
verticale MN per il punto medesimo; mentre b ¢ la larghezza dell’ala

- P 3 L
(misurata orizzontalmente, ed escluso lo spessore dell’anima) (88), Percio

l b b
A ‘ T, [
Re= 2 [ | ytoty sy st = ¥ [[atyiat) s aar o,
0 ' 0

dove l'integrale rappresenta evidentemente il momento centrifugo Jay'
della sezione dell’ala rispetto agli assi @, y”; dunque

Jwy ’

B,= v 7p
@

Quanto alla retta d’azione di tale risultante, un’osservazione circa la
ripartizione delle 7, sullo spessore dell’ala, analoga a quella riguardante

la sezione a I, dimostra che essa sard alquanto spostata dall’orizzontale

per il baricentro G della sezione dell’ala verso il baricentro dell’intera
sezione : detto dunque f, il braccio della coppia costituita dalle due R, ,
potra reputarsi pertanto h, pint prossimo all’altezza libera dell’anima che
all’intera altezza della trave. La distanza C’C del centro di taglio dalla
risultante delle 7,, risulta infine

R h J '
3 x Y0 7 xy
00 = T, s g 7,
Puo ancora osservarsi che si ha
. 2(@G) x’({d)
e] ]== o~ c] — T »:
o e 2y (@) I by ’

(%) L'integrale rappresenta csattamente il momento statico della superficie tratteg-
giata rispetto all’asse x se per asse dell’anima s’intende il lnogo dei punti di mezzo dei
segmenti MN.

(6?) Integrando per parti si ha infatti

_,t m'

P
/

j 2'y(x') s(x") rin:’:a,’j y(x)) s(w)) dxy

b b b
+ j @ / y(el) a(x]) d]
¢ !

V]

dove il prime termine & evidentemente nullo. Direttamente pud osservarsi che il termine
elementare generico y(x[) s(x;) dz; del secoudo integrale va considerato nella prima

[

integrazione per tutti gli intervalli dx’ da 0 ad mi, e risulta cosi moltiplicato per x
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onde
C'0 =~ 2"(G),

dove puo intendersi che €’ sia sulla mediana della sezione dell’anima (7).

11. Si puo ora esprimere in forma pratica approssimata anche il fat-

-~

tore di taglio y definito dalla (7), trascurando la tensione 7, e sostituendo

alla 7,, la media _;yz lungo ogni corda parallela ad «, ponendo cioe
8

—. S h
Jw 1 a

Ty = i

A |+ d4 ,
Yz

Yy
&) A g \2 A S2
=8 = [(Llada== |4
* T2 JE f (b) o A
)

yl

essendo y' ed y'' le ordinate dei due punti del contorno pit lontani dal-
IPasse x. Benche anche la seconda approssimazione introdotta sia per di-
fetto, essendosi sostituito il quadrato di una media alla media dei rispet-
tivi quadrati, il valore dell’espressione trovata resta tuttavia ~> 1, come
si vede osservando che

y'’ i
.Im-;—dey :j%dA (T1).
y’ (2

(1) 8i & posto il momento (’inerzia ./, uguale al doppio di quello dell’ala, trascu-

rando quello dell’anima; o nella valutazione del momento d’inerzia dell’ala come in

quella di ny. si ® sostituito il baricentro G della sezione dell’ala al baricentro dei

momenti statici della stessa sozione rispetto all’asse x. Cosi, essendosi posto inoltre

¥ (@)= % Iy, la distanza C'C risulta valutata alquanto in eccesso.
u'’ Y v ooy A y'’
M A, ---‘/?F bdy = yjyi by, *—/d'y/yi by, = —y S (y) +jS () dy =f«wn dy
Y’ Y’ vy oy o'

‘ S
(essendo S =10 per y =y’ e per y =4"). Risulterebbe dunque y =1 sclo per 3 o

stante: condizione che non puo verificarsi per mnessuna sezione. (Dovrebb’ essere

as S k d k 1 db
= e © poiche d8 = — y b dy, risulterebbe — ybd—?; =y ossia Ty =

yﬂ

2y
= — —= , onde b=—ce % ; espressione incompatibile con le necessarie condizioni

b(y)=b@")=0)
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B chiaro che il valore medesimo non cambia se si moltiplicano per
uno stesso numero & tutte le larghezze b, restando moltiplicato per £k
I’integrale e diviso per k il fattore —; : in particolare si ha uno stesso

gL

fattore di taglio per tutte le sezioni che possono corrispondersi in una
omologia affine rispetto all’asse y. Segue da cio, dovendo evidentemente
risultare uno stesso y per tutte le sezioni simili (8i ricordi quanto detto
in proposito del fattore ¢ a pag. 22), che la stessa proprieta vale anche
per le sezioni che possono corrispondersi in un’omologia affine rispetto
all’asse x; come d’altra parte puod subito verificarsi direttamente. Per

. . . . 6 .
ogni sezione rettangolare, ad esempio, risulta y = 5 ber la sezione el-

10 X . .
littica x= 5 - Si avverta per altro che tali wvalori, ugualmente accet-

tabili per il quadrato o per il cerchio come per il rettangolo o Dellisse
alti e stretti (si intende D'altezza nella direzione y), andranno divenendo
sempre meno approssimati quando vada aumentando il rapporto della
larghezza all’altezza. (Si ricordi la nota (%).)

Per la sezione a I si ottiene direttamente dall’espressione (7), tra-

scurando la 1, e poneudo per la 7,, il valore zero nelle ali e nell’anima
7]

il valore costante —Z, gia considerato per approssimazione come massimo,
0
74 ——j (%),
0

(72) 8i potrebbe vedere che la seconda delle approssimazioni cosl introdotte, con-
sistente in sostanza (per l'osservata compensazione delle aree nella fig. 33) nel conside-
rare concentrate sullanima tutte le ¢, ,, condurra sempre a una valutazione per eccesso ;

tuttavia la semplice espressione trovata restera sempre in difetto rispetto alla (8), a
causa dei notevoli valori della trascurata tensione 7z, . Rispetto alla

yi!

_4 [
r="3 7 Y

Zy,

tale espressione & invece (a presumere approssimata per eccesso: si avrebbe infatti

:"II

4,8 4 (8 ;.
y=— (__) & dy —_ (_) — (tr?fz)i ;
J_g b /y J b /1 T

X Y
3’

un valore medio di 7, in lomoge del quale si ha nell’espressione consi-

yz)i yz;
:l‘
derata il presunto valore massimo —2 .

4,

essendo (
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T da avvertire infine che anche per valori notevoli del fattore y la
freccia dovata al taglio

dovuta alla flessione: si ha infatti

l

N m XarT m !

fr o 6mA41) A, 6(’”+1)7(ix)2

essendo i, = V—A"i il raggio d’inerzia della sezione. Affinche tale rapporto

non risulti trascurabile rispetto all’unita bisogna che le dimensioni della
sezione siano paragonabili alla lunghezza del cilindro; ma in tal caso,
anche ammesso che si abbiano effettivamente sulla base libera di questo
le tensioni della soluzione del Saint-Venant, non potrebbe piti trascurarsi
il gia osservato errore in eccesso nella valutazione della freccia dovuta
al taglio; poiche la diversitd dello stato di tensione prodotto dalle con-
dizioni imposte all’altra base si manterri notevole per una parte non
piccola del ecilindro.

D. BoxviciNi £ B. Daur’Aeric — La trave e 1 gistemi di travi. 5



